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ПРЕДИСЛОВТЕ. 

Выпуская в5 свитг 9-е издане своею курса элементар- 
ной алебры, авторз позаботился тщательно исправить вея- 
зе случайные недосмотры и промахи, почти неизбъжные в 
первомз издани. Весь курс сплошь быль внимательно пере- 
смотутьиь, причемз введены всъ усовершенствовайя и вет но- 
винки, катя устьли накопиться со времени появлешя 1-0 
издатя. Изложенто, при полной в ясности и простоть,, 
автора старался придать совершенную научную строюсть, 

65 устранешеме вспкихь мнимыхь доказательства и недомол- 

вокз, обычныхь 65 маша ходовыхь курсахв. Подё мнимыми 
доказательствами мы) разумтемь таме пруемы, как, напри- 
мт», выводь разложении функций вх безконенные ряды по спо= 
собу неопредъленныхе позффищентов» и т. п. Из особенно- 

стямг курса, отличающимь ею оть друите аналотчныхв 
лвленй, принадлежит» широкое развите одной стороны ди- 
ла, весьма существенной и, несмотря на то, обыкновенно 
почти иторируемой учебниками, именно изсльдовашя вопро 

068 1-й и 9-й степени. В связи сё этим дано и боле 
широкое развите статьям 0 неравенствахе и 06 измтне- 
ни простпяиихе функции, куда примыкаюта и элементар- 
ные способы. нахожденя максимальныхь и минимальныхе зна 
чей функции. Блазодаря этому, вх нашем» пурсь элемен 
тарная амебра приведена вз болье тпеную связь сё анали= 
тическою звометрею и с высшимь анализом: читатель 
исподволь подготовляется к этимз высшим Частлив мате- 
матики. Что касается новинок, введенныхе в0 2-е издане, 
то изза числа ить важные друшить усовершенствованя в5 ме 
подать изслюдованя вопросов» Э-й степени: я разумью пла- 

Г 
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‘ны Мирода, и особенно Тартэнвилля. Расположене изслидо- 
ваня, предложенное Тартэнвиллемз, вноситг` вв это неле- 
кое дъло необыкновенную ясность, стройность, порядокз и 

относительную простоту. Изз числа друнить новинокз стоите 
упомянуть: 065 00бомг методь разложешя на множители 

симметричныхь функц; 0 новых премате для отличеня 
паразитныхь корней резольвента иррашональнаю уравнешя 
отз корней, удовлетворяющих этому уравненю; о безуко- 
ризненно строить доказательствах» теоремы о тахипит’ь 
произведеня, данныжь Дарбу и Гурза; о преданномь было заб- 
веню, но возстановленномь вг новыть курсах Эйлеровомъ 
доказательствь формулы Ныютонова бинома и т.д. Кромь 
тою, прибавлены 06% новыя злавы, изь коих вё одной раз- 
сматривается ришеше полныхг уравненй 3-й и 4-й степе- 

‚ны, 65 друюй— рьшене неопредъленнаю ур—тёя 2-й степени 

сё двумя перемьиными. 
Количество задач значительно увеличено введенем там 

и слмз задачь новыть типовё и, кромь тою, прибавлешемь 

400 смплианныхь задач», носящих Характер болте труд- 
ных упражненй, на которыть могуть пытать свои силы 
болье усппвающие и бодте талантливые учашиеся старшаго 
возраста. 

Такз какз авторь имъль в виду не только учениковв, 
обучающихся в учебныхь заведешята, д» они всеа найдут 
опору вг своих» наставникать, но и такихё лиць, которыя 
обстоятельствами вынуждены зотовиться дома, дь они по 
большей части лишены опытныхё руповодителей,—вх виду 
этою, вх настоящем» издани всь задачи снажбены отоп- 
тами, а болье трудныя—и полными ушешями; вслюдстве 
этою, пришлось весь матераль задач соединить вё особый 
тома. Таким» образоме, весь курс» раздълень на два тома: 
1-—Теоря; П— Задачи. 

Вз видах удобства покупателей каждый томз продает- 
сл отдьльно. 

Составитель, 
Одесса, 

1 ноября 1902 г. 



отдълъ ПЕРВЫЙ. 

АЛГЕБРАИЧЕСКТЯ ДЪЙСТВТЯ. 

ГЛАВА Т. 

Предварительныя понят!я и опредфленя. 

1. Ньютонъ назваль алгебру „всеобщей ариометикой“. 
Называя ее ариометикой, онъ хотфль этимь выразить, что предметъ алгебры 

ТотЬ же, что и ариеметики,—изучеше чиселъ, слфдовательно, что алгебра есть 
какь бы продолжеше арнометики. Называя ее вееобщей, онъ этимъ самым 
указаль, что цфль алгебры заключается въ обобщенйи какъ самихъ вопросовь, 
0 числахъ, такъ и способовъ ихъ рёшеня. 

Вовьмемь задачу: найти два =: которыжь сумма равна 105, а 
‘разность 152 

Рёшан эту задачу ориометическим путемь, мы стали бы разсуждать 
такъ: если бы оба искомыхь числа были равны, то мы нашли бы ихь, разд\- 
ливъ пополажь ихъ сумму. Мо мы ‘можем уравнять меньшее съ большим, если 
къ первому придадимь 15, и если эту прибавку сдфлать къ сумм обоихь чи- 
сель, то результать 105 2-15, или 120, будеть ни что иное, какъ удвоенное 
большее число, которое и найдемъ, раздфливь 120 на 2. Итакъ, большее 
число —=120:2, или 60; а слдовательно, меньшее найдемъ, уменьшив 60 на 15, 
что дастъ 45. 

Для повфрки достаточно числа 60 и 45 сложить, чтобы убЪдиться, соста- 
вить ли ихъ сумма 105; повёрка по отношеню къ разности (15) не нужна, 
такъ какъ меньшее число найдено вычитавемь этой разности изъ большаго. 

Можно бы было идти инымъ путемь: приравнивая большее число меньшему, 
можно уменьшить для’ этого большее число на 15. Вели уменьшить 15-ыю сумму, 
то результать, 105 —15 —90, представаяль бы удвоенное меньшее число; и 
слдовательно, раздфливь 90 пополамъ, нашли бы въ результат меньшее 
число — 45; а придавъ къ нему 15, нашли бы большее. 

Рьшене задачи значительно Упростийися, если искомыя мы обозначили 
буквами, что сокращаеть ръчь, а дфйстыя будемь обозначать знаками, 
что сокращаеть письмо. Этого рода сокращешя допускаеть и ариометика. 

Птакъ, обозначимь менышее число буквою 2; тогда большее число будеть 

” 1 



2-15, а оба вифств составять 2-2 -|- 15, или, короче, 2=-- 15, что, по 
условшю, равно 105; записываемь 

22-15 =105. 

Неизвфстное слагаемое (22) опредфляется вычитащемь изъ суммы (105) из- 
встнаго слатаемаго (15); слёд. 22==105 —15 =90. Отсюда 2 =90:2 = 
— 45. Придавъ 15 къ 45, найдемь большее число. 

Отсюда видно, какимъ образомь введеше знаковъ для обозначеня дфйствий, 
и буквы 2 для обозначешя искомаго сокращает» ръчь и письмо, и этимъ 
самымъ ускорлеть ршеше задачи. Ч®мъ сложнфе задача, тфмъ важнфе введе- 
16 отихь, сокращающихь запись и рёчь, знаковъ. 

2. Окончательные результаты, полученные нами при рфшеши задачи, т.-е. 
числа 45 и 60, не носять на себВ слфда данныхь чисель и т№хъ дЪйствй, 
путемь которыхь эти результаты найдены. Въ самомъ дфлЪ, по мфрё выполие- 
я дЬйствИ, данныя числа замфнялись новыми; потому-то найденные результаты 
но дають никакого понят{я о томъ, кашя дфйстия и въ какомъ порядк нужно 
совершить надъ данными числами для полузещя искомыхъ. Чтобы это было 
видно. нужно только обозначать дфйствйя знаками, воздерживаяеь отъ всяких 
вычислений. Поступая такъ въ предыдущей задач, мы нашли бы для меньшаго 
числа выражене 

105 15 = ы 

изъ котораго можно заключить, что для нахождешя меньшаго числа нужно изъ 
заданной суммы вычесть данную разность и остатокъ раздфлить на 2. Но чтобы 
такая ариометическая формула служила отчетливымь выражешемь правила 
для р№шеня даннаго вопроса, нужно, чтобы она’ удовлетворяла нёкоторымь тре- 
бовашямъ. Необходимо: 1) чтобы данныя величины были выражены небольшими 
числами, иначе формула будеть не достаточно яроста; 2) чтобы числа эти 
были разнообразны: иначе формула будеть лишена ясности. Но если эти усло- 
вя и будуть удовлетворены, то все-таки неизбфжное выполнеше нфкоторыхь 
дАйствй (каково, напр., было соединеше вуфст® нфсколькихь 2—совЪ) можеть 
ввести въ формулу числа одинаковыя съ’данными, а вслфдетые этого формула 
потеряетъ совершенную ясность. Неудобства подобныя этому, очевидно, будуть 
возрастать вифстф съ сложностью задачъ. Но они легко устранимы, й легко ви- 
дАиь— какими средствами. 

Наша ифль состоитъ въ томъ, чтобы достичь возможноети выражать фор- 
хулами правила для рьшеня сколькихь угодно задачь одною рода, т.-е. раз- 
нящихся не услошями, а лишь числовыми значенями данныхь въ задачв вели- 
чинъ. Пусть, напр., мы хотимь найти правило для рёшешя задачи: найти два 
числа по даннымь суммь ихь и разности, каковы бы ни были эта сум- 
ма и эта разность. Легко видфть, что такое общее’ ръшенше для вефхъ 
задачьъ одного рода найти возможно. Въ самомъ дфлф, дЪйствя, которыхъ тре- 
буеть рЬшеше задачи, зависять исключительно отъ соотношений между дан- 
ными въ задачв числами, но никонмъ образомъ”не отъ частныхь значенй этихъ 
чисель. А слфдовательно, эти данныя числа можно обозначить бухвами; но буквы 
не могуть сливаться, не могуть исчезать, замфняясь другими; дфйстыя надъ 
ними можно только обозначать, но не выполнять; сл. полученное выражеше бу- 
деть ясно указывать, каыя дьйстйя и въ какомь порядкф нужно совершать 
надъ данными для нахождешя искомыхь во вебхь задачахъ одного рода. 
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'Итакъ, пусть данная сумма ‘равна. 3, & давнал разность 4. Пусть, ВЫ: 
‘меньшее число — 2; большее Ч 2-- а; по условю, + #-- ==, или 
2е--@==8, откуда 22=8— 4, и сад. 

3—4 == - 

Формула (1) опредфлясть меньшее число. Большее чиело будеть а 

‘или аа, или, наконець, ' 

а ы =. -г у 20 

Формулы (1) и (2) ясно показывають правило: для нахождешя большаго 
числа надо къ данной сумм придать данную разность и результать раздфлить 
на 2; в для нахождешя менышаго числа слфдуеть изъ данной суммы вычесть 
данную разность и остатокъ раздфлить на 2. 

Разъ тая буквенныя формулы найдены, жы при ихъь помощи можемь р- 
‘шать какя угодно задачи, однородныя съ данною; стоить только вуфсто буквъ 

подставлять числа и выполнять указанныя дЪйствя. 

Такъ, если данная сумма = 500, а разность 200, то, подставивъь 500 вм{;- 
<то $ и 200 вифсто 4, найдемъ, что: 

х о 200 700 

О-о 30. 
а менышая часть — 5 ^^ =“ = 150. 

350, 

Преимущества буквенныхь формуль передъ числовыми, какъ видно изъ выше- 
изложеннаго, заключаются въ слфдующемь: 

1) Подъ буквами можно разумфть какйя угодно числа, поэтому ршене, вы- 
раженное буквенною формулою, пригодно для всбхь однородныхь задач: бук- 
венная формула даеть общее рилшенае цфлато класса задачъ. 

2) Алгебраическая формула даеть наиболфе ясное рьшене задачи, ибо въ 
ней наиболфе ясно изображаются порядокъ и послдовательность дВйств, кото- 

рыя надо совершить надъ данными для нахождешя искомыхь; между тВмъ какъ 
въ арнеметической формул эта ясность, какъ мы видфли, иногда теряется. 

3) Результать, представленный алгобраическою формулою, выражается обык- 
новенно коротко и потому дозволяеть легко удержать въ памяти правило р- 
шеня вопроса. 

Но это още не все. Алгебраическая формула, указывая связь между коли- 
чествами задачи, позволяеть вывести рядь другихь формуль, дающихь рёшеншя 
ряда другихь задачь, если брать послфдовательно за неизвфетное каждое изъ, 
количествь, входящихь въ формулу. Для примёра выведель общую формулу, ко- 
торая давала бы рьшеше вефхъ вопросовъ о простыхъ процентахь. 

Найти прибыль, приносимую капиталом» а, Ия на + 
лъть по р°/ь в 100ь, считая простые проценты? 

100 руб. дають въ тодъ прибыль р руб; слфд. 1 р. дасть въ то же время 

прибыль во 100 разъ меньшую, или. 5 р., а каниталь @ р. дасть прибыль въ 

< разь большую, или о Это есть прибыль, приносимая капиталоть @ въ 

1% 



Е и оне такъ что, называя эту 
прибыль 9,-получихь соотношение 

ар 1:0 

Это равенство свазываеть 4 количества: а, р; &, и даеть рёшеше 4 за- 
дачъ, позволяя по даннымь тремъ количествамь вычислить четвертое. Формула, 
(1) позволяеть находить прибыль, когда извфстны—капиталъ, время и проценты. . 

Разсматривая @ какъ одинъ изъ сомножителей, мы его найдемъ, раздфливъ про- 

Формула (2) даеть рёщеше задачи: какой хапиталь надо помпетить 
по р*), на { льтз, чтобы получить $ руб. прибыли? 

'Подобнымь же образожъ, прининая въ форжузв (Т) за пензвфстное р, мы 
о наныяь раздёливъ провззедене (+) на другой сомножитель 

. т 
ь 1007 РЕН, шир 9%... (3) 

Формула (3) даетъ рьшене задачи: На каюе проценты надо помъстить 
капиталь а, чтобы онь въ Е льть даль прибыль & руб.? 

Принимая, наконець, въ равенствь (1) за нензвфетное #, найдем 

ая 
_  Лакова формула, по которой ршается вопросъ: на сколько лтпипь надо 

` отдать капитал» а по р®/,, чтобы онь принесь 1 руб. прибыли? 
Подставляя въ формулы (1), (2), (3) и (4) вифето буквъ числа, мы мо- 

жемь рышить любую числовую задачу на простые проценты. Напр.: ма сколько 
°/, надо пометить капиталь 3000 р., чтобы в5 4 получить: 
360 р. прибыли? 

Положивъ въ формул (3) 

а— 3000, #=4, #=360, 
‘найдемъ 

100 Х 360 
: — зая — 3 - 

Такииь образомь возможно обобщене какъ самыхъ вопросовъ, такъ и спо- $ 
собовь ихъ рен. 

Наука, занимающаяся обобщенемь вопросовь о числахь и способов 
из» ршеня, называется аллеброю. 

ь 3. Знаки, употребляемые въ алгебрь, частью тв же самые, что и въ ‘арие- 
метикф, частью друге. Ихъ можно раздфлить на три группы: 1) знаки, упо- 
требляемые для изображеня чисель; 2) для изображешя дфйствй надъ числами; 
п 3) для изображешя соотношенй между числами. 

8 1, Знаки для изображеня чиселъ. Числа изображаются въ алгебр не 
я цифрами, какъ въ ариеметик®, а бухоамиы; это обозначеше было введено фран- — 



ЗБ 

‘цузскимь математикомь второй половины ХУ вфка Вытомь (1540—1603). 
Вьеть употребляль болышя литеры; малыя буквы введены ангйскимь матема- 
тикомь Томасом» Гаррютомь (1560—1621). 

Для обозначейя извфстныхь чисель употребляются первыя буквы латин- 
«кой азбуки: а, 6, с, а, е, [,...; для обозначешя неизвфетныхь — поолфднйя 
буквы: 6 м, , у, 2, &,... 

Иногда при буквахь ставять значки или указатели (нидексы), когда хо- 
тять сохранить въ обозначени аналогю, существующую между изображаемыми 
количествами. 

Такимъ образожь пишутъ: 4% а", ат, @\,...; или: а, а», а, @, ... 
©ъ тою же цфлью блять еще буквы треческаго алфавита, соотв тствую- 
пуя латинскимь: ©, 8, 7, 8, ®,..- 

Числа, изображенныя буквами, называются общими, числами, потому-что 
подъ каждою буквою разумфють не одно какое-либо число, но какя-угодно 
числа. 

2. Знаки для изобраменя дЪйствй, 

Сложешще обозначается знакомъ -|- (плюсъ); такъ @-- В означаеть сумму 
воличествь @ и 6. 

Вычитане обозначается знакомь — (минусъ); такъ @— В означаеть раз- 
ность лежду а и 6. 

Знаки -- и — введены во всеобщее употреблее ифмецкими математика- 
хи ХУ стодбия. Полагають, что первый началь ихъ употреблять Лурбаеь 
(1423—1461). Въ «Ажебрё> Рудольфа, напечатанной въ 1525 г. подъ 
заглащемь «0055», и въ «АтИвшейса Пиеста» Стифеля, напечатанной въ 
1544 г., прихфнены уже эти знаки. 

Умножеше обозначается знакомь >, или . (точкою), или же жкк 0- 
множителями не ставится никакого знака; такимь образожь @жЪ, @.6, и 46 
одинаково означають произведеше @ на $, 

Нужно замфтить, что знакъ умноженя нельзя опускать, когда числа изоб- 
ражены цифрами; произведене 4 на 7 нельзя представить въ вид 47, такъ 
какъ 47, по принятому способу изображешя чиселъ, означаеть не произведене 
4 па 7; а число сорокъ семь. 

Опущене всякаго знака умножешя между различными факторами произ- 
ведешя впервые встрёчастся у Стифеля (АтИвтейеа 1544); знакъ »Х (косой 
кресть) введень Ойтредомь (из гей), въ сочинеши СЛамз майеш. 1631; 
знакь , (точка) введень Лейбницемь во второй половинв ХУП столичя. 

Дълене обозначается или двоеточемъ, или чертою; такъ @:6 и у одина- 

ково означають частное отъ раздфлешя @ на 6. 
Полагають, что знакъ : введенъ во всеобщее употреблеше Лейбницемь; знакъ 

— (черта) встрфчается уже въ сочинеши Фибоначчи Пизанекаго (1202 г.) 
3. Знаки соотношенй. Соотношенйя жежду величинами могутъ быть двоякаго 

рода: двф величины могуть быть или равны между собою, или неравны одна 
другой. Для изображешя равенства двухь количебтвъ употребляется знакъ =; 
‘акъ, выражене 

А=В 
означаеть: А равно В. 

Знакъ равенства (—) введенъ англЙскимь математикомь- Рекордомь, ко- 
торый въ первый разъ употребиль его’ въ своемъ сочинени «Брусокъ для ума» 



(Тре Уве юпе оЁ №1), изданномь въ 1557 г. Во всеобщее употребление знакъ 
этотъ вошелъь сто лётъ спустя. 2 

` Слово больше изображается. знакомъ >>, слово меньше знакомъ <. Такъ 
а_>Ь означаеть: а больше 6; а < В означаетъ: а меньше В. 

Когда хотять выразить, что два количества не равны, не указывая, кото- 
рое изъ нихъ больше, ихъ отдфляють знакомь <; такъ а<.6 ‘означаеть, что 
а перавно 5. Вифсто этого также пишуть а--5. 

Чтобы выразить, что а ме меньше 6, пишуть а 5. 
Такимь же образомь а<Ъ означаетъ, что @ не больше Ъ. 
Знаки >> и < введены англйскихь математикомъ Гаррютомъ. 
Коэффиц1ентъ. — Если какое-нибудь произведеше, ваприм., аб, тре- 

буется повторить слагаемымь нфсколько разъ, наприх., пать, 10 сумма будеть 
==а6-- 6 -|- а -|- а5-|-аБ. Очевидно, что такой способъ изображешя суммы 
цеудобень, когда число слагаемыхь велико: ивсьжениое изображенще суммы заня- 
20 бы въ этомъ случа много времени и хфста. Въ видать устранен такого 
неудобства ввели сокращенное обозвачене суихы равныть слагаемыхь, усло- 
вившись слагаемое писать одинъ разъ, а передь нимъ ставить число, показы- 
вающее, сколько разъ взятое выражене повторяется слагаемымъ. Такихь обра- 
зомъ наша сумма сокращенно выразится въ видё 54. 

Число 5, показывающее, сколько разъ слфдующее за нимъ выражеше по- 
вторяется слагаемыхь. называется коэффишентомь или предетоящимь. Козф- 
фищенту жожно дать и другое опредфлеше. Въ самомъ дфлф, повторить аб пять 
разъ слагаемымь,—это все равно, что аб умножить на 5; лёд. коэффишенть 
есть числовой множитель, стояиий перед» буквеннымь выраженемь. 

Такъ, въ выраженыхь 7а5, ти, множители 7 и 3 суть кооффишенты. 

Иногда и буквенные производители разсматриваются какъ коэффищенты по от- 
ношению къ слфдующимь за ними произведевямь; такъ, въ выражени абс можно 
а считать коэффищентомь произведешя Фс. Если произведеше состоить изъ 
однихь буквенных сомножителей, то коэффищенть его есть 1; напр. коэффи- 
щенть произведешя афе есть 1, такъ какъ это произведеше можно написать въ 
вид 1. а/с. 

Степень. — Степенью называется произведене равныль множи- 
телей. 

Если число берется множителемь два раза, то произведеше называется 
второю степенью пли квадратомь этого числа; такъ 55 или 25 есть 
квадрать пяти. Когда число берется множителемъ три раза, то произведене на- 
зывается третьею степенью или кубомь этого числа; такъ 5.5.5 или 125 

- есть кубъ пати. Произведеше четырехь равныхь множителей наз. четвертою 
степенью; напр. @.а.а.а есть четвертая степень числа @. — Очевидно, что 
если число равныхъ множителей велико, то письменное изображеше степени зай- 
меть много времени и фота. Для устраненя этого неудобства введено слфдую- 
щее сокращенное изображеше степени: перемножаемое само на себя количество 
пишуть одинъ разъ, а надъ нимъ справа ставять число, показывающее, сколько 
разъ это количество берется множителемь. Согласно этому условю, квадрать, 
количества @, т.-е. произведеше а.а, сокращенно пишется въ видф: а?; кубъ @, 
т.е. произведеше а.а.а, сокращенно изображается въ видЪ: а; четвертая сте- 
пень @, т.-6. @.а.а.а — въ вид ай и т. д.— Каждый изъ раввыхь множите- 
лей называется основащемь степени; такъ въ формул а основаше есть а— 
Числа 2, 3, 4 ит. д., стоящёя надъ основашемъ, называются показателями 
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степени. Итакъ, показатель степени всть число, которое ставится 
надь буквою и означаеть, сколько раз» эта буква берется множи- 
телем. 

Показатель 1 не пишется, & подразуввается; такъ, выбсто 61 пишуть 6. 
На основанш сказаннаго, произведеше адаабЪес@ сокращенно пишутъ въ 

видв а%63с°а. Обратно, а*? есть сокращенно написанное произведене 4466505. 
Дъйстве нахожденя степени даннало числа называется возвыие- 

емь ви степень. Такъ, возвыснвъ 7 въ кубъ, т.е. взявъ 7 множителемь 

три раза, получимь 343. Возвысивь 5 ВЪ четвертую степень, т.-е. взявь, 1 

;. 1 
множитележь четыре раза, найдем тс ит. д- 

Полезно знать на память квадраты п кубы, по крайней хврЪ, первыхь до- 
сати чисель, которые-мы и помфщаемь въ слбдующей таблиц: 

В ИН 
Квадраты: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64,81, 100, 
Кубы: ПТ 64 125 216 349 512 729, 1000; 

Корень. — Корномъ второй степени или квадратнымь изъ даннаго числа, 
называется такое число, квадрать котораго равень данному чиелу. Такъ, квад- 
ратный корень изъ 9 равень 3, потому что квадрать трехъ даеть 9. 

Кубическимь корнемъ изъ даннаго числа называется такое число, котораго 
кубъ равень данному числу. Напр., кубическй корень изъ 64 равень 4, пото- 
му-что кубъ четырехь равень 64. 

Корнемь четвертаго порядка изъ даннаго числа называется такое, четвертая 
степень котораго равна данному числу. Такъ, корень четвертаго порядка изъ 16 
равень 2, ибо 21 =16. 

Вообще, корнемь п-ю порядка изь даннаю числа наз. такое число, 
которало п-ая степень равна данному числу, Такихь образом корень #-го 
порядка изъ а” есть а. 

Для обозначейя корня употребляють знакъ У”, подъ которымь ставять 
данное число, называемое поэтому июдкореннымь числома. Въ отвероте этого 
знака ставять число, которое показываеть, въ какую степень должно возвысить 
корень для полученя даннаго числа; его называють показателем» корня. 

Такъ, чтобы обозначить письменно, что корень четвертаго порядка изъ 16) 
4/— 

равень 2, пишуть: и 16 —2; здфеь 2 есть самый корень, 16 — подкоренное 
число, 4 — показатель корня. 

Кели показатель корня равень 2, то его не пишуть, а подразумваюту. 

Такъ, для обозначешя, что квадратный корень изь р равень 5, пишуть: 

ИТ, 
у 4% 

. Коренной знакъ (У) называется также радикаломь. Дьйствйе нахожде- 
ния корня называется извлечеемь корня. 

Первые слфды употреблен!я показателей находятся у Лароша (Апзшейчие её 

беотебме, 1520); онъ употребляеть показатели 1, 2, 3.—Знакъ У  нахо- 
димъ впервые у Христана Рудольфа (1524). — Окончательно же эти знаки вве- 
лены Декартомь. — Знакъ У ель ни что иное, какъ искаженная буква ® 
‘начальная буква слова тах — корень). 



_ Скобки. — Для обозначешя дфйстьй употребляють еп 

зываеные скобками. Ижь дають видь: (°), или [| 2]. пав { }- скобки 
перваго вида называють — простыми, второго — хвадратными, третья — 
фишриыми. 

Такъ, для обозначеня, что разность а—® нужно умножить на с, пишутъ: 

({@—5).с 

Если это выражеше написать безь скобокъ, т.е. въ валё 

а—6.с, 

то смыслъ его былъ бы иной, именно: оно выражало бы требоваше — вычесть 
изъ @ произведеше $ на с, между ТЬжь какъ требуется развость а — 6 умно- 
жить на с. 

Если бы требовалось сумму а-|-Ь возвысить въ кубъ и результать умножить 
на разность с — @, то слфдуеть сказавныя дфёстья обозначить такъ: 

{а \е— а. 

Если опустить скобки, т.-е. написать 

а-- 5.3 —а, 

то смысль новаго выражешя не быль бы согаасень съ требовашемь, потому 
что послфднее выражеше означало бы слфдующее требоване: къ @ придать про- 
изведеще куба © нас и изъ полученной суммы вычесть @. 

и Скобокъ не ставятъ всяк разъ, когда и безъь нихъ обозначене дЪйствй 
ие представляеть недоразумфнй, или когда для обозначеня дфйствй вводится 
особый знаку, Ий необходимость скобокъ. Напр., если бы требовалось, 
зыражене а (а—6)с раздфлить на т* — я*, то, обозначал длеше знаком 
двоеточ!я, необходимо и дфлимое и дФлитель заключить въ скобки, написавъ: 

[@*-- (а—5)  : (т? — п”). 

Но если висто двоеточя знакомъ дфлешя взять черту, проведя ее подъ 
вофмь дЪлимымь, то она устранить необходимость заключешя дфлимаго и дфли- 
теля въ скобки; частное изобразится въ такомъ случаф въ видё 

@--@—5е вех 

Точно также для обозначешя, что изъ выражешя @-|-В — с надо извлечь 
кубичный корень, слфдуетъ данное выражеше заключить въ скобки, написавши: 

3 
| Уа--5—о). 

Но если протянемт горизонтальную черту радикала надъ всфиъ данныхь вы- 
ражешемъ, то послдняя устранить необходимость завлюченя выражена а--В —с 
въ скобки; дйстве изобразится слфд. обр.: 

Ув 
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Употреблеше скобокъ въ первый разъ встрёчается въ сочинени Альберта 
а «шувшёон поуеШе аз Гавеьге еЮ.›, изданномь въ Амстердам въ 
1629 г. 

4. Классифинащя алгебраическихь формулъ, — Аллебраическимь выраже- 
зем» или формулою называють совокупность буквъ, чисель и знаковъ, ука- 
зывающую рядъ дфаствй надъ числами, которыя подразумфваются: подъ данными 

буквами. Такимъ образомъ: 

аа. — 46-3. в ИО 
/э и — 3 
5 Уз Го 

суть алгебраичесыя выражешя или формулы. 
Всякое влгебраическое выражено, не содержащее корней изъ буквенныхь вы- 

раженй, называется ращёональнымь; оно называется иррацональнымь, если 
содержитъ буквенные радикалы. Первыя два изъ вышеприведенныхь выражений 
‘ращюнальны, третье — иррацюнальное. Нужно замфтить, что выражене можеть 
быть ращонально относительно нФкоторыхь буквъ, и ирращонально относительно 
другихь буквъ. Такъ, выражеше а2*-|-2 УЪ ращонально по отношеню къ @ 
и 2, но ирращонально относительно 6. 

'Ращональныя выраженя раздфляютея на цълыя и дробныя; ифлымъ на- 
зывають ращюнальное выражене, не содержащее буквенныхь дфлителей; дроб- 
ным, — выражение, содержащее буквенныхь дфлителей. Такъ, выраженя 

да --Там, Зам, 19—68 ы 

хуть алгебранческя цфлыя, хотя второе и третье и содержать числовыхь дфли- 
телей; выражешя же 

а--ь 84? — 406 -|- 3 
а-—и @—в — 

ем дробныя, такъ какъ имфють буквенныхь дфлителей. 
ночленомь называють такое выражеше, въ которожь послфднее А 

есть ‘умножеше, двлеше, возвышене въ степень или извлечене Борня, но не 

сложене и не вычитане. Такъ выраженя 

Табе, царь @-® +9, @-,19, УЯЕИ 
‹уть одночлены. 

Мноочленомь наз. выражение, состоящее изъ Ъеколькихь одночленовъ, 

<оединенныхъ знаками - или —. 

Такъ, выражешя ГЕ: 
аз — За - за —ы, ея Е 

суть многочлены. 
Одночлены, составляюще многочлен, называются его членами. Знакъ, пред- 

зествующий одночлену, считается составною частью члена; такъ, члены перваго 
жзогочлена суть 

а, — 3%, За, =. . 



орет ту знака, то нужно подразум®- 
вать -|-- . 

Многочленъ, состоящ изъ двухь членовъ, напр. а*—?, наз. биномомь 
или двучленомь; состоящйй изъ трехъ чденовъ, какъ а? — 246 —|- 5* — трино- 
момь или трехчленомь; если же число членовъ больше, то многочлену не да- 

ть особаго вазвашя. 
Изиф рен: е. — Число буквенныхъ множителей цфлаго одночлена называется 

его измюренемь; тажъ, одночаень 4а36%с будеть шести измпрешй, потому 
что, представивъ ето въ видф 4ааабфе, видимъ, что онъ содержить шесть 
буквенныть множителей. Сложивъ показателей, получимь 3--2--1 или 6; сл. 
для опредфлешя изифрешя ифлаго одночлена нужно взять сумиу показателей его 
буквъ. 

Цфлый иногочленъ, состоящ изъ членовъ одннаковаго изибрешя, называет- 
ся однороднымь; изифреше каждаго члена такого многочлена называется также 
изифрешежь самого мвогочдена. Напр., выражене а* — За*% -| 345% — 65° всть 
однородный иногочлень третьяго изифремя или трегь изифренй. Многочленъ, 
которого члены веодинаковаго изифрены, наз. разнороднымь; напр. многочлень 
а — 3а*-- а5?-|-с — развородный. 

Стененью многочлена относительно одной какой-либо буквы называется 
выспый показатель этой буквы въ хногочлен. Такъ 

Зах? — Зал? -|- Таз -|- а 

есть многочленъ третьей степени относительно буквы т. 

5. Числовое значене формулы. — Числовымь значешемь формулы назы- 
вается то число, которое получится, если буквы замфнимь числами и выполнить, 
указанныя знаками дЪйствйя. 

Такъ, если требуется вычислить числовое значеше выраженя 

при а=4, $—Зис==1, то, подставивъ вфбсто буквъ данныя числа, най- 

дем 

2х УЗ 2х 16-- 16-9 32-55 __ 3245 37 121 
ХТ Е И: Зы, об 

т В 
125 и есть числовое значеше данной формулы. 

ГЛАВА ЦП. 

Положительныя и отрицательныя количества. 

6. Изображеше ‘количествь буквами вифсто цифръ не составляеть еще су-_ 
щественнаго отлизЁя алгебры оть ариеметики: и ариометика, при доказательствв _ 
теоремъ и при рёшени задач, также пользуется для изображеня чиеелъ бук- _ 
вами, хотя въ ней употреблеве буквъ и не такъ систематично какъ въ алгеб- 
рь. Существенная разница между этими науками состоитъ въ томъ, что въ раз- 
смотре величинъ алгебра вводить мдею о направленёи, совершенно чуждую 
ариеметик%. я 
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Все, что можеть увеличиваться или уменьшаться и быть измбряемо, назы- 
ваотся математическою величиною. Такъ — вфсъ, объемъ, время, темпера- 
тура, скорость, сила и т. п. суть величины. 

"Измтрить величину значить сравнить ее съ другою однородною съ нею 
величиною, называемою при этомъ единицею. мтъры; точнфе говоря, это зна- 
чить < найти кратное отношеше измёряемой величины къ единицё мфры. Такъ, 
изифряя вфсъ тёла, мы узнаемь, сколько разь въ немъ содержится единица, 
вфеа (пудъ, фувть и т. п.), или какая-нибудь доля ея. Поэтому результатомь 
изибвреня всегда является число отвлеченное. Цфлое ‘или дробное отвлеченное 
число, измфряжищее ханную величину, называется @бсолютнымь числомь; вуфот 
съ пазваемь едакищы мфры оно даеть намъ точное поняте о разсматриваемой 
величин, если для опредфлешя величины достаточно знать только ея разм ры. 

Величины, съ которыми имфетъ дфло ариометика, вполн® опредфляются, 
какъ скоро изафство ихъ отношене къ 1-цф мфры и самая эта единица; тако- 
вы — площадь, объежь, вфсъ, капиталь и т. п. Ихъ называють абсолютными 
величинами (522 ). Е 

Но есть таза величины. для полнаго опредфлешя которыхъ недостаточно 
знать, каков» втъ отвошеше къ единиц: мфры и какова самая эта единица. 
Так, если я скажу, что находясь сначала у двери, я отошель оть нея на 
4 аршина, те этвжь возое мое положеше относительно двери еще не будеть 
виолнф опрехфлеве: я ложь еще уразать — 45 какую сторону относительно 
двери я удалился: веввель хи къ такую-то комнату, или вышель изъ нея. Еще 
прижбрь. Если жы скажежь. что часы изифнили свой ходъ въ течении сутокъ 
на 2 минуты, то этижь ны ве даень влолиф ясизго понятя о величинв изиф- 
Неня; въ самомь дд, жы доджиы указать еще направление измфненя, т.-6. 

сказать, ускорили или замедлили часы свой ходъ на 2 минуты. Трей прихфръ. 
Юсди мы скажемь, что температура воздуха изифнилась на 10 градусов, то 
этимъ мы не опредфлихь еще вполнф это измфненше; для полнаго опредфлешя 
измвненя техпературы надо указать — повысилась она на 10 градусовъ или по- 
низилась, т.-е. опять надо указать найравленйе измфнешя. 

величинъ, существующихь въ природф, имфють два противоно- 
ложныя направленя, и потому называются противоположными величинами; 
таковы — время, которое можно считать въ направлени будущаго и прошед- 
шаго относительно даннаго момента; яространство, проходимое прямолинейно. 
движущимея тфломъ; ускорене и замедлене движеня; температура, потому 
что она можеть быть выше нуля и ниже нуля; прибыль и убытокь, ибо они 
измфняють калиталь въ двух противоположныхь направлешяхь; суммы #осту- 
пающия въ кассу банкира и суммы выдаваемыя кассою; наконещь мени, на- 
носижыя из неограниченной прямой отъ нфкоторой постоянной точки, называемой. 
началожъ. 

Такого рода величины, взятыя въ одном направлонйи, называются иоложи- 
‘тельными, а въ противоположномь — отрицательными. Отъ насъ зависитъ, 
вЪ какохъ ваправлени считать противоположныя величины положительными и 
вЪ какохъ — отрицательными; если условимся считать положительными: 1) раз- 
стояше вираво оть начала, 2) время будущее, 3) ускореше, 4) прибыль, 5) ка- 
питаль, 6) температуру высшую нуля, то противоположныя этимъ величины, 
т.е. разстояше влфво отъ начала, время прошедшее, замедление, убыток, долгъ,. 
температуру ниже нуля, нужно принимать отрицательными. 

7. буществують два способа изображешя противоположныхь величинъ—4- 
фическй и амебраическай. 



Е 

1. Условимся каждую единицу разсматриваемой величины изображать пря- 
^` мой лишей опредфленной длины, наприм. лишей аб (черт. 1); отложивъ линию 
26 на неограниченной прямой столько разъ, сколько въ разсматриваелой вели- 

ий 

Черт. 1. 

чинВ находится единиць, мы и получимьъ графическое изображеше абсолютнаго 
значения этой величины. 

Для изображешя противоположныхь величинъ, какого бы рода овф ни были, 
условимся представлять ихъ прямыми, наносимыми из веограниченной прямой 
{пазываемой осью) 22”, начиная отъ нфкоторой точки 0 (ее называють нача- 
40м); при чехъ положительныя величины будемь ваносать иъ направлены отъ 
4’ къ 2; а отрицательныя въ направлени оть 2 къ 2’, 1.2. въ противопо- 
ложную сторону (черт. 2). 

=—————_—_——————————— 

Черт. 

Итакъ, абеолютныя значешя противоположныхь величинь можно предста- 
влять длинами извфстныхь лиНй, а направлешя — иоложенемь этихъ линй 
относительно начала. 

При такомь представлен противоположныхь величинъ каждая изъ нихь 
иуфеть опредфленное начало и конец». Отрфзки прямой, конечныя точки ко- 
торыхь играютъ различную роль, одна — начала, другая — конца, называются 
векторами. 

Прилиьчане. Графическииь представлешежь противоположныхь величин 
пользуются при доказательствахь тамъ, гд® чисто алгебраичесые методы трудно 
примфнимы. Къ пренмуществамь графическихь методов принадлежить ихь на- 
глядность, позволяющая легко усволть истины весьха отвлеченнаго характера. 
Ниже мы воспользуенся этижь методомь при доказательств теоремь, относя- 
щихея къ свойствамь суммы. 

2. Для изображеня противоположныхь величинъ, очевидно, можно посту- 
пать еще такъ. Взявъ ариометическое число, выражающее абсолютное значене 
взятой величины, можно снабдить это число какимъ-либо условнымь значком, 
который служилъ бы указашемь направленя величины. На первый взглядь ка- 
жется, что такой значокъ можно бы было выбрать произвольно; для указания 
‘температуръ, наприм., можно бы было, обозначивь число традусовъ цифрою, 
ставить в0зл этой цифры букву в для обозначеня традусовъ выше нуля, и 
букву Н для обозначеня традусовъ ниже пуля. Такимъ образомъ, Э обозначало 
бы 8 градусовь выше нуля, а 5, обозначало бы 5 градусов низе нуля. Можно 
бы было условиться обозначать градусы выше нуля знакомъ удареня, градусы 
ниже нуля—двуми такими значками; при такомь услови вышеуказанныя темие- 
ратуры были бы выражены знаками: 8’и 5”. Однако, болфе тлубокое изучеше 
вопроса привело къ заключению, что изъ вефхъ различительныхь знаковъ, ко- 
‘торыми можно пользоваться для обозначешя направлешя противоположныхь ве- 
личинъ, всего лучше служать этой ифли, и даже почти необходимы, знаки -- 
и —, которыми въ ариометик® указывается сложешен вычитане, при чемь по- 
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ложительныя величины обозначають знакомъ -|-, а отрицательныя—знакомь —. 
Такижь образомъ, вифсто того чтобы писать „8 градусовь выше нуля“ или 
«В» пишуть < 8 град.» и произносять «илюсь 8 зрадусов». Вуфето вы- 
ражешя «5 градусовь ниже нуля» или «б»» пишуть «— 5 тр.», произнося 
«минус» 5 зрадусовь». Точно также, вмЪфсто того чтобы писать «5 футовъ 
вправо» пишуть <-|-- 5 фут.», произнося «плюс» 5 ф.»; вифсто выраженшя 
«семь лфть тому назадь», пишутъ «— 7 лёть», товоря: «минус» 7 лъто», 
ити. 

Въ отвфть на вопросъ: почему для обозначеня направлешя величинъ взяты 
знаки: —— и —, т.-6. знаки дЪйстый сложешя и вычитаня, замфтимь пока, 
слфдующее. Положительныя величины одного рода слфдуеть разсматривать ках 
слагаемых между собою; дЪйствительно, иифя какую-нибудь прибыль, мы всякую 
новую прибыль будемъ прикладывать къ прежней, такъ какъ она служить къ 
увеличеню уже имфющейся прибыли; если точка, находящаяся на прямой, пере- 
фщена вправо, то всякое новое перемфщеше вправо будеть прикладываться къ 
прежнежу и т. д. Потому-то положительныя величины, какъ слагаенщя между 
60бою, и сопровождаются знакомь плюсъ. Отрицательныя величины одного рода, 
0 отношению къ положительнымь, слфдуеть разсматривать какъ вычитаемыя. 
Дфаствительно, имя капнталь, мы всяк долгь будемь изъ него вычитать, 
так какъ долгь служить къ уменьшению капитала. Всяй проигрышгь, служа 
къ уменьшению капитала, должно разсматривать какъ вычитаемое, Всякое пере- 
щен точки влфво, служа къ уменьшению сущебтвующаго перем ищения вправо, 
есть вычитамое и т. д. Потому-то отрицательныя величины, какъ вычитаемыя 
по отношеню къ положительнымь, и сопровождають знакомь минусъ. Нулю 
также иногда приписывають тотъ или другой знакъ, когда въ изслфдовани за- 
дачи нужно, чтобы оставался какой-нибудь слВдъ, показывающий происхождеше 
этого нуля. Наприм., когда температура низшая нуля увеличивается, дЪлаясь 
наконець нулемъ, то, очевидно, нужно ее обозначить знакожь (— 0). Тригоно- 
метр я представляеть множество примёровъ этого рода. 

8. Мы обобщили понят объ ариометическомь количеств, введя въ это по- 
няте новый элементь—направлене, при чемь самое обобщене вывели изъ раз- 
сматриваня величинъ. Но къ тому же обобщению можно придти еще другим 
путемь— изъ разсмотрёня дфйствИ надъ числами. 

Пусть изъ нЪфкотораго числа @ требуется вычесть ©: разность выразится 
формулою а — 6. Здфсь слдуетъ разсмотрть три случая: 

1) Когда а больше 6, то-есть уменьнаемое больше вычитаемаго, то вычи- 
тане такое всегда возможно. Такъ, если «—10 и 6—4, то численная вели- 
чина разности @ — 6 равна 6. 

2) Если а=5, т-е. вычитаемое равно уменьшаемому, то вычиташе снова 
возможно, потому что оть @ всегда можно отнять столько единищь, сколько 
ихЪ въ немъ находится; но остатокъ вычиташя уже не представляеть никакого, 
числа: онъ есть нуль, выражающий отсутствие всякой величины. Однако, уже и 
въ арнометик® принято и нуль называть числомъ. 

3) Когда а< В, т.-е. вычитаемое больше уменытаемаго, то вычиташе ме 
всефа возможно; разсмотримъ, когда оно возможно и когда ить. 

Разсмотримъ сначала величину ариеметическую, т.-6, такую, для которой не 
существуетъ противоположной. Различныя состояшя такой величины можно пред- 
ставлять графически разстоянями точекъ прямой, неограниченно простирающейся 
золько вв одну сторону отъ своей начальной точки, наприм., отъ точки © 

зараво (по направлению 02). 
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Вычитане $ изъ @ выразится графически ванесещежь лини @ вправо отъ 
точки О — въ направлеши возрастающихь разстоянй, а вычитаемой лин @ оть 
конца М лини ОМ==@ въ направлени, противоположномь, направлению возра- 
стающихь разстоянйй, т.-е. влЪво оть М (черт. 3). Самое построеше показы- 

Черт. 3. 

ваеть, что вычитаню возможно до тхъ поръ, пока © — или < а. Если же № 
больше @, то построеше укажеть невозможность дъйствая, потожу что ко- 
ие Мл М ть оо то случа Ню ть точки 0, та такъ ска- 
зать, въ, пустоту, ибо лишя 0х, простираясь только вараво отъ 0, нфеть 
точекъ влфво отъ 0. 

Пусть а=5, 6=7; тогда 

а—6=5— 1; 

разность 5 —7 можно выразить однимь числомъ; въ самомъ дфалф, вычесть 
.Т изь 5 все равно что сперва вычесть 5, а затБиъ 2, слЪд. 

5—1=5—5—9; 

но 5—5 =0, слёд. 5 —7=0—2; опуская 0, получимь въ остаткв — 2. 
Разность выражается отрицательныхь числомъ — 2; но это отрицательное число 
вь данномь случав ничего не представляеть, ве ихфеть никакого реальнаго 
‘значеня, 

Но если разематриваемая прямая простирается не только вправо, но и вл во 
ть точки 0, представляя такимъ образомъ величины, ичфющия два противопо- 
ложныя направлешя, то дЪйстве вычитавя большаго числа изъ меньшаго, быв- 
шее въ первомъ ‘случав невозможнымъ, теперь становится возможнымъ, ибо ли- 

а 

0-2 

` Черт. 4. 

ны 2’ имфеть точки влёво оть 0, и разноть а—6==—2 имфеть `совер- 
шенно реальное значеше, представляя линйю ОХ, лежащую влфво отъ начала 0. 

Итакъ, при вычитави большаго числа изъ меньшаго получается отрица- 
. тельное число; оно не имфетъ никакого резльнаго значешя въ случаз а6с0- 
лютныхь величинъ и, напротивъ, иметь совершенно реальное значеше въ слу- 
ча величинъ противоположныхъ. 

Самое правило вычиташя большаго числа изъ меньшаго легко видфть изъ 
приведеннаго примфра ов : 

5—1=— 2. 
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^ именно: нужно изъ большаго числа вычесть меньшее и передъ остаткомь поста- 

вить знакъ (—). 
Въ противоположность отрицательнымь числамъ, числа, получавныя при 

всегда возможнохь вычитани меньшаго числа изъ большаго, называются поло- 
жительными и обозначаются знакомь -|-. 

Такъ, если @а=5, с=3; 10 

ар—в=5—3=--2. 

Легко видфть на чертежу, что значене положительнаго числа противоположно 
значению отрапательнаго: въ то время какъ отрицательное число @ — == — 2 
означаеть лишю ©0\, лежащую влтво оть точки 0, положительное число 
а—с—--2, выражаеть линшо ОР, лежащую вийраво отъ начала (черт. 4). 

9. Алгебраичесное ноличество.— Количество, состоящее изъ двухъ элементовъ: 
1) изъ численной величины, которая можеть быть цфлая или дробная, и 
2) знака (-—) или (—), указывающаго направлеше величины, и называется 
собственао альебраическимь количествомь. Такъ 

2 5, —6, 3, 59, {а =а м 5 
суть количества алгебранческя. 

въ количеств отбросить знакъ, то получится ариеметическое число, 

которое вазывается абсолютнымь или числовым» значещемь, также — моду- 
Ц 

лем» количества. Такъ, количества -|- Зи —-, имфютъ абсолютными значе- 

= 

Шажи или модулями числа 8 и т 

Дая обозначешйя абсолютна значешя или модуля числа ставять это 
число между двумя вертикальными чертами, Такт, | @ | означаеть абсолютное 
значене или модуль алгебраическаго числа а. Такниъ же образомь: 

5 =5; |-3|=3, 

Иногда ставять число въ квадратныя скобки; такъ [4] означаеть модуль 
числа а. 

10. Выгоды, происходящя отъ. введешя отрицательныхъ количествъ.— 
Введеше отрицательныхь количествь въ алгебру нифеть чрезвычайно большое 
значеше, тавъ какъ оно даеть математическимь выводажь ту общность, кото- 
рая безъ отрицательныхь величинъ была бы недостижима. Пояснимь это при- 
мфрахи. 

ПРимзРъ 1. Куплень товарь за а руб., а продань за Ь руб. Кано 
‘излиьнене произошло оть этою оборота, вь капиталь? 

Для опредфленя измфнешя капитала вычтемь изъ ® руб. @ руб., И 

ь—а. 

Здфсь могут быть Три случая. 
1) Если 6 > а, то разность $ —@ будеть положительная и выразить 

с0б0ю прибыль, полученную при продажь товара, потому что цфна (5), за ко- 
торую проданъ товаръ, больше цфны (@), за которую онъ купленъ. 

2) Если = а, то разность 6 — а`равна О и означаеть, что при продаж 
не получено ни прибыли, ни убытка, что очевидно. 

3) Вели < а, то разность 6 — а будеть отрицательная и выразить 
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‘Убытокь, полученный при продажф товара, потому что цфна (5), которую ку- 
пець беретъ, продавая товаръ, меньше цфны (@), которую онъ самь заплатиль 
за товаръ. 

Итакъ, всф частные случан, которые могуть вотрётиться при рёшенйи дан- 
ной задачи, можно соединить въ одной формул: 6—@, которая и выражает 
собою изифнеше капитала во вофуъ случаяхъ, при чемъ положительный резуль- 
татъ означаеть прибыль, а отрицательный — убытокъ. Правда, мы могли бы избф-- 
жаль полученя отрицательныхь выводовъ, еслибы при 8 < @ стали дфлать вы- 
числене по формула — 6; но’ такое дроблеше задачи и формулы на нЁсколько. 
отдфльныхь задачь и формуль соотвЪтственио частнымь зваченямъ букнъ не 
соотвфтствовало бы духу алгебры, стремящейся обобщать какъ самые вопросы, 
такъ и ихъ рфшешя. 

ПримзРЪ П. Нюкоторое событие случилось спустя Ё атть погль 
Р. Х., а друше событие п 10дами раньше. Когда имо мтсто торе 
событие? 

Время второго событ найдем, вычтя и изъ (; слёл. ово выразится фор? ^ 
мулою 

{—»м. 

Здесь опать возножны три случая: 
1) Если > м, разность #—” положительная; напр., если первое собъие 

ихфло ифсто спустя 600 лфтъ посл Р. Х., а второе 400 годами раньше, то’ 
подставивъ въ формулу #— п вибсто # число 600 и 400 вибсто 2, найдемь 

#—п= 600—400 —-- 200. 

Очевидно, этоть положительный результать означаеть, что второе собые имло. 
мфето черезь 200 лфть носли Р. Х. 5 

2) Если =, то разность {—я®==0. Нудевое рёшене, очевидно, ива 
чаеть, что второе “событие совершилось въ самое Р. Х. 

3) Если, наконець, (< я, то разность {—® будетъь отрицательная. к 
положимъ, что’ первое событе совершилось спустя 600 дфтъ посл Р. Х. а 
второе за 800 лёть до перваго, то подставляя въ формулу #— ® эти числа, 
найдемъ 

{—п— 600 — 300— — 200 л. 

Ясно, что отрицательный результать означает, что второе событ!е соверщилось, 
за 200 л. 00 РЁ Х. 

Итакъ, замфтивь, что положительный результать означаеть время посл 
Р. Х., а отрицательный — время до Р. Х., мы въ формул —® ныфемь рё- 
шене всбхъ частныхь случаевъ данной задачи. И здЪсь мы могли бы избфжать 
отрицательнаго ‘вывода, если бы вторую задачу рфшили по иной формул: ® — & 
но такое дроблеше задачи и формулы не соотвЪтствовало бы духу общиостй, 
составляющей отличительный характеръ алгебры. х 

Итакъ, введеше отрицательныхь количествь даеть возможность какъ самые 
вопросы давать въ совершенно общей форм, такъ и ршешя вефхь частныхь 
случаевъ выводить ‘изъ одной общей формулы. 

11. Свойства положительныхь и отрицательныхъ ноличествъ. — Роли 
имфемъ ифсколько примфровъ вычитавя, въ которыхъ уменьшаемыя равны, то 
остатки будуть т®мъ меньше, чёиъ больше вычитаемыя. Такъ, вычитая изъ 5 
послфдовательно 1, 2, 3,..., получимъ остатки 
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величина которыхь становится все меньше и меньше. Сравнивая между с0бою 
остатки, валодимь такнмъ образомъ, что 

аз >-2>-1>0>—1>—2>-—3З ит.д. 

Отсюда слфдуетъ, что: 
1) Всякое положительное количество больше нуля; 
2) Изъ двухъ положительныхь чисель то больше, у котораго модуль 

3) Велкое отрицательное количество меньше нуля; 
4) 0 составляеть границу, отдфляющую положительныя количества отЪ отри- 

цательныть; 
5) Изь двухь отрицательныхь количествь то больше, котораго абсолютное 

меньше 
Въ пояснеше выводовъ — третьяго и пятаго приведемь слёдующе при- 

мфры. Пусть изъ двухь лиць, А и В, первое ничего не имфеть (ни имущества, 
ни а а второе, не имфя никакого имущества, иметь долгь въ 50 руб. 
Долгь и имущество величины противоположны, при чемь, согласно съ выше- 
приведенныхь усломемь, долгь есть величина отрицётельная, в имущество — 
положительная. Такимъ образомъ, состояше А равно 0, состояше В равно 
— 50 р. Лицо, имбющее только долгь, иметь менфе лица, ничего не им ющаго, 
поэтому мы въ прав сказать, что отрицательное имущество В (— 50 р.) меньше 
нулеваго имущества А: отрицательное количество менуще пуля. Положим 
теперь, что А и В не имфють никакого имущества, но А имфеть долгу 30 р., 
а В— 80 р.; состояше перваго выразится отрицательнымь числомь — 30 р., 
второго— отриц, числомь — 80 р. Очевидно, что лицо, имфющее долгу 30 р., 
богаче лица, долгь котораго равень 80 р., слёд. —30 р. > — 80 р.: 35 
двухь отрицательныхь количеств то больше, которало численное зна- 
мене меньше. _ . 

ГЛАВА Ш. 

Цфаль алгебраическихь дёИствйЙ. —Законъ Ганкеля.—Свойства суммы и разности.— 
Свойства полинома.— Сложеше и вычитае. 

12. — Цфль ариометическихь дЪйствй состоить въ нахождени окончатель- 
ваго результата. Иное дфло въ алгебр. Количества, выраженныя буквами, не 
жуть сливаться, поэтому никакое алгебраическое дЪйстые не можеть быть до- 
звелето ло конца. Такимъ образомъ, алгебраическйя дЪйстыя имфютЪ цфлью: ука- 
Зала» знаками производимыя дъйствая и преобразовать полученный ре- 
Зульатекио, съ тльмь, чтобы сдълать выражене еф болье короткимь 

2 
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или болте ясным». Въ самомъ ДЬЛЬ, очевидно, что далфе идти нельзя. При 
этомъ, такъ какъ алгебраическое количество состоить изъ двухъ оэлементовь—а6со- 
лютной величины и знака, то и правило каждаго алгебраическаго дЪйствя должно. 
состоять изъ двухъ частей: правила абсолютныхь величинъ и правила знаковъ. 

13. — Приступая къ какому-либо дЪйствию, надо прежде всего опредвлить 
смыслъ его. При этомъ, уже въ арнометик® мы видфли, что обобщеше понямя 
о числ ведеть къ обобщению опредълешй самыхъ хёйствй, въ тфхЪ видахъ, 
чтобы избфжать накопленя частныхь случаевъ и всф эти случаи соединить въ 
одно общее выражене. Такъ, опредфлеше дЪйствя ужножезя расширяется при 
переходь отъ пфлыхь чисель къ дробнымъ. При этихь посл®довательныхь 060б- 
щеняхь могуть иногда утратиться т или друйя свойства хфйствйй. Такъ, мы 
увидимь далфе, что извлечене корня, — дЪёстые, въ аржежетическомь смыслВ 
дающее одинъ’ результатъ, въ алгебраическохь смысл приводить къ ифсколькимь, 
различнымь результатамь; въ данном случа. слёдовательво, обобщенное дЪй- 
стве теряетъ свойство давать одмнз результатъ. 

Но если, въ видахъ обобщешя, и можно откинуть то или другое свойство 
операщи, необходимо условиться не прибавлять никакить вовыхъ свойствъ къ 
тфмъ, которыя имфли мфето для дфйствй надъ количествами менфе общими, и 
это въ тёхь видахъ, чтобы всякое правило, установленное для обобщеннаго 
дЪаствя, было приложимо и къ менфе общему случаю, содержа въ себЪ, какъ 
частный случай, правило, найденное ранфе для дВйстыя, разсматриваемаго въ 
боле узкомь смыслЪ, совершенно такъ же, какъ менфе общй видъ количествь 
содержится какъ частный случай въ количествахь обобщенных. 

Это начало, которое слфдуетъ соблюдать при обобщеши опредфленй коли- 
чествь и дЬйстый надъ ними, названо Ганколемь началомь постоянства 
правиль вычисленя. Въ силу этого начала всякое правило, относящееся къ 
количествамь обобщениымь, должно прилагаться и къ количествамь низшаго по- 
рядка, такъ какъ обобщене не вводить новыхъ свойствъ, а стало быть и не 

> даеть мфста такимъ правилажъ, которыя не вытекали бы уже изъ свойствъ ра- 
но принятыхъ. 

14. — Установлеше правилъ вычислешя зависить единственно отъ свойств 
дЫйствЙ; отсюда необходимость предварительнаго изучешя этихъ свойствъ. Озна- 
комнися прежде ‘всего съ фундаментальныхи свойствами суммы и разности. 

При вывод® этихъ свойствъ мы будемь означать противоположныя величины — 
каждую одною буквою; такимъ образомь подъ буквами: а, 6, с, @, ... буденъ 
представлять противоположных величины, т.-6. абсолютныя значешя съ сопро- 
вождающими ихь знаками. 

Свойства суммы. 

15. Поняте о сложенйи есть основное, а потому и не поддается никакииъ, 
опредфленямъ. 

Мы видфли, что каковы бы ни были противоположныя величины (скорости, 
_врежена, температуры), ихъ всегда можно представлять прамыми лишями, нано- 
свмыми на неограниченной прямой въ томъ или другомъ направлении. Поэтому, 
если мы желаожь сложить несколько величинъ, то должны помфетить ихъ одну 
за другой, каждую въ направление, опредфляемомь ея знакомъ, т.-е. начало 
второй помфстить въ коицф первой, нанося ев въ направлены, указываеломь ея 
знакомь, и т. д. Суммою будеть разстояше отъ начала первой до конца, посл®д- 
ней, Это твометрическое представлеке сложешя полезно какъ облегчающее сред- 
ство при доказательств нфкоторыхь изъ нижеслфдующихь теоремъ. 
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Мориа: 1. — Придать къ данному количеству посдпдовательно | 
эваехолько другиль—все равно, что придать иль сумму; т.-е. › 

ао -е=а-+- 6+9. 
Этою теоремою выражается такъ называемый закон» сочетательный въ 

‘вложении. 
Доклзательство.— Пусть, напр., а = |-а, 6 —= — 8, е=-|-^, два, 

3 = ` суть абсолютныя величины. На лини 2’2 отъ точки О вправо нанесень 
сизлала а: придемъ въ нфкоторую точку М. Затёмъ наносимь — В, сообразно съ, 
зезкомъ этого количества, влфво отъ точки М: придежь въ точку №. Наконець, 

0 

Черт. 5. 

ть точки № вправо навосииь отрфзокъ ): приходимь въ точку Р. Сумма а-- 
--Ъ-Ес выразится лишей ОР отъ начала перваго слагаехаго до конца третьяго. 

Но 6--с составляет въ то же врея сумму МР, ибо М есть начало слагае- 
жаго $, а Р— конець слагаемаго с; сл. представляя линйю ОР суммою ОМ | МР, 
и заибчая, что ОМ—а, а МРЬ--с, имфемъ: 

ОР=а-- 6+0)... (1). 
А раныше мы нашли, что 

ОР=а-- с... (2). 

Изъ (1) и (2) заключаемь, что 

а -е=а-+- 6+9, 
такъ какъ оба эти выражешя представляють одну и ту же линшю ОР. 

ТЕорвил П.— Сумма ме измюнится оть перемъны порядка слаае- 
жзеть. э- а 

Этою теоремою выражается законь перемъстительный в5 сложенйи. 
Доклзлтельство, — 1. Докажемь эту теорему сначала для двухъ сла- 

тзежыхть, т.-е. что 
а-- 6—6 а. 

Доказательство это, въ свою очередь, распадается на нфеколько случаевъ, 
<отря по знакамь количествъ а и 6. 

6 6 

Черт. 6. 

1) Пусть а и Б — положительныя количества. Наносииь а по лиши 0х, 
оть точки 0: придежь въ точку М. Затфиъ, оть точкй М въ томъ же 

2* 
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направлени наносимъ 5, и такимь образом приходнуъ въ точку Р. Сумма равна 
лини ОР отъ начала перваго слагаемаго до конца второго: 

а--6= ор... (1). 

Если теперь на линш ОР отложимь часть 09 =, то остальная ея часть 
ЧР будеть равна а; слбдов. линшю ОР можно разсматривать также какъ сумиу 
лини Фи а: 

Ъ-а=ор... (2). 

Изь (1) и (2) слёдуеть, что 

а =ь-ра. 

2) Составимь сулму а-- 6, полагая, что @ положительно и равно --а, а 
Ъ отрицательно и равно — 8; положимь сверхъ того, что а ы 

Нанесемь @ на лино 02; придемъ въ точку М; отъ точки М наносимъ ли-_ 
нию ©, сообразно съ ея знакомъ, влфво: придемъ въ точку Р. Сумма а-- В 
выразится линей ОР отъ начала перваго до конца второго слагаемаго: 

а--6=оР..... (3). 

Черт. .7. 

Нанесемь теперь 6, сообразно съ знакомъ этой лиши, влфво отЪ 0: придем 
въ точку @; очевидно, что лишя ФР==ОМ (ибо каждая состоить изъ 6, сло- 
жениаго съ ОР); а потому, нанося а отъ точки @ вправо, придемь въ точку Р, 
и сумма 6-Ра выразится линей ОР отъ начала слагаемаго ® до конца а. 

о а=0Р..... (4). 

Изъ равенствъ (3) и (4) находижъ опять, что 

ао =6--а, 

ибо та и другая сумма выражаеть одну и ту же линю ОР. 
Пусть а<_В. Нанеся @ на линно 02 вправо отъ начала, придемь въ точ 

а 

8 
Чер". 8. 

ку М; оть точки М паносимъ ® въ направлени 02); такъ какъ В > а, то при- 
демъ въ нфкоторую точку Р, лежащую влфво отъ 0. Сумма @--6 выразится 
линей ОР, оть начала перваго до конца второго слагаемаго: 

Отложимь оть точки 0 влёво лишю 09=МР==Ь; очевидно, что ФР 
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равна ОМ или а. Слфд., лия ОР будеть выражать сумму лин: 
— Ви Р-р а, т.6. 

в а=ор..... (6). 

ть равенствъ (5) и (6) заключаемъ: 

а--ь=ь-а. 

3} Бели бы количества @ и В были оба отрицательны, то доказательство 
бы то же самое, что и въ случа 1-мъ, только обф лини пришлось бы 

влЪфво отъ начала. 
такъ, теорема доказана для двухь слагаемыхь. 
Ш. Докажемь теперь, что если имфомь сумму трехъ слагаемыхь, то можно 

порядокъ двухъ послфднихь. Въ самомъ дфлф, на основаши теоремы 

а-о-е=а-+ @-0; 
въ скобкахь порядокъ слагаемыхъ, отъ чего, по теоремв Ш для двухъ 
ъ, сумма ихъ не измфнится, находимъ 

а-о-еа- +5; 
замфняя, на основаши теоремы 1, выражене @-- (с-- 5) равнымь ему 

-е-- В, получаемь 
ао --е=а--е--5. 

11. Въ сумм, состоящей изъ сколькихь угодно слагаемыхь, можно изм нить 
вефалокъ двухъ послфднихь. Въ самомь дфлф, такую сумму можно разсматри- 
вать какЪ состоящую изъ трехъ слагаемыхь. 

ТУ. Во всякой сумив можно пережбнить мфста двух послфдовательныхь сла- 
„ тд бы они ни находились. 

Въ самомь дл, на основани пункта Ш имежь 

а-- 6-е а=а--6--а-- с; 

ирабавляя къ равнымь величинамь поровну (по е), получимь равныя, слёд. 

ао -е--а-е=а-ь-ра-е--е; 

чизовла такниь же образомъ, 

а-- 6-е а--е-+ Г=а--ь-- а--е-е- Г, ит. д. 

У. Можно измфнить какъ угодно мфста слагаемыхь въ суми. 
Въ самомъ дЪлЁ, перемфщая два послфдовательныхь члена одинъ на мфсто 

Прето, хожно всякое слагаемое помфстить на какомъ угодно мст®. 
ТторЕхл Ш. Ньсколько слалаемыть можно замтнить ихь суммою 

ОВврчиеливь ©), м наобороть—одно слалаемое можно замюнить нисколь- 
вкжы. коморыхь сумму оно представаяеть. 

Доказательство. 1. Помфстимь въ начал всё слагаемыя,. которыя мы 
Витек стимировать; вычислимь ихъ сумму, сообразно съ ихъ знаками; наконець, 

результать помфстимь тамъ, гдф хотимъ. Эти преобразованя, закон-. 
зоторыхъ выше доказана, доказываютъ первую часть теоремы. 

 Поифстияь на первомь мфстф слагаемое, которое желаемъ разложить; 
его на части, сумму которыхь оно составляетъ; наконець, разиф- 

иен: 
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стимъ какъ угодно эти части въ данной сумм. Веб эти преобразовашя, кото- 
`рыя по вышедоказанному всегда можно сдфлать, служать доказательствомь вто- 
ой части теоремы. 

Свойства разности. 

16. Опредфлеше вычитаня.— Вычитаме есть дъйстве обратное сло- - 
жению. Вычесть изъ первой величины вторую значить найти такую 
третью величину, которая будучи сложена со второю, давала бы пер- 
вую. Итакъ, вычиташе служить для рьшешя слфдующей задачи: «по данной 
суммф @ двухъ количеств и одному изъ нихь 6 найти другое», 

ДЬйстые вычитавя и результать его, называемый остаткомь, или разно- 
стую, обозначается слфдующихь образомъ: 

а— 5. 

Назвавъ остатокъ буквою 2, по опредфленю вычитавя имфемъ 

а=5--2. 

ТЕоРЕХА 1[.— Вычитане хакой улодно величины вседа можно замт- 
нить придаземь величины ей противоположной (т.-е. противоположнаго 
знака). 

Доклзлтельство. Замфтимъ сначала, что сумма двухъ количествь а иа*) 
одинаковой абсолютной величины, но противоположныхь знаковъ, равна нулю, 
т.е. 

а--а=0, 

Въ самомь дЬлЬ, пусть, наприм., а есть количество положительное н выра- 
кается отрёзкомь ОМ; придать а значить отъ точки М влфво отложить линю 
№0; придежь въ точку 0. Такииь образомъ сумма, т.-е. разстояе оть начала 
перваго до конца второго слагаемаго, равна 0. (См. черт. 3.) 

Состояше лица, нибющаго 5 р. капитала и 5 р. долга, очевидно, равно 
нулю, сл. 5 р.--(— 5 р.) =0; ит. п. 

Пусть теперь изъ @ нужно вычесть Ъ. Шо опредфленю вычитан!я, это зна 
чить: найти такое третье количество, которое, будучи сложено съ Ъ, давало бы @. 

° Такимъ свойствомъ обладаетъ количество а--6; въ самомъ дёлЪ: 

а-ь--Ь=а-- 6-Е 

по теорежь 1 свойствъ суммы. Но, въ силу только” что сдфланнаго замфчаня, 
количество въ скобкахь равно нулю; слёд. 

а—=@--Ь, 

что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА П.— Чтобы вычесть сумму, нужно вычесть посльдова- 

тельно всъ ея члены. 
ДоказаТЕЛЬСТво.— Въ самомъ дль, пусть нужно вычислить выражеше 

х—@ее--а) 

*) Въ этой теоремБ и вт, теорем ГУ мы обозначаемъ равныя, но противопо» 
ложных количества одинаковыми литерами разныхъ начертан. 



разность буквою 2, мы, по опредЪленйю вычитаня, нифемь равенство 

ха Ре-ь-е- а), 
изн, по теорем Т свойствъ суммы, 

№=2 

3 пережёнивь мфста слагаемыхь: 

ры-реа, 

Х=аа-рате-рь, 

или, по той же теорем: у 

У=а-- (8 а-е--5). 7 

Здфеь № есть сумма, 8-|- @-|-с--В—одно слагаемое, а— другое; по опредфле- 4 
нию вычитаня (по данной сумиф № и одному слагаемому, @, другое опредвляется у 
вычиташемь) имфемъ: м 

Х—а=а--а-ре-ь, 

Такимь же точно разсуждешежь изъ послдняго равенства находимъ послвдо- — й 
вательно: 

—а— ве @- а); } 
\—@—Ь—с—8--@; ж 
М а—6—с—а=8. 

Подставивъ вифсто 8 равную ему величину, находимъ 

\— (а-Но-е--а=У—а—6—с—а, 

что и требовалось доказать. 
Принцииь, выражаемый этою теоремой, служить, между прочимъ, основанемть 

теорм вычитая пфлыхь чисель: изъ уменьшаемаго послдовательно отнимают, ь 
вс части вычитаемаго, разсматривая его какъ сумму единиць, десятковъ, со- ‘ 
тенъ ит. д. 

ТЕОРЕМА П.— Чтобы придать разность, нужно придать умень- 
шаемое и изъ результата отнять вычитаемое, 

ДоклзлтЕльство.— Пусть будеть дана разность | 

а—6=8; 

по опредфленю вычиташя, имфемь 

а—ё--5. 

Придавая равныя къ равнымт, получимжь равныя величины (придан 8 -|- В озна-. 
чаежьъ скобками); сл. у 

М-На=у-| (2-5); 

отсюда, по теор. Г ев. сум., имфемь: 

Уа=у-а-нь, 

а по опредфленю вычитаня: 

а —в=м-2, ’ 
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или, заифнивъ 2 его величиною, получаемь 

Е У-а-—в=к--(а—5), 
что и требовалось доказать. 

ТЕОРЕМА ТУ. — Чтобы вычесть разность, нужно вычесть уменъ- 
шаемое и кь результату придать вычитаемое. 

ДоказлтЕлЬьСТво.— Изъ равенства 

а—6=д, 
нифемь 

а=8-5, 

Придавая къ обфимъ частями по №, имфежь: 

а =аь-ь= 2; 

вычитая равныя ‘изъ равныть, получихъ: 

Х— (@-15)= 

отсюда, по теор. П св. разн., ижфенъ 

Х—а—ь=\—8 

но вычесть В — то же самое, что придать 6; слФд. 

Х—а--6=№—2=№-— (@—5), 

что и требовалось доказать. 

Олъдствте. ее ‘или вычитая разность, вседа можемь из- 
мънить порядокь двуль производимыть дъйств1й. 

Доказлтельство. — Чтобы доказать теорему для случая придашя раз- 
ности, напишемъ равенство 

Хава ив, 

справедливое потому, что вЪ сумиф Х--а можно перемфнить порядокъ слагае- 
хыхъ. 

Вторую часть равенства, на основаши теоремы Ш св. разн., можно предста- 
вить въ вид: а-- (\—); слёд. 

{аа —5); 

перемфнивъ снова мфста слагаемыхь во второй части, получимь 

-а—6—=(\—О-а; 

опустивъ скобки, такъ какъ и безъ нихъ смысль дйстьЙ ясенъ, мфемъ 

Х-а-в=х—в-ра. 

я случая вычиташя разности, на основани случая придавя прямо имфемь: 

У амф а. 

ТЕОРЕМА \.— Разность не измънится, если кь уменьшаемому и 
вычитаемому придать или изъ нить вычесть одно и то же количество. 



ДовАЗАТЕЛЬСТВО. — ВЪ самомъ дфлЪ, изъ равенства 

а—6=8, 

Предавая къ равнымь поровну, получимь количества равныя, слёд. 

ат а-я, 

или по теоремф | св. суммы: 

а т=8- (6). 

Отсюда по опредфлению вычитания, 

(ат) —6-т)=8, 

или, заифнивъ 2 его величиною, нифелъ 

(ат) — 6+ т)=а—5. 

Совершенно аналогичнымь преехомъ докажемъ, что 

(а—т) — $ —т)=а— 6. 

Сльдствте. — Всякая разность ‘равна обращенной разности, взя- 
этой со знаком» минус». 

ДоклзАтТЕЛЬСТВО. — Имфя разность а —6, мы не изхбнимь ее, вычтя 
изъ обоихъ членовъ ея по а; поэтому 

а—в= (аа) —®—а); 
ЕЛИ 

а—в—=0— (6 —а); 

опустивъ ноль, получимъ окончательно 

а—в=—(—а). 

ТЕОРЕМА УТ. — Количество ме измюнится, если къ нему придать 
= затпьмь вычесть одну и ту же величину, Ч 

ДокАЗАТЕЛЬСТВО. — Въ самомъ дфлЪ, по теорем6 ИГо придаши раз- 
вости нуфемъ: 

Р--а-а=Р-|- (а—а)=Р--0=Р. 

Свойства полинома. 

17. Выражеше вида 
асе та-—е 

Тхазывающее рядъ сложен и вычитанй, называется золиномомь или мноючае- 
2=2мз. Члены, предшествуемые знаколъ--, называются положительными, а 
ре гшествуемые знакомъ —, отринательными. Если передъ первымъ членомъ, 
= заходится никакого знака, надо подразуифвать -|--. Члены полинома суть 
величества, которыя сами по себё могуть быть или положительныя, или отри- 



цательныя. Отдфльный членъ, называемый одночленомь или мономомь, всегда 
можно разсиатривать какъ двучленъ влн биномъ; въ самомъ дфлЪ: 

*’ а=а0=0Офа=ар— 0. 

18. Теорвхл. — Во всяком» полиномь можно како уюдно измънять 
порядокь членовь, сохраняя передь ними иль знаки; величина полинома 
оть этою не измптится. 

Доказательство. — 1. Сначала докажемь, что можно измфнить поря- 
докъ двухъ послднихь членовъ; т.-е., назвавь совокупность предшествующихь 
членовъ буквою Р, докажемь справедливость равенствъ: 

Р-ра--Ь=р-ь-ра,* 
ОЖ 
Ра Ра, 

Въ саможь дфлЪ, по теорем Ш свойствъ суямы, величина суммы не изм-, 
нится оть перемфны иЪфстъ слагаемыть; слфд. 1-е равенство доказано. ; 

Для доказательства второго припожнимъ, что ва основан теоремы П свойствъ 
разности нифемъ 

Р--а—6=Р— (а--5); 

измфнивЪ въ сумм @--6 мБота слагаемыхь, получим 

Рща—Ь=Р— (6 а); 

отсюда, основываясь опять на теор. П св. разн., вторую часть замфняемъ фор- 
хулою РЬЬ — а, посл чего окончательно находимъ, 

Р^а—в=Р—Ь—а. 

Наконець, на основаны слдствя теоремы Т\№ св. разн., прямо имфемь 

Р-ра—в-=р—Ь-ра, 
и третье равенство доказано. 

|. Докажемь теперь, что можно измфнить порядокъ двухь послёдователь- 
ныхь (рядомъ стоящихь) членовъ полинома. 

Въ самомъь даЪ, всяк два рядомь стояне члена суть послдые члены 
полинома, составленнаго изъ нихъ и имь предшествующихь членовь; а по | 
пункту нашей теоремы таке два члена могутъ быть переставлены одинъ на иф- 
сто другого. 

Ш. Можно измфнить какъ угодно порядокъ членовъ. Въ самомъь дфлф, пере- 
. оставляя два посльдовательные члена одинъ на ифото другого, можно какой. 
угодно членъ полинома перевести постепенно на какое угодно ифето. 

19. Приведеше подобныхъ членовъ полинома, — Два члена, состоящие изъ 
одинаковыхь буквъ и надъ одинаковыми буквами имфюпие одинаковыхь показа- 
телей, а коэффищенты и знаки которыхъ могутъ быть каые угодно, называются. 

и. Короче, подобными одночленами называются таке, у кото- 
рызь буквенная часть одинакова. Тзкъ, 3а253с и — Та?Ъ3е — подобны; также: 

4 (2 — у) и — те-— У)*23 — подобны между собою. 

Когда многочлень содержитъ подобные члены, его можно упростить, соеди- 
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подобные ре въ одинъ. Соединеше подобныхь членовъ въ одинъ назы- 
Я 

п ее я приведешя нужно разсмотрть слфдующе случаи. 
ныть членовь одинаковы. Пусть данъ двучленъ, состоящий: 

=ъ ем членовъ, напр., 3а%6 | 54%. Знакъ --, подразумфваемый 
зередъ членомь За?6, показываеть, что слфдуеть придать 3а726; -- передъ 
эторымь членомъ означаеть, что яридается 5436; но придать Зав, а затвиъ 
54" — все равно что сразу придать 8а9, слфдовательно 

Зазь —|- 54% = -- 815. 

Возьмемь двучлень — 463 — 5453. Знавъ (—) передь первымь членомь 
зоказываеть, что нужно отнять 4463; тоть же знакъ передъ вторымь членом 
означаеть, что нужно отнять 54°; но отнать 4463 н затфмъ 546? — все равно 
зто сразу отнять 945%; итакъ 

— 4аз — баб = — 9068. 

Отсюда правило: если знаки подобныхь членовь одинаковы, то для приве- 
денёл членов» вы одинь нужно буквенное выражешще оставить’ без» пере- 
мпны, коэффишенты сложить, а знакь поставить общий. 

2) Знаки приводимыхь членовь различны. Возьмемь выраженше, состоя- 
щее изъ двухъ подобныхь членов съ разными знаками, напр., 5а*6? — 3а*5?, 
Знакь (-|-), подразумфваемый передъ первымь членомъ, означаеть, что нужно 
придать 546%; (—) передъ вторымь членомъ показывает, что нужно вычесть 
3425, Продать 5 | аз, а затЪиъ вычесть 3 раза 4*6® — все равно что 
придать 2 раза 463; сл. 

54253 — За: — -|- 2а4. 

Вь выраженш: — 54353 -|- 2а%3 заакъ (—) передь первымь членомь ло- 
хазываеть, что нужно 5 разъ вычесть 463; (--) передъ вторымъ членомь по- 
казываеть, что нужно придать 2 раза 253; но это — все равно что отнять 3 
раза аз. Слфд. 

— баз? | 2а*5* — — Заз. 

Отсюда правило: Кова знаки яодобныхь членовь разные, то для соедине- 
мл членов» вь одинь нужно — буквенное выражеше оставить без» измп- 
меня, изь ббльшало коэффищента вычесть меньший и передь разностью 
поставить знакъ большило коэффициента, 

Можетъ случиться, что подобные члены пхфютъ одинаковые коэффищенты, 
во разные знаки, напр., -|- 2а — 24; очевидно, что таше члены взаимно унич- 
тожаются, т.-е. даютъ въ результатв ноль. Слфд. 

--2а— 2а=0. 

При помощи этихъ правилъ можно дфлать приведене подобныхь членовъ по- 
занома, сколько бы ихъ ни было. Въ самомъ дфлЪ, прияёняя первое правило, 
жы соединимъ въ одинъ члень всф подобные члены, ихфюпие одинаковые знаки; 
зе<лф этого придется сдфлать приведеше членовъ съ разными знаками, примф- 
зал второе правило. Пусть, напр., данъ полиномъ 

Та* — 54163 -|- 50153 — 3446? —- 83а — 134463 -|- а — 65. 
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Членъ 7а°, не иуфющИй себф подобнаго, остается неприводимымь. Члены: 
— 594 п -- 544”, какъ подобные члены съ разными знаками и равными 
коэффищентами, взаимно уничтожаются. Затёжь: — 344 и — 13446 даютъ, 
по первому правилу, — 16444; члены: -- 841409 и -|- а, по тому же пра- 
вилу, лаютъ —- 9416. Члены: — 16410 и —- 94163, по второму правилу, даютъ 
— 744%. Наконець — 0%, какъ не иуфющИ себф подобнаго, остается не при- 
водимымъ. Такимъ образомь данный полиномь приводится къ сафдующему с0- 
кращенному виду: 

Та — 71а — 55. 

20. Расположене многочлена по степенямъ главной буквы. — Когда пока- 
затели нфкоторой буквы въ послфдовательныхь членахъ идуть постоянно умень- 
шаясь или увеличиваясь, то говорятъ, что полиномь расположень по степенямъ, 
этой буквы, которая въ такомъ случаф называется мавной. 

Такъ, полиномь 

3 ба рбиТа 

расположенъ по возрастающихь степеняхъ буквы г. 
Многочлень 

5а ба рай 

расположень по убывающимь степенямь буквы &, 
Многочлень 

Эаз*у — 122% \ —- Талазуз 

расположен одновременно по убывающимь степенямъ буквы 2 и по возрастаю- 
щимъ буквы У. 

Многочлень называется полным», если показатели главной буквы идутъ уве- 
личиваясь или уменышаясь постоянно на единицу и если имфется членъ, не 60- 
держащий главной буквы. Таковъ, наприм., многочлен 

ал -|- 528 -|- сай -|- а --е: 

это есть полный многочлен относительно буквы 2. 
Вели же нфкоторыхь степеней главной буквы недостаетъ, многочлень назы- 

вается ненолнымъ. Наприм., 
21 — За -- 2% --1 

есть нополный многочлень четвертой степени относительно буквы 2: въ нежь 
нодостаеть члена, содержащаго 2. 

Сложен! е. 

21. Сложеше полиномовъ. Ткеорехл. — 700бы придать полиномь к 
какому-нибудь ‘количеству, надо вс члены полинома приписать кь 
этому количеству — каждый съ тльмь знакомь, какой передь ним» на- 
ходится. 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Оно основано на правил приданя суммы 
или разности. Пусть требуется къ Р придать полиномь а —В--е— @; дё- 
стве обозначаемъ, заключивъ многочленъ въ скобки: 

Р--(@—в--е—а). 



Разематривая 4 какъ количество вычитаеме изъ а—6-|-с; обозначаемь 
это дЪйстве, заключивъ а—6--с въ новыя скобки; такимъ образожь полу- 
ЗниЪ: 

Е рее 4 
Разсматривая а —6-|[-с какъ одинъ член разности, а @ какъ другой, и 

припоминая, что по теор. Ш св. разн., для приданйя разности надо придать пер- 
зый членъ и отнять второй, найдемъ: 

Рае аа 5-94. 

Разсматривая @— 6 какъ одинъ членъ суммы, а с какъ другой, что 0б0- 
заачаемь соотвтствующихи скобками, имфемъ: 

Ри ь 6-9 ЕР 4. 
На основани теоремы ПТ св. суммы можно члень [(@— 65) -- с] замфнить 

«тихою составляющихь его членовъ; так. обр. 

Р- (@—В-Ре—а) = Р-Р (а— 5) --е—а. 

Наконець, по теорем о придан разности получимъ окончательно 

РЕ (а— 6-е —а) =Р-+-а—ь-ё— а. 

ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. — Оно проще перваго. Разематривая прида- 
Заемый полиномъ какъ одинъ членъ, мы, перемфняя мЪфста слагаехыхь, можемъ 
‘аа 

Р-- (а ве а) =(@а-в-е—а-Р 

Вторая часть равенства означаеть, что изъ а надо вычесть $, затвиъ при- 
с, вычесть 4 и, наконець, придать Р; но тоть же смысль будеть имфть 

выражение, если въ немъ опустить скобки; сл. имфемъ право написать, 

Р-- (ав е—@=а—Ь-Ре—а-Р. 

Переставивъ затфиъ посл6дый членъ второй части на первое мфсто, полу- 
ъ окончательно 

Р-- (а в-е-а=Р ав е—а. 

Итакъ, для сложешя многочленовь надо Члены одного многочлена приписать 
другому, каждый съ тфмъ знакомъ, какой передь нимъ находится, и, если 

сдфлать приведене, На практик, для удобства приведен, пишутъ чле- 
одного многочлена подъ другимъ, наблюдая, чтобы подобные ‘члены нахо- 

въ одномъ вертикальномь столбцф. Такъ, пусть требуется сдфлать. сло- 

— 5а1# | Таз? — аз | (8а? — 23| 4аай — За) | (4а1в — 247 | а?), 
Располагая многочлены сказаннымь образомъ, ихфемъ: 

422 — 5а%2-= Та — аз 
Слагаемыя \ — 2 — За 4а2°-|- 8а? 

223 4% - а 

Сумма... 21 — 4а3х -- 11а2*-|- За 



или, располагая чдены по убывающихь степенякь буквы а: 

За? — 4ах-|- 11а2? -|- 2°. 

22. Сложеше мономовъ. — Правило этого дЪйствйя можетъ быть выведено на 
основаши правила сложеня полиномовъ, такъ какъ всякй мономь можно раз- 
сматривать какъ биномъ. 

Пусть къ какому-нибудь количеству Р, подъ которымъ будемъ подразумфвать 
ли ПОЛИНОМЪ, ИЛИ мономъ, требуется придать -- а. Разсматривая --@ какъ 
биномь 0-|- а, на основаши правила сложешя полнномовъ, получим 

Р-- (а) =Р--(0-На) =Р-Но-Ра; 

опуская 0, нифемъ: 
Я Ра Ра... (1). 

Разсматривая — а какъ бинохь о — а, подобнымь же образомъ найдемъ: 

Р-- (а) =Р-{- (0О—а)=Р{-0—а=Р—а..... (2). 

Итакъ, ирмдаваемый одночлень надо приписывать кь данному коли- 
честву с» ею знакома. 

Такъ, наприм. 

56% |- (— 11а35%ж) = ах —11а%%; 

по приведеши же найдемъ: — бах. 
Такихь же образомъ найдемъ: 
1 НС =-5--7=-- 18, ибо 5 положительныхь одиниць да 

Т такихъ же единиц дають 12 положительныхь единиць или -|- 12. 
2. —5--([-)=—5—7= — 12, ибо 5 отрицательныхь да 7 отриц. 
ниць дають всего 12 отрицательныхь единиць или — 12. ь 
3. 8 (—5) =-8—5 = 3, ибо 8 положительныхь да 5 отриц. ^ 

сдитищь дають въ совокупности 3 положительныхь единицы или -|- 3. 
Примъчане. — Изъ послфднихь прихфровъ заключаем, что съ алгебраи- 

ческимь сложешемь не всегда соединяется понят объ увеличени: придане 
положительнаго числа означаеть увеличене, придаше отрицательнаго — умень- 
шеше. 

Творкмл. — Всякй полиномь можно разсматривать какъ сумму 
членовь, ею составляющих. 

Такимъ образожъ: 

а—в-е—а= (та --(---СЕо-(®. 
Въ самомъ дфлЪ, примфняя правило сложен!я мономовъ ко второй части ра> 

звенства, найдемь выражене, стоящее въ первой его части; заключаемъ, что пре- 
образоване, указываемжое этихъ равенствомъ, законно. 

Вычитан!е. 

23. Вычиташе многочленов. ТеоРЕХА. — 720бы вычесть мноючлень › 
из» какою-нибудь количества, надо к» этому количеству приписать всь 
члены вычитаемаю сь обратными знаками. 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛ ЬСТВо. — Оно основано на правилахъ, вычитания 



уму и 

ЕАН 

или разности. Пусть требуется изъ Р вычесть многочлень а—-|-с—@; 
ше обозначаемъ, заключивъ вычитаемое въ скобки: 

Р— (ав — а). 

Разсматривая 4 какъ количество, вычитаемое изъ а—Ь-|-с, обозначаемъ, 
фстве этого вычитавя, заключивь а—Ъ-|с въ скобки. Такимъ образомъ 

р @— ее =Р--ь-9— а 
Разсматривая а—6-|-с какъ одинъ членъ разности, а 4—какъ другой, на, 

Эксвовани теоремы ТУ св. разности, имфемъ; 

Р— @—8--9-а=Р—@-ьо--а. 
Выражеше въ скобкахь разсматриваехь какъ сумму двухь слагаемыть, изъ 

зоторыхь одно=а— в, а другое с; обозначая это соотвфтствующими скобками, 
даемъ второй части послфдняго равенства видъ 

Р— (5-44. 
Это выражеше примфнешемжь теоремы И св. разн. преобразовываемь въ слф- 

5 в (а -ера, 

Примфняя сюда теорему ТУ’ свойствъ разности, находимъ 

Р—а-ь-е-а. 

Итакъ, указанныя преобразовавя приводять къ равенству: 

Раф е— а) =Р—а-ь-фс-а, 

что и требовалось доказать. 
ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. —Эту теорему можно доказать иначе, осно- 

зызваясь на опредфлеши вычитаня и на правил сложешя многочленовъ, 
Вычесть изъ Р многочлень а—Ь-|{- с — 4, значить найти такой многочлень, 

зридавъ къ которому вычитаемое, нашли бы уменьшаемое Р. Полиномъ, имфю- 
08 такое свойство, есть 

РЩаь—е-- а; 

1 самомъ дфлЪ, придавая къ нему данное вычитаемое, для чего надо вс% члены 
зекадняго приписать съ ихъ знаками, находимъ 

Ра ста а—ь-е—а; 

ихазавъ въ этомь выражеши приведеше, находимь въ результатв Р. Стало 
Фыть, дЪИствительно Р—а--Ь—с--4 есть остатокъ вычиташя многочлена 
в— ВТ е— а изъ Р, т.е. 

Ра реа) =Рбаь—с-а. 

Итакъ, для вычиташя мвогочленовь надо къ уменышаехому приписать члены 
зречитаехаго съ обратными знаками и, если можно, сдфлать приведене. 

Нз практикЪ, для удобства приведешя, пишуть члены вычитаемаго” подъ 
мыхъ, наблюдая, чтобы подобные члены находились въ одномъ верти- 

эжъ столбцф. 



Ване 

Такъ, пусть требуется сдфлать вычитане: 

(5435 — 74253 —|- Зай* — 03) — (2а32 — Таз -|- Зав 1 — 663). 

Располагая многочлены сказаннымь образомь и перенфняя въ вычитаемомь 
знаки на противоположные (измёненные знаки поставлены на верху), ифбиъ: 

Уменьшаемое. .... 5040? — 74453 -|- 861 — 05 
Вычитаемое.... .-— 2486 -- 74353 -- За \ -- 65 

Остатокь ......- 341 + 5а5% - 55% 

24. Вычиташе мономовъ.— Правило вычитаня одночленовъ можно вывести 
на основани правила вычиташя многочленовъ, такъ какъ всяк одночленъ, 
можно разсматривать какъ двучленъ. 

Пусть изъ какого-нибудь количества Р, подъ которыжь можно подразум- 
вать или многочленъ, ‘или одночленъ, требуется вычесть —- а. Разсматривая -|- @ 
какъ биномь О--а, на основани правила вычитаня многочленовь находимъ, 

Р— (4) =Р— О а) =Р—0—а; 

опустивь 0, ихфежъ: 
Р— (+а)=Р—@....(1). 

Разсматривая — а какъ бинохь О — а, подобнымь же образомь найдем: 

Р— (—а) =Р— (0—а)=РрР—О-а=Р-Ра. .. (2), 

Такимь образомъ, вычитаемый одночлень надо приписывать кз умень- 
шаемому съ обратнымь знакомъ, 

Напримруь, 
541636 — (— 24261) = 5а96%е —- Зав = 71а. 

Такимь же образомь найдем: 

1 С =—5=—2. 
2) 8—(—5) =8- 

Замчая, что остатокъ перваго вычитая (— 2) меньше уменьшаемаго, 
между тёмъ какъ остатокъ второго (--8) болыше уменьшаемаго, заключаем, 
что съ алгебраическияь вычиташемь но всегда соединяется понят!е объ умень- 
шен: вычесть положительное число— значить уменьшить, вычесть отрицатель- 
ное— значить увеличить. 

Примъчанще.— Правило вычиталйя одночленовь можно бы было вывести 
непосредственно, основываясь на опредфлеши этого дфйствя; такой выводъ ни- 
чм не отличается отъ второго доказательства правила вычиташя многочле- 
новь, потому мы его и опускавмъ. 

Употреблене скобокъ. 

25. Если многочленъ или нфоколько его членовъ заключены въ скобки, то. 
можно ихь опустить, написавъ многочлень безъь скобокъ. Дфйстве это назыв. 
раскрытиемь скобокз, а правила ето непосредственно вытекають изъ пра- 
вилъ сложешя и вычитаня. многочленовъ. При этомъ слфдуетъ разсмотрёть два 
случая. 
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1. Если перед скобками стоить знакъ —-, то можно опустить скобки ви- 
<ъ знакомь, который ‘передъ иими находится, переписавь члены, стоявиие 

<кобкахь, съ ихъ знаками. Такъ, выражене 

а-|- (—В--е—а-- о), ' 

№ раскрыты скобокъ, дасть, по правилу сложеня, 

а—в--е—а--е. 

2. Если мноточлень или часть его заключены въ скобки, передь которыми 
чтУять знакъ —, то можно опустить скобки вифстЪ съ знакомъ, который имъ 
прелшествуеть, перемфнивъ знаки у вефуъ членовъ, стоящих въ скобкахъ, Такт, 
эжвогочлент, 

ао, 
чесласно съ правиломъ вычитаня, по раскрытии скобокъ дасть: 

а—ь--е—/-- 1. 

ели многочлен содержит нфсколько паръ скобокт, то ихъ можно уничто- 
звать послфдовательно, начиная или съ внутреннихь, или съ наружныхь, руко- 
зелствуясь каждый разъ вышеприведенными правилами. Такъ, въ выражени 
*— [#2 -|- (—0)] раскрывъ сперва наружныя скобки, найдемь 

а—6— (е—4), 

_вравихая на время с — @ за один членъ. Раскрывая оставийяся скобки, нахо- 
веть окончательно 

а—в—с-|- 4. 

Наобороть, раскрывая сначала внутреныя скобки, т.е. вида (), въ вы- 

а— 1—5 —@—6)]|, 

а-{-5-+е-а-а; 
зат\мь квадратныя скобки, найдемь 

а— {6-е —а--е]; 

„ наконець, фигурныя скобки, получимъ окончательно: 

а ь—е-а—е. 

Наобороть, можно многочлень или часть его заключить в5 скобки, такъ 
передъ ними былъ опредфленный знакъ. Здфсь опять надо раземотр®ть, 

<лузая. 
1. Бели многочлень или часть его желаемь заключить въ скобки со зна- 

—- передъ ними, то у членовъ, вносимыхь въ скобки, слФдуеть сохранить, 
зваки. Такъ въ выражеши а-|-ь —с-—- 4—е, внося три нослФдне члена, 

«вобки со знакомъ -|- передъ ними, получихь 

ао; 
ъ этого преобразования подтверждается тЪмъ, что, раскрывъ скобки, 

данное выражене а-{-6 —е-- @—е. 

3 
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_ 2. Бели же многочлень или часть его требуется заключить въ скобки со 
знакоиь — передь ними. то у членовъ, заключаемыхгь въ скобки, надо знаки 
перемфнить ва обратные. Такъ, если три средше члена многочлена а —6-|-/— 
—й--Ё нужно заключить въ скобки со знакомь — передъ ними, то найденъ: 

а—6Ф-Г-Ю-Е 
справедливость преобразовашя доказывается тфиъ, что, раскрывъ скобки, нахо- 
димъ данное выражене 

а—в--Г—и--Ь 

Можно въ данный многочленъ вводить и нфеколько паръ скобокъ, Такъ, 
наприм., многочлень а —6-|-с— 4-е — { можно написать въ вид 

аз @- ед 

ГЛАВА ТУ. 

Умножене. 

Опредфлене. — Правило знаковъ. — Законъ перемфстительный, — Умножен{е одночле- 
новъ.—Умножеше многочлена на одночденъ и обратно.—Умножеше многочленовъ.— 

Замфчательные случаи умножешя. 

26. Опредфлене. — Если для умножешя даны два ариеметичеся ифлыя 
числа, напр. 5 и 4, то умножить первое на второе ГЕЯ взять первое сла- 

тасиымь 4 раза. Но если бы требовалось умножить 5 нат, то данное опре- 

дфлеше теряеть смыслъ въ прижфнеши къ этому случаю, потому что нельзя 

взять 5 слагаемымь - раза. Таким образом, опредфлеше дфйстыя умножо- 

ня, въ случа умножешя на дробь, должно быть измфнено, но такъ, чтобы 
оно не противорфчило опредфлешю умножешя на цфлое число. Умножая 5 на 
4, мы повторяемь иножимое слагаемымь четыре раза, т.-е. составляемь ‘изв 
множимаго новое число такъ, какъ множитель составленъ изъ единицы. Распро- 

страняя такое поняте объ умножеши на случай дробнаго множителя, т.-е. 

понимая подъ умножещемь наприм. 5 на = — составлеве изъ 5 новаго числа 
4 р 

такъ, какъ 7 составлено изъ единицы, мы даем такое опредфлеше умноже- 

ша, которое, осмысливая случай умножешя на дробь, не противорёчить, въ тоже 
время опредфлению дЪйстыя умножешя на цфлое число. Распространяя это 
опредблеше и на алгебраичесыя количества, Лакруа даеть слфдующее общее 
опредфлеше умноженя: умножить одно количество на друше значить— 
из» множималю составить новое количество такъ, какь множитель с0- 
ставлень изь положительной единицы. 

27. Правило знаковъ. — Прижфнихь это опредфлене къ выводу правила’ 
знаковъ при умноженм. 

Пусть требуется положительное количество (-|-5) помножить на положитель- 
ное количество (-|- 4). Это зиачить: изъ -- 5 составить новое количество такъ,. 
какъ множитель -|- 4 составлень изъ положительной единицы. Но для составае- 
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-4 въ 1 надо -1 повторить слагаемымь четыре ыы въ саможь 
сос @ ча ЭЕа-ЕЕ-1 т 4; а п- 

для нахождешя произведена надо и -|-5 взять слагаенымь четыре раза. 
ть 

-Э (+9 = +5 +5555 =+0...0). 
Шусть требуется (—5) помножить на (--4). По опредфленйю, это значить 
({— 5) составить новое количество такъ, какъ (-|-4) составлено изъ поло- | 

й единицы, т.-е. надо (— 5) повторить слагаемымь четыре раза. На- 
зарачь 

>. += += -5—5-5—52—9...0) 

Дано: (-|-5) помножить на (— 4). По опредфленйю, надо изъ (--5) соста- 
вовое количество такъ, какъ (— 4) составлено изъ (-}- 1). Но для соста- 

Женя (— 4) изъ (--1) нужно су (--1) перемфнить знакъ на обратный, и съ 
ть изифленныхь знакомъ взять ее слагаемой четыре раза; дфйствительно: 

ИОН ЕН 9=—=& 
Совершая надъ множимымь тф же дЪйстыя, что и надъ (-- 1), должно: у 
5) перенфнить знакъ на обратный, всафдстые чего получииь (— 5), а за- 

тк» — 5 повторить слагаемымъ четыре раза. Найдемъ 

Э.С Ф=СУ+СУ+СК=-5—5-5—5=—9...0): 
_Шусть, наконець, требуется (—5) помножить на (— 4). Согласно опред- 

нужно у (— 5) перемфнить знакъ на обратный, и съ этижъ измфненнымь 
взять его слагаемымь четыре раза. Получняъ 

5.—4 == 5=-ОО. . . (4). 

Результаты: (1), (2), (3) и (4) приводять къ слдующему правилу: ри 
им двуть количествь надо перемножить иль абсомотныя вели- 

м передь результатомь поставить знакь -|-, если множимое и 
упель имъють одинаковые знаки, и (—), если оба сомножителя 
» знаки разные. 

При выводв этого правила мы брали числа цфаыя. Возьмемь теперь дроб- 
— 3) [= 8} числа; пусть, наприм., требуется | | По опредфлешю умно- 

вадо изъ (-3) составить новое количество такъ, какъ | 2) боота- 

изъ (--1). Но для составлешя (--) изъ (-|-1) надо: 1) 1 Ри 

7. зслфдстве чего получимь (+ т} въ самомь дфлф, помноживъ Е ти 

3-=. вовторивъ слагаемымь 7 разъ, найдемъ (т + +) + ..- =+1 

—-1; 2) затфмъ слфдуеть (++) повторить слагаеымь пять разъ; сд*- | 

это, найдемь -|- 2: и 8) въ результат перехфнить знакъ на’ обратный, 

# лаетъ (5): Поступая съ (-3) такъ, какъ сейчась е- Е 

"1. дьлниь, во-первыхь, —-5` ва Т, велбдстве чего а Е. В 

3* 



_ нещь, въ результатв перомкь знак и находижь шины а 

_ Итакть: х 

В 
что согласно съ вышеприведенныхь правилохъ. - 

_ Такимь т обозначая буквами Хи 3 абсолютныя числа, цвлыя ли 

(2). =-- 2.8. 
в <-2). +9 =—2.-8. в 
Е (+2).(-)=—4.8. { ь: 

: (—а).(-9=-ра.№ 

28. Обобщеще правила знаховъ. — Пусть аи будуть два количества, 
"» которыя сами по себ представляютъ числа положительныя или отрицательныя; 

_и распрострапимь правило знаковъ и на ототъ случай. Докажемь, напр., что. 
_ каковы бы ни были знаки @ и Ъ, всегда (— а). (—5) =-{- а. Разсмотрииь 

четыре случая: 
1. Пусть а= ра, 6 =-- 8, аи 8 — чисяа абеолютныя, цфлыя или — 

дробныя. Въ такожь случа: а а)=— а, ==) ро + 
слфдовательно 

(—а).(—-/=рёа.— = а. м 

Съ другой стороны 

а-я. Неа. 
`Итакъ, количества (—а)(—5) в +45, какъ равныя порознь одному и 

тому же количеству -+ 28, равны между собою, слфд. 

х (—а).(—-/=+ 4. 

П. Пусть а=—а, 6 =- 8, два и 8 числа абсолютныя. р 
Въ этомъ случа: —@==- (—2)=--а и —6=—(+9)=-8 

сад. 
Е вк. 

бъ другой стороны 

=. =) =—48. 
_Заключаежь опять, что и въ этомъ случа 

‚ (-9.(-В=-%. 

Ш, Пуьа= Ра, реа отеюда: —а = — (+ 
Еее ам: 9.1. +в 
Но 5 (а. -Ю=+С 9 =—4. 
ея А 

"я >, › 



^ Пусть, наконець, @ = — а, $ = — 8; въ таком случа; 

а=-(-=-я = (= 3; йа 
(-а). /=-х. ра, 

Ве и -- 46 = ([-а. — =) =. 
Свова имфемъ 

(—а). (-В=- ав. 

Итак, каковы бы ни были знаки количествь @ и 6; всегда нибемъ: 

(—а). (В =-а6. й 

Такижь же точно образомь можно убфдиться, что вышедоказанное правило 
ваховъ распространяется и на три остальные случая; такъ что, каковы бы ни 
Фыли количества а н ® — положительныя или отрицательныя, и каковы бы ни 
Фыля ихъ абсолютныя величины — цфлыя или дробныя, всегда имфемъ: 

—- аб; 
=— 8; 

— ав; 

Са). СЕТ я 
Правило знаковь при умножени, въ сокращенной форм, выражают такт: 

е знаки дают въ произведении плюса, а разные — минусь. 
Слъдотвтя. — Укажемь нфкоторыя слфдотыя правила знаковъ: 
1) Произведене положительныхь количествь всегда положительно; такъ., 

(2. СЗ. С =- А. 
2) Знакъ произведеня отрицательныхь множителей зависить оть числа ихъ, 

зченно: если число ихъ четное, то произведеше будеть положительное, потому 
чт въ таком случа его можно разбить на пары, изъ которыхъ каждая даетъ 
звакт (--); если же число отрицательныхь множителей нечетное, то произведе- 
ще будеть отрицательное, такъ какъ въ этомъь. случаь будеть одинъ отрица- 
тельный хножитель, для котораго нфть пары. Так: 

С. (—-5).(-2)=(-40). (-2)=3-80; ь 
2) (8). (-5). (-2). (= 3) = С- 80) . (3) =— 240; 
3) (+8). (—5).<-2).(-=3).(=7=(= 240). (-7) =- 1680 и 

т. вод. 
Примъчаще. — Правило знаковь встрёчаехь уже у Дюфанта (365 по 

Г. Х.), но без доказательства. Знаменитый Эйлерь въ своей алгебр даеть 
сзфдующее доказательство: (— а). (—5) равно или —- а, или — аб, третьяго 
результата быть не можеть. Этимь результатомь не можеть быть — а6, пото- 
жт зто такое произведеше происходить или оть (— а) (+5). или оть 
|). (а). Поэтому, произведеще будеть —-{ аб. Очевидно, это докава- 
зельство, какъ и доказательство Крамяа, не выдерживаеть критики. Крамиь. 
з> своей Бееобщей Ариометикт товоритьъ: «Теорема, въ силу которой два от- 
Чиитательные множителя дають произведеше со знакомъ, противоподожнымь ми- 
су, п слфд. положительное, сводится къ извфетному правилу грамматики: 
Фииет пега о абтиа». 
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29. Ткоркил. — Промзведене не измюняется оть перемъны поряд- 
ка сомножителей. Эта теорема составляеть такъ называемый законь перем 
стительности вё умножени. Докажемъ ве: 

1) для цзлыхь положительныхь сомножителей; 
2) для дробныхь положительныхь производителей; 
3) для отрицательныхь, ифлыхъ или дробныхь производителей. 
1. Имфежь два цвлыхь положительныхь числа @ и 6; умножить а на В, зна- 

чить повторить @ слагаемымь ® разъ; сл. 

а. =а-а+а-а--... (6 разъ); 
но а=1--1-1--1--... (а разъ); лёд. 

а. = (ааа... а ра) 
а-Ет-1-14... № 
+а-1--141+... № | 9 торизонталь- 

сы выхъ строкъ =. 

(12-1-1414... м 

Приходится составить сужиу единиць, содержащихся въ этихь 6 строках. 
Это можно сдфлать двоякииъ образомъ: ы 

1) Складывая единицы въ каждыхь скобкахь, число которыхь равно 6, мы 
получим © слагаемыхь, изъ которыхь каждое = а; такимь образомь нужно @ 
повторить В разъ слагаемыхь, что и даеть намь произведене @.5. 

2) Можно взять сумму одиницъ, составляющихь первый вертикальный рядъ 
и равняющуюся 6; затфмь сумму единицъ второго вертикальнаго ряда, равную 
также 6, ит. д., а какъ вофхъ вертикальныхь рядовъ @, то приходится 6 по- 
вторить а разъ слагавмымь; пайдемъ. 

ь--6-|-5--... (@ раз) = Ъ.а. 

Итакъ, сумма одного и того же числа единицъ можеть быть представлена 

произведениями @. Би. а; т.-о. 
6 = фа. 

Возьмем теперь произведене нЪсколькихь цфлыхь положительныхь сомно- 
жителей и назовемь буквою Р произведеше вефхъ ихъ; кромф двухь посл%д- 
нихь; можно доказать, что въ произведеши Риз можно перемёнить м%ста двухъ, 
послфднихь множителей, не измфняя этимъ величины произведешя, т.-е. что 
Ртп = Рит. Въ самомъ дл 

Рт = Р-ЕР-ЕР-Е. .. (т раз). 

Произведене Руми представляеть сумну ® слагаемыхь, изъ, которыхь ка- 
ждое = Рж или, что тоже, —=Р--Р--Р--. . . (т разъ); слёдовательно 

Рти — (РЕР-ЕР-. . -, (Т разъ) 
ЕР... №) 

Число горизонталь- 
ЗЕ е-ЕРР 5:09 ныхь строкъ = и. 

Эту сумму можно вычислить двоякимь образомъ: 
1) Въ каждыхь скобкахь нифемь и слагаемыхь, изъ которыхь каждое 
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?; поэтому каждыя скобки дають Ри; это количество повторяется слага- 
п разъ, сл. сумма == Ри. 

2) Иначе; въ каждомь вертикальномь ряду нифемь ® слагаемыхь, изъ ко- 
каждое ==Р; сл, каждый вертикальный рядъ даеть Ри; а какъ вефхъ вер- 
ъныхь рядевь 7, то общая сумма == Ри. Итакъ 

рти =Рят 

Основываясь на этомь выводЪ, докажемь, что если дано произведеше изъ 
ЗАеколькихь цблыхъ положительныхь’ чисель, то каждое изъ нихъ можно пом%- 
тать на каждомъ мфетЪ. 

Такъ, нмфя произведен афоде,можемь, на основащи предыдущей теоремы, 
зажфнить его произведенемь абееа, ЗатЪиь, разсматривая си @ какъ два по- 
«2% дне множителя произведеня абсе, замфняемь послёднее равнымь ему произ 
зедешемь афес, такъ что афсе@ — абеса. Разсматривая В не какъ два по- 
«задн множителя произведеня абе, замфняемь послфдиее равнымь ему произ- 
зедешемь еб, такъ что афес@ — аебс4. Наконець, перемёняя мфста множи- 
елей произведения ае, находимь ае6е@ — саба. Такимь образомь, послФдова- 
зельно имфемъ 

‘афсае == абсе4 —= афеса — авбса == вафос4, 

чткуда видимь, что множитель е можеть быть поставлень на каждомь мот 
ироизведеня, не изибняя величины его. 

„ Это справедливо относительно каждаго множителя; слд. въ произведенёи ц%- 
зытЪ положительныхь множителей можно каждаго изъ нихъ пометить посл 
довательно на каждое ифето, не измфняя этимъ величины произведен, 

И, Пусть множители будуть положительныя дроби, Означая буквою Р про- 

эзведене, предшествующее двумъ послфднихь иножителямь “ и ее припоми- 

зая правило умножен!я дробей и замфчая, что правило знаковъ доказано и для 
дробныхь множителей, находимъ, 

ИЕР РИ РХЕ Хи. 

Такимь образомь и здфсь произведен не изуняется оть перестановки двухь 

ваходимъ, что 

1.76. въ произведени нфсколькихь дробныхь положительныхь множителей мож- 
во послЬднй изъ нихъ помфотить на какомь угодно мфстЪ произведешя, не 
зифняя величины послёдняго. Правило это справедливо и для ву дробныхь 
золожительныхь множителей. 

ПТ. Если множители произведеня будуть отрицательные, дробные или ц%- 
зые, то произведеше, по абсолютной величин, равно будетъ произведеню тфхъ. 
ве иножителей, но взятыхь съ положительными знаками, Но, по доказанному, 
зъ произведены положительныхь множителей можно измёнять порядокъ ихъ какъ 
зтодно, не изифняя этимъ величины произведешя. Поэтому абсолютная величина 

зослфднихь множителей. А отсюда, примфияя вышеприведенныя разсуждения»” 
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нашего произведешя не измфнится отъ перемфны мфсть множителей. Слфдова- 
тельно, если измфнеше порядка множителей можетъ оказать какое-нибудь вл 
‘Ше на величину произведеня, то это вляше можеть простираться только на 
его знакъ. Но выше было показано (5 28, сл. 2), что знакъ произведеня отри- 
цательныхь множителей зависить только отъ ихъ числа, но не оть порядка, въ 
которомь они разифщены; а какъ число ихь при производимыхь перестановкахь 
остается то же, самое, то и знакъ произведеня всегда будеть одинъ и тоть же. 
Итак, измфняя порядокъ множителей въ произведеши отрицательныхь чисель, 
У отимъ не измВнимь ни величины, ни знака произведен, 

Слъдотвтя 1. Чтобы умножить данное количество на произведен н\- 
сколькихь другихь, нужно его послфдовательно умножить на множители этого 
произведения. Это—такъ-называемый законъ сочетательный въ умножении. 

Въ самомъ дЪл: 
й т(афс) = (абс)т, 

‘по закону перемстительному: выражене во второй части показываеть, что @ 
нужно умножить на В, произведеше на с, и новое произведеше на ий опустив, 
для сокращешя скобки, найдехжь 

т(а6с) = абет, 

но по закону перемфет., абст = эиабе, сл, окончательно, 

т(афс) = таб. > 

Й. Чтобы умножить произведеню на ифкоторое количество, нужно па это 
количество помножить одного изъ производителей. 

Въ самом дл: 

(абса)т афсат. (опустивъ скобки) 
стаБа (по закону перемфстительности) 
ст)аф@ (по смыслу скобокъ) 
аБ(ст)а (по закону пережфст.). 

1. Во веякомь произведеши можно: нфсколько множителей залфнить ихъ 
» вычисленнымь произведенемь и обратно, какой угодно множитель другими, ко- 
торыхь произведению онъ равенъ. 

5 Въ саможь дл: 
1) Всегда возможно разслатриваеные множители перехфстить такъ, чтобы 

они стояли рядомъ; составить затиъ ихъ произведене; и пожбетить послднее 
куда угодно какъ множителя. 

2) Всегда возможно множителя, который желаемь разложить, помфстить на 
первомь мфетф; замфнить ого сомножителями, произведеню которыхь опъ рав- 
пялся бы; и наконещь расположить этихъ множителей, какъ угодно. 

30. Правило показателей. — Разсмотримжь умножене топовой одного и того. 
же основана. Пусть, напр., требуется умножить а’ на а9. Мы знаемь, что а 
—а,4.4а.а.@ н а*—а.4.а; слбдовательно а?.а? —=@.а.4.@.а.а.в.а 

(Отсюда заключаем, что произведеше имфеть то же самое основаше, а показа- 
тель его равенъ сумм показателей множителей. Пусть вообще дано помножить 

х а" на а", тд а какое-нибудь количество; а № н п — числа пфлыя и поло- 
жительныя. 
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Замфчая, что 

а" .а.а. . . гДФ а повторяется множителемь # разъ, 
ина" —а.а.аа. , ., тд а берется множителемь ® разъ, 

заходим, что 

т-Ёй рат 

Итакъг а". а” — а"+". Слфд. имфемь правило: : 
Произдеденае двуть степеней одною и зпою же основаня есть друая 

степень тою же самало основашя, которой показатель равень суммь 
показателей сомножителей. 

31. Умножеше одночленовъ. — Пусть дано перемножить одночлены 

базе 5х бабе, 

Перехфнивь порядокъ множителей 6,43... (11,5, а? и т, у оть чего вели- 
чина произведеня не изуфнится, даемь произведению видъ 

6.5.43. а*.6?.8.с3.с. Г 

прижвняя сюда правило показателей ($ 30), имфемь и. 

6.5. а? а. 
Итакъ 

> бас Х базе — Зба?ркочи у, 

(гсюда вытекаеть слфдующее правило умноженя олночленоти 
1) Коэффишенты слипдуеть перемножить. 
2) Затьмь написать одну за друюю ввъ различныя буквы, входя- 

ния вь оба одночлена, и при каждой поставить показатель, равный 
суммъ показателей этой буквы въ сомножителяхь; если же буква вхо- 
дить только вь одинь изь сомножителей, се пишиуть въ произведен?и съ 
тьмь показателеме, какой она имъетъ. 

Примзръ. Умножить: — 72" уз (и — 0% 8 атуЦи — в)". ` > 

Замфчая, что знакъ произведешя должень быть (—), и примфняя найден- 
ное правило, получимь въ произведеши а 

А етьуы в, 

Умножен!е многочлена на одночленъ. 

32. Пусть требуется умножить @--Р —с на 4, гдф подъ буквами а, В н 
< можно разумёть какйя угодно числа. Что же касается множителя 4, тб слф- 
атетъ различать нфеколько’ случаев. 

1. Пусть Я есть цфлое положительное число, напр., 4=4. Припоминая 
„зредфлеше умножешя и замфчая, что 4 составлено повторешемъ положительной 
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единицы, какъ слагаемаго, четыре раза, заключаенъ, что и множниое надо по- 
вторить слагавиымь столько же разъ. Получимь 

(@-ь-9.4=@-- оао оао 
=4а-- 46 — 4. 

^ Результать показывнеть, что для умножешя многочлена на цфлое положи- 
тельное число нужно каждый членъ множимаго отдфльно помножить на это чи- 
сло, соблюдая правило знаковъ. 

2. Пусть 4 равно нЪкоторой положительной дроби, напр. =. По опредфле- 

Ию, умножить а--6—с на з значить изъ множимаго составить новое коли- 

чество так, такъ множитель составленъ изъ —|- 1. Но для составлешя # изъ 1, 

надо отъ —-1 взять четверть, вслфдствйе чего получимь 1, а затбиь + 

помножить на 3, что и даетъ дЬйствательно +3. Итакъ, мы должны: 1) взять, 

четверть оть а--Ь —с и 2) полученный резу Е умножить на 3. 
Можно доказать, что для раздфленя многочлена а-|-6 —с на 4 нужно 

каждый его члень раздфлить на 4, удерживая перед каждымь изъ отдфльныхь, 
частныхь тотъ знакъ, какой нифеть дфлимый члень, т.-е. что, 

44 

Для доказательства помножимь частное на 4; по навфстному уже правилу ум-_ 
ножоня многочлена на цфлое положительное число. найдемь: 

(44-54 

Замфчая, что Я ли Та, умноженная на’ 4, дыть а или а ит. д., 
4 Юз 

находим, что 

(+ =а+—. 

Итакъ, помноживъ частное на дфлителя, мы нашли въ результат длимое, 
а потому дфйствительно, 

ИЕ а в __ = а-- 16—10. 

Это выражене надо умножить на 3. Шо извбстному уже правилу умноже- 
ня на цфлое положительное число получаень 

[а 1, 4°) 3 11.815. — 4.6) 
4 4 4 4 

1 
или, относя 3 множителемь къ 4’ найдемь окончательно: 

(а — с). ва В 35, 

Т.76. для умноженя многочлена на положительную дробь нужно каждый "чдень 

хножимаго умножить отдфльно на эту дробь, соблюдая правило знаковъ. 
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3. Пусть ‚4 равно нфкоторому отрицательному цфлому числу, напр., 9= — 3. 
По опредфлению ухножешя, нужно съ множимымъ поступать такъ, какъ съ 1 
при составлени изъ нея — 3, т.-е. перемфнить у множимаго знакъ, что даеть, Я 
— (@-Е 5 — 6), п затвмт, повторить это выражен слатаемымь три раза. Иткь | 

(ав). — 3 = — (ао) — ав) —(а-+-—9. 

По раскрыт скобокъ и по приведенш, находихь $ 

(а Ь— с). —3—=— За— 36 3е. и 

Результать этоть приводить Въ тОиу же заключению, какъ и два первые случая. 

| 4. Пусть наконець 4— — 3», т.-. отрицательной дроби. Замфтивъ, что 
2 2 

(вы. =[е-ь- 9.8] ха 

Отсюда ВИДНО, что вужаю а--Ь— с умножить сперва на положительную. дробь 

3’ ® ЗАТЬЖЬ результать ва отрицательное цфлое число — 1. Производя эти 

двЪ операщи, для которых» правила уже найдены, находимь послфдовательно 

Отсюда тоже заключенае, что и прежде. 
Итакъ, каково бы ни было 4, имфемь 

(а--5—с). 4а=аа--Ъа— са, 

откуда правило: для умножения мноючаена на одночлень нужно каждый 
члена множимаю помножить на множителя, соблюдая правило зна- 
ховъ. В 

Этимь правиложъ выражается законь распредълительный. — 

ПРиХВРЪ 1. | 3 — 4е'-- Заа"— Е За Вы 5. Заж-- 
\ ь ! 

4х Зале — Зах Зал -з. але —=— а -|- Вале —- зама 

ь + 2а%е. . 

| ПРиизРЪ |. {а%а-|- 1)7 — За(а 5 1-1 --5(2°-- 1Р-*} Х 

о оо 1) бана 1) — 10а" (ай-|-1)м, 

Умножен!е одночлена на многочленъ. 

| 33. Пусть требуется одночлень умножить на многочлены: 4 на а— В--с. 
| Замфчая, что отъ переифны мфстъ производителей произведене не изифняется, 

яифемтъ: 
4(а— 6-е) =(а—в- о). а. х 



м 

На основаны $ 32, (#—6--с). 4=а4 — -- с@; измфняя въ каждомь 
член% этого произведеня: порядокъ, сомножителей, получим 

4(а—Ь-- с) = аа — &-- 4, 

откуда правило: для умноженя одночлена на мнозочлень надо одночлень 
помножить на каждый члень мнозочлена, соблюдая правило знаков». 

"Гактъ _ 
Зуз-® а ‚ [70у"-2-—1—ббу?—вт-—2-|-Бузр+"] = 2у?— Зду-4т + Зучет. 

Умножен!е многочлена на многочленъ. 

34. Пусть требуется ухножить а —В--с на р 4--*. Прюдставивъ 660% 
на время, что буквы множителя замфнены опредфленными числами, и выпол- 
нивъ указанныя въ неяъ дЪйствя, мы представим множителя нфкоторымь чис- 
ломъ. Означивъ ото число буквою У, приводимь вопросъ къ умножению много- 
члена на одночлень, и но извфствому уже правилу ‘находимь: 

(а—6--с). У=а\—У--с. 

Подставляя сюда вмфсто У данное выражене р —9--*, имфемь: 

(@— 6-ю“ =аь—ч-)—Кр-а--”)-Е р —а-Ео, 
Но по правилу $ 33 имфемь: 

«(р —ч--*) = ар — аа-р ак; Ир —а-- к) = —м-Ны; (р—а-®)= 
== р—еа-Н ии. 

‘Слдовалельно 

(@—6--е)(р—ч-- т) =ар — ва-Рат—(р— м-в) (ер — Ее) = 
= ар — аа а — ры — и ер — 9 ег. 

Разоматривая составъ произведения, замфчаемь, что первые три члена его 
представляють произведеше перваго члена множимаго на каждый члень множеиы 
теля, слфдуюпуе три члена — произведеше второго члена множимаго на каждый 
члемь множителя, а три послёдне — произведеше третьяго члена жножимаго на 
множителя. Полное произведеше состонть, слёдовательно, изъ частныхь произ- 
ведешй каждаго члена множимаго на каждый члень множителя, составленныхь 
съ соблюдешемь правила знаковъ; такъ членъ с”, представляющий произведеше 
членовъ, иуфющихь одинаковые знаки, является въ произведени съ знакомь 
—Р, а члень — с4 — произведеше членов, имфющихь разные знаки, является 
въ произведени со знакомь —. Итакъ, иуфемь 

Правило. — Для умноженя мноочаена на мноючлень нужно каждый 
члена множимало помножить на каждый члень множителя, соблюдая 
правило знаковь, и если окажется возможно, сдълать приведене. — 

Существенное въ этомь правил то, что каждый члень множимаго слф- 
Дуеть помножить на каждый члень множителя съ соблюдешемь правила зна- 
ковъ; порядокь же частныхь умноженй члена на чаень остается совершенно 
произвольным. 

Но во избфжаше ошибок (повторейй или пропусковъ) соблюдають опред- 
ленный порядокъ, поступая двоякимь образомъ: 
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1. Двлають умножеше въ томъ порядкЪ, на который мы натолкнулись при 
правила, т.-е. умножаютъ сначала ‘первый членъ множимаго на каждый 

множителя, затфмъ второй членъ множимаго на каждый членъ множите- 

и т. д. Или 

Умножають каждый членъ иножихаго сначала на первый, затфмь на вто- 
и т. д. чаены множителя. 

ели многочлены содержать одну и ту же букву, то для облегчешя приве- 
га подобныхъ членовъ удобнфе расположить оба многочлена или по убываю- 

. или но возрастающихь стененямь этой буквы. Затфжъ, подписывають 
многочлень подъ другижъ, проводать горизонтальную черту, умножають 
уое на первый члень множителя и подписывають это частное произведе- 

подъ чертою. . 
Умножають множимое на второй члень множителя, и второе частное произ- 
пе иншутъ подъ первымь такъ. чтобы подобные члены находились въ одномъ 
кальномь столбцф. 

Составляють и располагаютъ таким же образомь и друмя частныя произ- 
ния; наконець, дфлаютъ приведене. 

ПРимЗРЪ 1. Ужножить 

32% — 5452 — 2а3х —|- Зал? -- а на 2а2?-|- Таз — бах. 

Расположивъ оба сомножителя по убывающимь степенямь буквы 2, и ‘0- 
бражаясь съ сказаннымт, производимь умножеше такъ: 

821 -|- За — 5а*х*— Зара 
2ал*— бах -- Таз 

1-ое частн. произв. 16а2%-|- балха-—10а32— дай Забай _ 
3-ое части. произв. — 48а**— рей Батыя 12а3*— ба 
З-е части. произв. 

ное произв. 1 баз 

> 3 
Примэръ |. Умножить — 145 | 5, 

2 З ЦЕ За: . т 3“ т ат. 

Располагаемь оба сомножителя по возрастающихь степенямъ главной буквы 
= и производимь дЪйстве слфдующимь образомъ: 

4.3 5 э — пах -|- аз — сах 42 5а*— зах 5 

и бах м 



У ИВ 

ПРимФРЪ 11. Ужножить 85° — 343? — ба42-- @* на 72° — Вах -|- а*. 
Располагая дЪйстые такимь же образомь какъ и въ предыдущихь прим- 

рахъ, оставляя пустое мфето тамъ, гдЪ во иножимомь должны бы были нахо- 
диться члены, содержаще 2 и 23, имфемъ: 

82° — 3481 — 5а\е а 
72° — Зах а? 

567 З1азл* — 35а? -- Табл? 
— 64а2% Е 24алла | 404358 — Ва 

—{ 83° — Зам — бара‘ 

567 — 6408 -|- 80358 — Э1азля — Пава? 44а — 13а ат, 

Свойства произведен!я двухъ полиномовъ. 

35. 1. Число членовъ произведения. — Умножая множимое на первый членъ 
хножителя, получаемь первое частное произведен, ихфющее столько членовъ, 
сколько ихъ и во множимомъ. Произведеше иножимаго на второй член иножи- 
теля содержить опять столько членов, сколько имъ во множиможь, и т. д. Шо- 
этому, если частныя произведешя не содержать подобныхь членовъ, то число 
членов» произведеня равно будеть произведению числа членов» множи- 
‚маю на число членовь множителя. Напр., воли множимое имфеть 7 членовъь, 
а множитель 5, то въ произведени будеть 7Ж5 или 35 членовъ. 

Но произведеше двухъ многочленовь можеть содержать члены подобные; 
вслфдетше соединешя нфеколькихь подобныхь членов въ одинъ, число членовъ, 
произведешя можеть уменьшиться, но никогда не можеть сдЁлаться меньше 
двухь. Въ самомь дфлЪ, легко доказать, что въ произведени двухъ полиномовъ, 
содержащихь одну и ту же букву 2, всегда есть по крайней мВрБ два члена, 
которые не имфютъ себф подобныхь между другими членами произведеня, и 
потому Неприводимы. Для доказательства замфтимь, что всяк члень произ- 
ведент происходить отъ умноженя какого-либо члена множимаго на одинъь изъ 
яленовъ множителя; и показатель главной буквы въ нежь равень сумиф пока- 
зателой той же буквы въ членахь хножимаго и хножителя, отъ которыхь онъ 
произошель. СлБдовательно, помноживь высшйй относительно главной буквы 
члень иножимаго на выспий члень множителя, мы получимь члень произведе- 
я, въ которомь показатель главной буквы будетъ равенъ суммв наибольшиитгь, 
показателей той же буквы, каке имфются въ сомножителяхь; очевидно, что та-. 
кой члень произведешя будетъ имфть главную букву съ показателемь большимъ, 
ея показателей въ другихь членахь произведения; поэтому означенный членъ`не 
можеть имфть себ подобныхь между остальными членами произведеня и слфд, 
ость члень неприводимый. — Помножая низийй относительно главной буквы 
члень множимаго на низший член множителя, получимь членъ произведен, въ 
которожъ главная буква будеть иифть показатель, равный сумиф наименьшихь 
показателей той же буквы въ сомножителяхь, слфд. показатель главной буквы 
этого члена будеть меньше чёмь въ другихъ членах произведеня, & потому 
это будеть также члень неириводимый. Заключаемъ, что произведеше двухъ 
хногочленовь содержить, по меньшей мфр, два неприводимыхь члена — высший 

„И низный относительно главной буквы. Итакъ: 
наибольшее число членовь произведеня равно произведению числа членовь 
множимаю на число членовь множителя, наименьшее же — два, члена. 
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Примьъчане. Когда множимое и множитель раслоложены по нисходящимь 
зестодящимь степенямь главной буквы, то неприводимые члены (выспйй и 
) занимають крайшя ифста произведеня. 

ВажеслдующЙ примфръ представляеть одинъ изъ случаевъ, когда произве- 
5ё иифоть только два члена, 

ара аа --=--1 
2—1 

дааа х 

— 9—4 9—8 —1 

2 —1 

И. Свойство произведешя однородныхь многочленовъ. — Произведеве 
двухъ однородныхь многочленовъ есть многочлень однородный, а измбрене его 
равно сумм} изифрешй множителей. Въ самомь дфлф, произведене двух ка- 
китъ-нибудь членовь иножимаго и множителя имфеть изибреше равное сумм 
показателей перемножаемыхь членовъ; но оба многочлена однородны, слЁд. эта, 
сумма во вофхь членахъ произведеня будеть одинакова, т.-6. произведеше само. 
будетъ однородно, а его измёренше равно суммв измфренй сомножителей. › 

Такъ, иногочдень а!-|- а -|- 4121 -|- а2*-|-х' есть однородный много- 
ялень четырехь изифренй; а — 2 есть однородный двучлень одного измфреня; 
произведеме же ихъ 4*— <* — однородное выражен! пяти измренй, 

Замфчательные случаи умножен!я. 

36. Разсмотрижь нфкоторые часто встрчающеся особенные случаи умно-- 
женя. 

. 1. Пусть требуется сумму а-- 5 возвысить въ квадратъ. Для этого надо. 
а-|- помножить само на себя: 

а? -|-2а6-|- 6. 
Итакъ: (а-[- 5)* = а*-|- 2а6-|- 63, т.-е. 

квадрать суммы двухь количествь равенъ: квадрату перваго члена, -- удвоен- 
ное произведеше перваго члена на/ второй, —- квадрать второго, 

_Наприя., (бай -|- 2у)* = (5271)*-|-2.. 52. 2у-|- (2у)* = 2524 -|- 2059 -|- 4у?. 

> Ц. Возвысимь въ квадрать разность @ — 6: 1 

а-—ь 

а—ь 
: а — а 

Е й — 46° 
7 * — 2ар-|- 53. 

= ыы: (@а— 5) — 48 — 2а 6-Е, т.е. 



___  квадрать разности двухь воличествь равень квадрату перваго чдена, — удвоен- 
_ное произведеше перваго на второй, -— квадрать второго. 

Напр. (0,342—2*)*—(0,3а2)*—2 . О,Зах . 2-|-(23)-—0,09а32—0,баж- =”. 

ТИ. Умножить сумму двухъ количествь а и В на ихъ разность: 

__ Итакы (а 0) (а — В) = а — 1, 1-6. ; 
_ произведеше суммы двух количествъ на ихъ разность равно разности ихъ квад- 

Напр. (4299 - у дуаану — ау) == (аль) — [3 ху} тб вау, 
Т\. Найдемь кубъ сужмы а-- 5, Захфчая, что (а-- 5) = (а + 5) ат, 

пи что, (а-|- 5) — @* | 2а6-|-6:, мы найдемь искомый результать, умноживь 
29-2060 на а 6: - 

аа 
а ь 
ара тая 

я Е аа 
аа заб за, 

Слфдовательно: (а-|- 5) = а*-- За -|- За? -|- $3, т.е. 

кубъ суммы двухь количествь равенъ: кубу перваго члона, —|-- утроенное произ- 
_ ° ведоше квадрата перваго члена на второй, -|- утроенное произнедеше перваго’ 

члена на квалрать второго, -- кубъ второго, 

Напр. (2а-|- 49)* — (24*)*-|-3 . (242)* . 40-3. (2а9)(46)? -|- (493)8 — 
— 848 -- 48а —- 9байв -|- 6465. 

У. Такимь же образомъ найдемт (а — $)3, умноживъ (а — 6) или а* — 2а5-|- 
1 ва— 0: 

5 ^ а — 246 

ео 
аз — 26а 

4 -|- 2008 — №8 
За — в, 

Слфдовательно: (4 -— 6) — а? — За | 3а6* — 63, т.е, 

кубъ разности двухъ членовь равенъ кубу перваго члена, минусъ утроенное про- 
изведеше квадрата перваго члена на второй, —— утроенное произведеше перваго 
члена на квадрать второго, минусъ кубъ второго члена. 

"Напр. в 3*)— (;)— $ (. Заа--З. 3. (Ва) — (За 

а аи 2725. 



#1 

СЕ ол 

37. Форнула № П можеть быть выведена изъ формулы № [, если въ по- 
баней положить $ = — В; нахолимъ 

[а--(—В)=ай--2а(—5)--(—5)* 

Зажётивъ, что @-- (—5') =а— 6’; затвмь, что -- 2а(—5') = — 245, и что 
5—5) —=-Н 5, инбемъ 

(@а— 5) — а — за’ -- 5. 

Такимъ же образомъ, подставляя въ формулу № ГУ вмБето Ь количество — 5", 
золучаень, ) 

@-- (Ир (Си 
Замфчал, что а --(— 0) =а — И, чо -- 3—5) Зазв/, что За(-—5)* 
—- За и что (—6)3 = — 3, иифемь 

(а — 5) — а* — 3а35' -|- аб — 53, 

Приложен/я. 

38. Приложимь формулы $ 36 къ нёсколькимь прижфрамъ. 
ПРиизРЪ 1. Возвысить 79 въ квадрат. 
По формул № Т нибемъ: 

79* — (70-|- 9) = 4900 -- 1260-81 — 6241. 
Примзрь П. Возвысить 97 въ квадрат. 
По формул № П ижфемь: 

97° —= (100 — 3)* = 10000 — 600 --9 = 9409, 

ПРиифРЪ Ш. Помножить 103 на 97. 
По формуль № Ш находимь: 

108 Х 97 = (100-- 3) (100 — 3) = 10000 —9 = 9991. 

ПРимъРЬ [У. Преобразовать: 

(Заз — 2а65-|- 361) (3а*-{- За — 36). 

Первый множитель можно представить въ вид® 34? — (245 — 351); второй — 
въ вид 3а-|- (25 — 33); примфняя формулу № Ш, получимь: 

(За) — (246 — 363), 
‚или, выполняя дЪйствия: 

Эа — 4а%5* -|- 12а5* — 95. 

ПРимъръ У. Умножить 2--у--2— # на #-|-у—е-- 1. 
Представивъ данныя выражевя въ вид 

Ее и @-у—@-—9 

и прихфняя формулу № Ш, находимь 

(#у)*—@—9*. 
› 4 
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Прилагая сюда теоремы №№ Ти П, получимъ, 

(е-ву-у) ——зя в), 
нли, раскрывъ скобки: 

а 2жу-- у — 2-28 — #. 

ПРимфРЪ УТ. Составить произведеше 

(а--ь--с)(а--ь— ©) (а—ь--9(—Фа-Нь-о. 

Первые два множителя можно представить въ видф 

(а -Нен а) —в; 

ихъ произведеще — 

(а-- 5)? — с? иди а 246 --— 9... (1). 

Тремй "и четвертый множители пишехъ въ видв 

с (@а—5) ис— (а— 5}; 

ихь произведеше равно 

2 — (в — В) или с* — а? -|- 25—65... (2). 

Представивъ (1) и (2) въ форм 

2аь -|- (а1-- 5 —*) и 26 — (а -|- 51 — с1) 
и перемноживъ эти выражешя, имфемь: 

(2а6)* — (а*-|- 53 — с*)% или 4а53 — (а 63 — с). 

Чтобы триномь а*-|-5* — с* возвысить въ квадрать, разематриваежь на- 
время а°-|- 5? какъ один член; положивъ, что а*-- =, инфемь: 

(а -|- 6 — 1) = (8 — 61) = 81 — 2862 -|- с®. 

Подставляя вибето 8 ого величину а*-|- 6*, получим, 

81 — 28. аси = (а*-|- 63) — 2(а*- 3) == а зам — 
— 20308 — 2630 -|- с. 

Итакъ, искомое произведеше равно 

-4а63 — ай — 24161 — В -|- 24352 -|- 26368 — с\, нли 2353 -|- 2а?сз -|- 259? 
а — М — с. 

ПРимзРъ УП. Возвысить въ квалрать иногочлень 1-2 — 21-29. 
Въ предыдущемь примфрф намъ пришлось возвышать въ квадрать триножь 

а*-|- $2 — с%; для этого мы обозначили двучлень а*-- 5? одною буквою $, и 
черезь это получили возможность примфнить къ данному случаю формулу ква- 
драта бинома. Вообще указанный премъ можно съ удобствомь примфнять при 
возвышеши многочленовь въ квадрать и кубъ. Такъ, въ данномь выражени 
положимь на время 1--2 — 2°—5; данный многочлень приметь видъ 3—2; 
возвышая въ квадрать, получимь 

аа аира аа ада 26. 
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Полагая въ членв (1--2 — 2*)? на время 1-|-2==, найдежь: 

пер Раза 
а 1-22-22 — 242 — 223-44. Слфл., данное выражеше равно 
Те — 228 — 29-22-24 — 222 -|-1°, или. 1-25 — 
За — 28-26. 

ГЛАВА \. 
Дфленше. 

Отредфлене. — Правило знаковъ.—Правило показателей; значен!е символовъа-4 и а°.— 
Дёлене одночленовъ; признаки невозможнаго хфлен}я ихъ.— Двлеше многочлена на 
эдночленъ.— Дфлене многочлена на многочленъ.— Признаки невозможнаго дфлешя. 
жногочленовъ.—Дфлеше полинома послфдовательно на нфсколько данныхъ подино- 

мовъ.—Замфчательные случаи дфленя (теорема Безу). , 

39. Опредфлеше. — РаздЪлить одно количество на другое значить найти: 
такое третье количество, которое, будучи умножено на второе, дало бы въ про- 
изведени первое.— Первое данное количество называется дълимымь, второе — 

‚ а искомое количество—частным», 
Если дфлимое есть А, дфлитель В, а частное {, то, по опредфленю дфй- 

ства, связь между этими тремя количествами выразится равенствомь: 

9 ЖВ=А. 

40. Правило знановъ. — Основываясь на опредфлеши дфлешя и на правил 
зваковъ при умножении, легко найти правило знаковъ при дфлени. р 

Пусть требуется (--@) раздфлить на (--5). По опредфленйю дфленя, част 
вое, умноженное на дфлителя, должно давать дфлимое; но только количество, 
зредшествуемое знакомь -|-, при умножени на (--5) можеть дать (-а). 
Сафдов. 

е Ее: 
При двлеши (—а) на (--5), въ частномь должно быть (— 9), потому 

что только количество, предшествуемое знакомь —, при умножеши на (-- 5) 
жожеть дать (— а). Итакъ 

(-а): Ро=— 4. 

Дфля (--а):(—5), мы ищежь количество, которое, будучи умножено на, 
(— 5), давало бы (-а); но какъ только количество со знакомь —, при ‘умно- 
женщи на (—5), можеть дать (--а), то 

(а): (= =—4. 
> нець, припохиная, что при умножены (—) ва (-|-) даеть (—), нахо- 

дихь: 
(—-@: 9 =--4. 

Итакъ: 
= (Са: СР =-а. 

` (= 4. 

“о 
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Отсюда вытекаеть правило: при дьленём количеств сь одинаковыми 
знаками, вь частномь получается (-|-), при дъленви же колимествь сь 
‘разными знаками (—). 

Правило это — совершенно общее: оно относится и къ тому случаю, когда, 
знаки предшествують абсолютнымь значеныямь количеств, и къ тому — когда 
аи сами суть количества положительныя или отрицательныя. Въ самомь 
дфлЪ, выводъ правила основанъ на правилф знаковъ при умноженш, а это по- 
слфднее правило доказано для какихь угодно количествь. 

41. Правило показателей. —Разсмотримь дфлеше степеней одного и того же 
основана: пусть требуется раздёлить а” на а”, тд а — какое угодно коли- 
чество, & № и # — числа цфлыя и положительныя. Замфтивь, что въ частномь 
должна получиться нфкоторая степень буквы а, назовемь неизвфстнаго показа- 
теля этой степени буквою 2, такъ что частное выразится формулою а”; 

а": а" —= а"... (1). 

Шо опредфленю дфленя, частное, умноженное на дфлителя, должно давать 
Двлимое, слёд. 

но, по правилу показателей при умножении, а”. а” — а*Р", сдфд. имфемь ра- 
зонство: 

аа". 

Но степени одного и того же основаня тогда будуть равны, когда. показа- 
тели ихъ равны, а потому должно быть 

ш--в=т. 

Чтобы по извфстной сум (7) и извфстному слагаемому (®) найти другое 
слагаемое (2), нужно изъ суммы вычесть извфетное слагаемое. Итак, 

&=т— м. 

Подставляя въ равенство (1) вмфсто 2 найденную величину, имфемъ: 
а"... (2) 

Отсюда правило: при дълеши степеней одною и тою же основашя 
нужно: основаще в частном» написать то же самое, @ изь показателя 
дълимало вычесть показатель дълителя. 

Изсявдованте. — Формула (2) даетъ мфсто слдующимь случаямъ: 

1) ж>я; 2) т=п; 3) т<». 

а": а" = 

1-й случай. — Если т_> п, то разность т — п даеть положительное 

(цлое) чмело, и частное а”—” подходить подъ вышеданное опредфлене ‘степени 
какъ производошя фравныхь количеству а множителей. Такъ, если %— 8, а 
п—5, то а": 4" = 48 — 43, т.-68. @.@.а., ит. д. Этоть случай не пред- 
ставляеть, слфдовательно, ничего особеннаго. 

2-й случай. Если т—®, то разность т — ® равна нулю, и частное при- 
нимаеть видъ а°. Выражеше 4” саме- но себф не имфеть никакого смысла, т.-е. 
его нельзя разематривать въ симелф степени, ибо показатель долженъ означать, 
сколько разъ основаше берется множителемь. Значеше символа а” откроется, 
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если мы обратим внимане на его пронсхождеше. При ж=я дфлимое а” и 
дфаитель а” дфлаются равными, а частное оть раздфлешя количества самого. на 
себя есть 1; поэтому 

а =1, 

а такъ какъ @ означаеть какое угодно количество, то заключаемъ, что всякое 

холичество в5 нулевой степени даеть единицу. 
Такимь образомь: 7°—1; 2°=1; (а* — 62) = 1 ит. п. 
Здьсь самь собою возникаеть вопросъ: если мы знаемъ, что а”: а” есть 

ни что иное какъ 1, то для чего замфняютъ 1 особымь символомь 4°, изфющимь 
только видъ степени, но не инфющимь смысла какъ степень? Это дЪлается для 

того, во-первыхъ, чтобы въ правилЪ показателей не дфлать исключен я для слу- 
чая #==и, другими словами, — въ видахь обобщения этого правила; и, во- 
вторыхъ, чтобы имфть возможность сохранить въ частномъ букву а, которая 

иначе не вошла бы въ частное, ибо была бы замфнена единицею. 
3-й случай. — Если т < п, то разность т — ® отрицательна; напр: если 

п превышаеть т на 4 единицъ, то 2% — == — 9, и частное имфетъ видъ а“. 
Выражене а? опять не имфеть значен!я степени, ибо а нельзя взять множи- 
телемъ отрицательное число разъ. Чтобы выяснить значене символа @—4, поста- 
раемся частное въ случа % < ® выразить въ иной форм%. 

Полагая, что ® больше % на 4 одиницъ, т.-е. ® —= т-|- 9, можежь частное 
а":а" представить въ видё а”: а*+. Обозначивь его буквою 2, инфемъ 

а": а" Н—х. 

По опредфленю дфленя, ихфемъ отсюда 

а" — а". 

Раздфливъ 06 части этого равенства на а”, находимь: 

за" _ а" 
тмин” 4 

ат а м" Замфтивъ, что частное ат ГАВНО 24 (ибо, умноживь его на дфлителя а”, 
м 

находимь въ результат дфлимое ха”), и что = 1, получаемь равенство 

2. а“ =1, 
откуда 

1 2 я: 

Но то же самое частное было представлено въ форм а—“; поэтому 

АЕ 
== Ро 

Такъ какъ @ означаеть какое угодно количество, то’ заключаежь, что вся- 
кое количество сь отрицательныма показателемь равно единиць, дтъ- 
ленной на то же количество с» положительнымь показателем. 
Такимъ образом: 

а- ; (а*— 5) 1 
ар ит. 1 
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Отрицательные показатели введены для того, чтобы: во-первыхь, въ правил 
показателей не дфлать исключеня для того случая, когда показатель дфлимаго 
меньше показателя дфлителя, т.-е. въ видахь обобщения этого правила; и, во- 

вторыхъ, чтобы имфть возможность дробь (ваш) изображать безъ знамена- 

теля, т.-6. въ формВ цфлаго алгебраическаго выраженя. 
Итакъ, вводя показатели — нуль и отрицательный, мы можежь всё случаи 

дфлешя степеней одного и того же основашя совершать по одному общему пра- 
вилу: основаше писать въ частномь безъ перемфны, а вадъ нимжъ показателя, 
равнаго разности показателей дфлимаго и дфлителя. 

Дълеше одночленовъ. 

42. Пусть требуется раздфаить 63а75%*4* ва — 9а\е. Знакъ частнаго 
должень быть (—), потому что дфлимое в дёлитель изфютъ разные знаки. По 
опредфленю двлешя, въ застножъ должно быть такое количество, которое, буду- 
чи умножено на дфлителя, давало бы хфлимое; слфд., коэффищенть частнаго 
есть такое число, которое, во ужножени на 9, давало бы 65; такое число мы 
пайдемь, раздфливъ 63 ва 9: получижь 7. Далфе, чтобы въ произведения нифть. 
а?, надо а умножить на а?; слфд. буква а войдеть въ частное съ показате- 
лемъ равнымъ разности показателей этой буквы въ дВлимомъ и дфлителф. Такииъ, 
же точно образомъ убфдимся, что буква © войдеть въ частное — съ показате- 
лемъ 3, а буква с — съ показатележь 4. Наконець, чтобы въ произведеше во- 
шло 4*, необходимо, —- такъ какъ буквы @ ить въ дфлитель, — чтобы она во- 
шла въ частное съ тВмъ показателем, какой она имфетъ въ дблимомъ. Итакъ 

63а'5%ез4*: — дате = — Табе а* 
Отсюда нифемь 

Правило. — Чтобы найти частное оть раздъленя одною одночлена 
на друюй, нужно: 1) коэфбфишенть дълимаю раздълить на коэффи- 
шенть дълителя; 2) а затьмь написать всъть множителей дълима- 
10 — каждало съ показателемь, равнымь разности ею показателей въ 
дълимомь и дълителт. 

В» частномь случат, если какой-либо множитель находится только 
6% дълимомь, онъ входит» в5 частное безь измънемя показателя; если 
эке какой-либо множитель импеть в дълимомь и вы дълителть 
ховало показателя, то въ частное войдеть съ нулевымь токазателемь. 
Напримтрь 

4а?63с® : Заре — Забей. 

Но, какъ 5°==1, то можно частное представить въ вид 2ас*. 
Примфняя это правило, найдемъ, что: 

1) 92аз6лллу® ; ЭЗавиалуз — дау. 

2) базе) а — 2): —Таче- Ру) — 39) — — бабке уе у). 
3) — раза — ве у): — Зе -- Зуд аа — е-- Зи). 

43. Признаки невозможнаго дфленя одночленовъ. — Дфлене цфлыхъ одно- 
членовъ называется возможнымъ, если частное можетъ быть выражено цълою 

формулою, т.-е. не содержащею буквенныхь дЪфлителей; въ противномъ случа, 
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т-= когда частное получается въ фориф алгебраической дроби, дфлене. считает- 
<# мевозможнымь. 

Изъ самаго опредфлешя невозможнаго въ алгебраическомь смыслв дфлешя 
«афдуеть, что если не дфлятся другь на друга только численные коэффищенты, 
то дфлеше слфдуеть считать алгебраически возможнымь. Напр. дфля 445% на 

4 Н 
За, получимь въ частномь = абс — выражен алгебраически цфлов, такъ 

хакъ оно не содержитъ буквенныхь дфлителей. 
Дфлеше одночленовъ невозможно въ слдующихь двухъ случаяхъ: 
1) Когда показатель хотя одной буквы дфлителя больше показатедя той же 

буквы въ дфлимомъ. Такъ дфлеше 64%? на 2а6‘ невозможно, потому что на 
какой бы юлый одночленъ пи умножили дфлителя, всегда въ произведеше бук- 
ва 6 войдеть съ показателемь, болышимь 2: частное не можеть быть, поэтому, 
выражено цфлыхь’ одночленомт, 

Въ такомъ случаф дфлеше только обозначается, и получается дробь 

ба. ^ 
за’ 

послфдняя, какъ будеть показано далфе, можетъ быть упрощена сокращешемь. 
2) Когда дфлитель содержить такую букву, которой нфть въ дфлимомь; 

вапр. 44% не длится на 3а64*. Въ самомъ дфль, на какой бы цфлый одно- 
членъ мы ни умножили дфлителя, въ произведеше непрежзнно войдеть буква @, 
которой нфть въ дфлимомь, а слФд. частное не можеть быть представлено п$- 
лымъ одночленомъ. 

Обозначая дфлене, получимъ дробь 

4а'% 

заза? 

которая также подлежить сокращению, 

Дфлене многочлена на одночленъ. 

44. Пусть требуется раздфлить многочлень а—6--с—@ на одночлень %. 
Частное не можеть быть одночленомь, потому что умноживъ одночлень на одно- 
члень (т), въ произведен найдемъ одночлень, между тфмь какъ должны по- 
лучить многочлень @—ь-|-с— 4. Итакъ, частное должно быть— многочленъ, 
‘для нахождешя котораго имфемь слфдующее ; 

Правило. — Чтобы найти частное оть раздълешя мноючлена “на 
одночлень, нужно каждый члень дплималю раздълить на’ дълителя, 
‘соблюдая правило, знаковь. 

Это правило доказывается а роземог. Мы говоримъ, что 

ао ела вела 
т’ ттт т 

Для доказательства умножаемь частное на дфлителя; по правилу ужноженя 
иногочлена на одночленъ находимъ: 

а. ь с а 
= т и) тв. т т 
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'Но чаетное Г умноженное на дфлителя 9%, даетъ дфлимое, слёд. =. т=а; 

точно такъ же: тета "4 .т 4. Такииъ образом 

ве) таре а, 

т.-е. частное, умноженное на дфлителя, воспроизвело дЪфлимое, слфд. это частное 
составлено вфрно, и правило доказано. 

Примтры: 

1) (8а1$1 — Заз -|- 12426) : 4а15 — 2а* — Зав +3, 

2) [28а (г — у) 12621 — уз) (#-- у) — 846 (2-Ну) (2 —у 
4а6' (2 — у) = 746 (= — у)*-|- За (2-5 у) — 2(2--у)*(#— у), 

Дфлев!е многочлена на многочленъ. 

46. Частное отъ раздфлешя нфкотораго многочлена А на иногочлень В есть 
выраженще алгебранчески дробное, вида 

А 
В 

Въ большинствф случаевь такое выраженю нельзя замфнить другииь — про- 
отйшихь. Но когда цфлые многочлены А и В содержать одну иту же букву, 
10 возможенъ такой трет! многочдень С, ммый относительно той же буквы, 
который, будучи умноженъ ва дфлителя, дасть дЪлимое. Въ такомъ случа го- 
ворятъ, что дфлеше полинома А на В возможно. 

Укажемъ, какъ въ этомъ исключительномъ случа находатъ частное. 

Допуская, что многочлень 

823 —{- 104% — 3123 -- 2247 — 292-12 
длится на многочлень 

428 — 52% -- 32 — 4, 

постараемся опредфлить члены частнаго. 
Налисавь дблитель справа оть дфлимаго, отдфляють ихъ вертикальною чер- 

тою; затВмъ, дфлителя отдфляють горизонтальною чертою отъ частнаго, котораго. 
члены, по мВр ихь нахожденшя, и пишуть подъ этою чертою. 

Дёлимое ... 82'-|-102*—3143-{-222—292--12|42*—541-|-32—4... дблитель 
— 82-51025 62-Е 822 __ 22-5 —8... частное 

1-й остатокъ... 202\—372°-|-301--292-|-12 
— 202-258-515 а1--205 

2-й остатокъ ...... —1258-152— 95--12 
ЗЕ12а33Е1байч- 9а=Е12 

0 

По опредвленю, дфлимое есть произведене дфлителя на частное. 
Но по свойству произведешя двухь многочленов ($ 35), высший членъ про- 
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заведения происходить, без» приведеня, отъ умножешя высшихь членовъ 60- 
эвежителей, т.-8. въ нашемь случа отъ умножешя высшаго чаена дфлителя на 
зааийй членъ частнаго. Поэтому, назвавъ высший член частнаго буквою 4, им$- 
«из: 52—44 Х 4, откуда, замфчая, что неизвфстный сомножитель (4) опре- 
я®ляется дфлешемъь произведеня (82") на извЪстнаго сомножителя (423), на- 
зелимъ: 

4— Ва": 42 — 2, 

Итакъ, чтобы найти высшйй членъ частнаго, нужно высший члень дфлимаго 
раздфлить на высний члень дфлителя. 

Для нахождешя слфдующаго члена частнаго руководствуемся такими ©00б- 
ражешями. Дфлимое есть произведеше дфлителя на всф члены частнаго; а по- 
тому если изъ дфлимаго вычесть произведеше дфлителя на первый членъ частнаго, 
то остатокъ будеть представлять произведеше дфлителя на сумму остальных 
членов частнаго. Умноживь дфлителя на высшй члень частнаго и вычтя про- 
изведеше 82° — 1021 -|- 62° — 82? изь дфлимаго, находимь остатокъ, равный 
2021 — 3743 -|- 30° — 29%-|- 12. Такл, какъ этотъ остатокъ есть произведеше 
дфлителя на вс члены частнаго, начиная со второго, то его выспйй злень 
(202) произошель безъ приведешя отъ умножешя высшаго члена двлителя 
(42%) па выспйй изъ ненайденныхь членовь частнаго. Называя послёднй бук- 
вою 4’, имфемь такимь образомь: 204% — 42%. 4’, откуда 

Ч’ = 202: 428 = 5х. 

Итакъ, для нахождения второго члена частнаго нужно высш членъ перваго 

остатка раздфлить на высший членъ дфлителя. 
Замфчая, что первый остатокъ есть произведене дфлителя на всЪ члены част- 

наго, начиная со второго, заключаемъ, что если вычтемь изъ этого остатка 

произведене дфлителя на второй членъ частнаго, то новый (второй) остатокъ 
будеть представлять произведеше дЪлителя на всф члены частнаго, начиная 
съ третьяго. Умноживь въ сахомъ дфлф дфлителя на второй членъ частваго и 
вычтя произведене изъ перваго остатка, находимь второй остатокъ: — 122 -|- 
-- 152 —92--12. По свойству произведеня, высшёй члень этого остатка 
произошель безъ приведешя отъ умножешя высшаго члена дфлителя на выспий 
изъ ненайденныхь членовъ частнаго. Слфдоват., если назовемъ послди!й буквою 
4’, то пайдемь равенство: — 122 — 42°. 4”, откуда 4” = — 122% ; 42% — 
— — 3. 0тсюда заключаемъ, что для нахождешя третьяго члена частнаго надо 
ВЫСШИЙ членъ второго остатка раздфлить на высшйй члень дфлителя. 

Такими же разсуженями какъь и прежде убфдимея, что для нахожденя 
четвертаго члена частнаго, въ предположени что онъ существуетъ, надо дфли- 

теля умножить на трей членъ частнаго и произведеше вычесть изъ второго 
остатка. СдВлавъ это, находимь въ новомъ остаткЪ 0. Это значить, что дфле- 
1@ окончено, и послфдый члень частнаго равень — 3. Все же частное равно 
2-55 — 3. 

Что частное найдено вфрно, въ этомъ убфждаемся, помноживъ дфлителя 
на частное: въ произведени получается дфлимое. 

Припоминая ходь дфйстыя, заключаемъ, что для отыскашя послдователь- 
ныхь членовъ частнаго намъ приходилось дфлить высшие члены дфлимаго и 
каждаго остатка на выспйй членъ дфлителя. Чтобы имфть эти выспйе члены 
всегда на первомъ мЪст, а также для удобства приведевя, до начала дЪйств/л 
располагають дфлимое и дфлителя по нисходящихь степенямъ главной буквы. 



32758" 

Соображая все сказанное, приходимь къ слдующему правилу двлешя мно- 
точлена на многочлен: 

Правило. — Кода частное от» раздьленя двуть цтьмыль полиномовь 
можно представить в5 формь цтело полинома, члены частнаю нахо- 
Эимь слюдующимь образомь: 

Располалаемь дълимое и дълителя по нистодящимь степенямь злав- 
‚ной буквы. 

Первый члень дълимало дълимь на первый члень дълителя: получа- 
ем» первый члень частноло. 

Вычитаемь изь дълималю произведене дълителя на первый члень 
частнаю и получаем» первый остаток. 

„Первый члень этою остатка дълимь на -первый члень дълителя: 
находимь второй члень частнало. 

Вычитаемь изь первало оспиитка произведене дълителя на второй 
члень частнало и получаемь второй остатокз. 

Дьлимь первый член» этою остатка на первый члень дълитеая: 
находимь третай члень частнало, и т. 9., продолжая 00 ттъьть пор, 
пока въ остаткъ получится ноль. 

Воть еще причръ: 

12а7—З5а%-—24а52-+78а\ + заза? Злабе 367 За\— ба -—Чази-- ва —9 

Рибо аб афтар _ | Забор табе-4ь — 
—204%— За-+54а 94 29а --1тааь--З1а ЗВ 
20а Еда и-ЕЗбач--4оазЗЕ4бая 

— вами 9амь-нвдами--овазб-З ай 3607 
:2вами-еЗбимь--4дафе-ббаль-Е6Заве — 

з--баЗЬ-2Ваз-— Зав 

(Измбненные знаки вычитаемыхь членовъ поставлены сверху). 
46. Такъ какъ низиий членъ дблимаго есть также члень неприводимый и 

происходить отъ умножешя низшихь членовъ дфлителя и частнато, то можно 
начать дЪйстве съ опредфлешя низшаго члена частнаго, который мы найдем, 
раздьливъ низпый членъ дфлимаго на низший членъ дфлителя. 

Далфе, для низийй члень перваго остатка на низший членъ дфлителя, най- 
Демь ниспИй изъ ненайденныхь еще членовъ частнаго и т. д. Однижь словом, 
дфлеше многочленовь можеть быть выполнено въ порядк%, обратномь вышеиз- 
ложенному, т.-е. начиная съ низшаг и восходя послфдовательно до высшаго 
члена частнаго. 

Приводим прижрь такого расположешя дйствля: 

6—152-1329-{-5421 — 6721-{-382*— 926—56а7 | 3—4 ба — 4 
2—5 Таз 

382°— 9528—5627 

ЗЕ20-- 25-Е 352 

— 212-242 — 2824 За7— 948 — 567 
— 211 2821-3527 --492° 

; 2422  — 3245-4048 — 5627 
— 242 ЗЕ 24026 56а 
=. Е о. 
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47. Когда дЪлимое есть многочлень неполный, т.-е. содержить не всф сте- 
пени главной буквы, то сохраняютъ ‘мфета недостающихь членовъ, чтобы можно 
было писать подобные члены одинъ подъ другимъ. 

ПРимъРЪ. Раздфлить 142°-|- 5425 — 392 — 77--2 на 22-|- 82 — 
— 52 — Зе 1. 

Въ дблимомъ недостаеть членовъ, содержащихь 23 и 22; сохраняя фота, на 
которыхь должны бы были находиться эти члены, располатаемь дЪйстве такъ: 

142°-|- 542" — 3921 — 72-2224 | 82 — ба — 82-1 
— Ма 56а Е Збай Е Ла -- 7 7 — х 2 

2 426-2128 — Та 
тв 22°-- Зай-Е 51-Е За -- 2 

42 -|- 162 —102*—62--2 
4--1628-- 102-- 62-22 

0 

Признаки невозможнаго дЪлен!я многочленовъ. 

48. Когда частвое отъ раздфлеши одного цфлаго многочлена на другой мо- 
жеть быть выражено ифлымь многочленомь относительно входящихь въ него 
буквъ. то тозофать. что длеше возможно; если же частное нельзя представить 

фофж® кфлаго ивогочлена, дфлене называется мезозможнымь. 

Изла ножво & рю узиать, совершается дёлеше вацфло, или’ ить; въ 
большинстеЬ же случаевъ узвать этого вельза. ве совершая па саможъ дель 

1. Если дфлитель содержитъ букву, которой нфтъ въ дфлимомъ, то на ка- 
кой бы ифлый многочлень ни ‘умножили дфлителя, эта буква остается въ произ- 

ведеши, которое поэтому никогда не будеть равняться дфлимому. Значитъ, въ 
этомь случаз частное не можеть быть представлено въ форм ифлаго много- 
члена, и дфлене невозможно. Наприифру, 

За*-|- 5а6 — 

не можеть раздфлиться нацфло на 4а-- $, такъ какъ дфлитель содержит 
букву с, которой нфтъ въ дфлимомь. Частное наображають въ вндф дроби, озна- 
чая дфлеше горизонтальною чертою: 

П. Когда дфлимое есть одночлень, а дфлитоль — жногочлень, то частное не 
можеть быть выражено ни цфлымь одночленомъ, ни пфлымъ многочленомъ. Одно- 
членомъ оно не можеть быть выражено потому, что произведеше многочленнаго 
дфлителя на одночленное частное дало бы многочленъ, между тфмъ какъ дфли- 
мое одночлень. Многочленомъ оно не можеть быть выражено. потому, что произ- 
зедене многочлена — дфлителя на многочлен — частное содержить по меньшей 
ифрв два неприводимыхь члена, между тзмъ какъ дфлимое — одночленъ. 

Такъ, дьлеше а* на а-|-Ъ невозможно, и частное иметь видъ дроби 

а ь 



бе 

ТИ. Если возможень цёлый полиномъ (частное), который, будучи умножень 
на дфлителя, даваль бы дфлимое, то выспйй членъ дфлимаго долженъ быть про- 
изведешемь высшихь членовъ дЪфлителя и частнаго, а низный членъ дфлимаго— 
произведешемь ихъ низшихъь членовъ. Поэтому, высший чденъ частнаго долженъ 
равняться частному оть раздфлея высшаго на выспий, а низший члень част- 
наго— частному отъ раздфлешя низшаго на низпый членов дфлимаго и дли- 
теля. Отсюда прямо слфдуетъ, что если не дфлатея нацфло высш члень дё- 
лимаго на высший членъ дфлителя, или низийй ва низший, то дфлеше невоз- 
можно. 

Такъ, многочлен 

347 — 64°-|- 327 — 42 — 22-72 

не дфлится на 
5 — 2-22, 

потому что низшЙ члень 72? дфлимаго не хфлится ва низший членъ 2? дфли- 
теля. 

Точно такъ же многочдеяъ 
32: —х-|-1 

аа 1, 

такъ какъ высший членъ дфлимаго (3%?) не длится на выспый членъ (2“) д- 
лителя. 

ТУ. Но если выспий членъ дфлимаго дфлится На выспый членъ дфлителя и 
визшИй на визшИй, то изъ этого еще никакъ не слфдуеть заключать, что дфяе- 
ше возможно. Совершая въ этожь случа® дфлеше и продолжая его достаточно 
далеко, всегда можно открыть-—возможно оно или ифтЪ, 

При этожь слфдуеть различать два случая: 
1. Дблимое и дфлитель расположены по нисходящимь степевяиъ главной 

буквы. 
Въ отомь случа степень высшихь членовь послфдовательныхь остатковъ 

идеть понижаясь. Для возможности дфлешя необходимо, чтобы выспий членъ 
каждаго остатка дфлился на высший членъ дфлителя; поэтому, если дойдемъ до 
остатка, въ которомъ высший членъ содержитъ главную букву въ меньшей сте- 
пени чфиъ выспй членъ дфлителя, и слфдовательно не длится на высший 
члень дфлителя, то заключаемь, что дфлеше невозможно. 

Такъ, пусть требуется раздфлить 

2-2 — 21-75 --4 

2 —--1. 

Высшый членъ дфлимаго дфлится на высший членъ дфлителя и визный на 
низший. Попробуемъ, не совершается ли дфлеше на-цфло: 

2-м — 7-4 | м — 2-1 
р 2 2 За За 

328 — За 12-4 
— 323 Е 32-Е 35 

4= 4 

не длится на 

на 
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Выспий членъ второго остатка не дЪлитея на высный членъ дфлителя: заклю- 
чаемь, что дфлеше невозможно. 

Иногда, прежде чфмъ дойдемь до такого остатка, можно ранфе убфдиться, 
возможно дфлеше или нфтъ. Въ самомъ дЪлЪ, предполагая, что дфлеше возмож- 
но, можно напередь опредфлить-каковъ долженъ быть низний членъ частнаго. 
Именно, если дфлеше возможно, то дфлимое будетъ произведешемь дЪлителя на 
частное, а потому низиий членъ дфлимаго долженъ быть произведешемь низшихь, 
членовъ дфлителя и частнаго; слфдовательно, раздфливъ низиий членъ дфлимаго 
на низиий членъ дфлителя, мы узнаемъ, каковъь должень быть низшИй член 
частнаго. Совершая дфленше, пусть мы дошли въ частвомь до члена той сте- 
пени, какую мы ранфе нашли для послфдняго члена частнаго; для того чтобы 
двлене было возможно, необходимо: 1) чтобы членъ, найденный нами въ част 
номъ, быль равенъ частному оть раздфленя послфдняго члена дфлимаго на по- 
слЪдй членъ дфлителя; 2) чтобы слфдуюний остатокъ быль равенъ нулю. Если 
хотя одно изъ этихъ условй не осуществляется, заключаемь, что дфлеше не- 
возможно. 

Приводимь прихфры. 
Раздфлить 27 — 32° — 42° 22% на 2 —5ж--1. 
Выспий членъ дфлимаго дфлится на высш членъ дфлителя и низшйй на 

низший; при этомъ, если дфленю возможно, то послфднимь членомь частнаго 
долженъ быть: -|- 224: 41 ==- 22%. 

Совершаемь на самомь дав дфлене: 

47 — 328 — Ч 2—5 1 
— 8-Е 2 2-24 

ое Б-р 
= 24 1023291 
== 

Раздфливъ высший членъ верваго остатка ва высшИй членъ дфлителя, нахо- 
дихь 22“. т.е. какъ разъ такой членъ, какимь долженъ быть послёднйй 
члень частваго; во какъ слфдуюнщИй остатокъ не равенъ нулю, то заключаемъ, 
что дАлеве вевозиожно. 

Друтой прихфръ: раздфлить 

82‘ -|- 102°-— 3224 — 322 -|- 545° — 20% на 42°-|- 52 — 2. 

Первый членъ дфлимаго дфлится на первый членъ дфлителя, и послднй на 
послфднй; притомъ, частное отъ этого послфдняго дфлешя есть -- 205: —2х 
или -—- 10, Члень -- 10 должень быть послфднимь въ частномъ, если дёлене 
совершается нацфло. - 

ыполняемь дЪйстве: 

82° -|-102° — 325 — 321-|-542 — 20% | 42-55 — 2% 
— 828 [Е 1025 -- 42 22—72 {8 

— 282 — За 54а. 
52824 3529-Е 1427 

3221-4028 — 202 
— 3221 402-162 

— = 



Члень частнаго, несодержащий буквы 2, оказывается равнымь 8, а не 
-Е 10, какъ должно бы быть при возможнохь дфленйи: заключаемъ, что дёлеше 
невозможно. Вычтя изъ второго остатка произведеше (423 -|- 52° —22), 8, на- 
ходимъ послёдый остатокъ: — 42. 

2. Дфлимое и дфлитель расположены по восходящимь степенямь главной 
буквы. 

Въ этомь случаф стешень низшаго члена послфдовательныхь остатковъ идетъ 
постеценно увеличиваясь, а потому низшйе члены остатковъ всегда будуть дф- 
длиться на низший члень дфлителя. Невозможность дфлешя открываемъь слфдую- 
щимъ образожь. Раздфливъ высий членъ дфлимаго на выспИй членъ дЬлителя, 
мы узнаемъ, каковъ долженъ быть выспий членъ частнаго, въ предположеши, 

что дфлеше возможно. Если, дойдя въ частножь до члена, содержащаго главную 
букву въ стешени, равной избытку показателя главной буквы въ послфднемь 
членф дфлимаго надъ ея показателемь въ послднемь членф дфлителя, найдем, 
что этоть чденъ отличень отъ члена, получаемаго дфлешемь послфдняго члена 
дфлимаго на послфдй члень дёлителя, или если этоть членъ будеть и == ука- 
занному частному, но слфдующий затфяъ остатокъ не будетъ 0, то дфлене— 
невозможно. 

Пусть, наприх., требуется раздфлить 

4 — За 5-2 — 1921 на 1 — 22 — 2%. 

Здфсь первый членъ дфлимаго дфаится на первый членъ дфлителя и посл д- 
ни членъ дфлимаго на послфднй дфлителя. 

Вели дфлеше возможно, послфднимъ членомъ частнаго должен быть 

(— 1924) : (—2) =-- 1927, 

4—З2-- 5а-- в? — 192% | 1-:22— 27 
24-8 4" | 46-Е 

5%-- 92-- 23 — 1924 
— 52-Е 10-Е 52 _ 

195°-{- 623 — 192% 

Е зве чл 
442 

Трей членъ частваго дфйствительно == -|- 1922, но затфиъ остатокъ не 
есть ноль: заключемь, что дфлеше невозможно. 

Еще примфръ: раздфлить 

—2--2— 52:-|- 42 в —1— 22-2. 

Если дфлеше возможно, послфднимь членомъ частнаго должень быть -- 42. 

2-х — баз 424 т 22-- 2 
ЗЕ=2-Е42-Е 22° 2—5=-- 121 

бе ба Баз 4 
БЕНЕ0Е 5= 

— 12 = 42 
122 2428-Е 124 

242 — 82 



в 

Фифто -- 42? находимъ въ частвомъ -|- 122%; крохф того, соотвфтствую- 
еталокъ должень бы быть нулемъ, а онъ равенъ 242? — 82. Значитъ, 

„= невозможно. 
езбенность случая. дфлешя цфлыхъ полиномовъ, расположенныхь но’ воз— 

ь степенямъ главной буквы (при соблюдени усломя дфлимости край- 
членовь дфлимаго на крайне члены дьлителя), заключается въ возмож- 
получешя въ частномъ неограниченнаго числа цфлыхъ членовъ. 0бусло- 

это тфмъ, что степени низшихь членов остатковъ ндутъ, постоянно. 
— зынтаясь. Такъ, въ послфднемь примфрф, продолжая дфлеше, получили бы 

зетзертый члень — 242? ит. д. 
49. Когда частное отъ раздфлешя цфлыхьъ относительно 2 полиномовъ одного 

а другой не можеть быть въ точности выражено цфлыхъ полиномомь съ конеч- 
зыхъ чирломъ членовъ, то оно можетъ быть представлено въ вид суммы, со- 

чтоящей изъ нфкотораго цфлаго относительно 2 полинома (когда таковой су- 
ществуеть и не сводитсл къ нулю), и дроби, нифющей числителемь одинъ изъ 
эстатковъ, а знаменателель — дфлителя. 

Въ самомь дфлЪ, пусть А и В будуть два цфлые по букв х полинома, 
расположенные или по восходащимъ, или по нисходящимь степенямъ буквы &, — 
въ послфднемь случа пусть степень А не ниже стенени В, — и положимъ, чтб; 
въ частномь получился цфлый по букв 2 многочлень ({, а въ остаткВ В. 
Замбчая, что остатокъ В происходить послф вычиташя изъ А произведеня ВО, 
находим: 

В=А— В4, 
или, выражая уменьшаемое посредстволъ вычитаемаго и остатка, находимь 

А=во- В... (1), 

отсюда, раздфливъ обф части на В, имфемъ 

А В В =а- в... 
Различаемь теперь два случая: 1) А и В расположены по восходящимь 

степенямъ буквы 2; 2) Л и В расположены по нисходящимь степенямь 2-са. 
Въ первомъ случаБ преобразоваше, указанное равенствомъ (2), возможно 

выполнить безчисленнымь множествомь способовъ. Въ самомъ дфлЪ, число цф- 
лыхъ по буквф 2 остатковъ въ этомъ случа неограниченно, и мы можемь 
остановиться на какомъ угодно изъ нихъ. Такъ, дфля 1 на 1—2, и, останавли- 
ваясь послЪдовательно на 2-мъ, на З-мъ, на 4-мъ и т. д. остаткахь, найдемь 
преобразования: 

ее аз 
ее ее р поречичЕ а 

НВ = ит. д. 

Пусть теперь полиномы А и В расположены по нисходящимь степенямь, 
буквы 2, и пусть степень А не ниже степени В; то число преобразованй, вы- 
ражаемыхь равенствомь (2), будеть ограниченное. Степени послФдовательныхь 
остатковъ въ этомь случаЪ идутъ, все понижаясь, ин обыкновенно останавли- 
ваются ва томъ остаткЪ, котораго степень по крайней мфрф на 1-цу ниже сте- 

_ пени дфаителя. Пусть В и будеть такой именно остатокъ, а 4 — цфлая часть 
частнаго; при этомъ ограничени преобразоване, указанное равенствомь (2), 
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возможно исполнить только однимь единственнымь способомь; т.е. при огра- 
ничени, что степень К ниже степепи В, существуеть только одна пара цфлыхъ 
полиномовь Фи Е, дающихъ равенство (2), или, что то же (1). Чтобы доказать 
это, допустимъ, что существуеть другая пара цфлыхъ по букв 2 полиномовъ, 
Фи К, тдБ степень В ниже степени В, таких, что 

` АВВ 
воли это такъ, то полиномы В9--В и В9’-|- В’, какъ равные одному и тому же 
полиному А, должны быть совершенно одинаковы, или, какъ говорятъ, тожде- 

ственны: 

ВоВ Во --, 
1,76. что, по выполнени указанныхь дфйствй, по 06 стороны знака == должны 
пол совершенно одинаковые полиномы, откуда, вычитая отъ равныхъ равныя 
В-[- ВЧ’, найдемь, деи 
= — В. Но такое равенство возножно только тозда, когда 0—0’ и 
вифоть съ ть В =; ибо въ противнохь случа® 9 — (', будучи цблымь 
цо буквф х полиномомь или, въ крайнемъ случаЪ, будучи независимымь отъ 2 
числомъ, по умножеши на В дасть полнномь степени или высшей, или, по 
меньшей мфрЪ, равной степени полинома В, между тёмь какъ В и №, будучи 
по степени 2-са ниже В, дадутъ въ разности полиножь необходимо низшей сте- 
пени, чфмъ степень В; и такимъ образомь полиномы В(0 — 0’) и К’ — В были бы 
неодинаковой стешени и, слфдовательно, не могли бы быть тождественны между 
собою. 

Итакъ, необходимо должно быть {’ тождественно съ {и № тождественно. 
съ В; и потому при указанныхь усломяхь преобразованще, представляемое ра- 
венствомь (1), а слфдовательно и (2), возможно выполнить только однимъ спо- 
собомъ. 

Так, ели А 621 -|- 528 — 1621 -|-252--4, В За 22-1, то 
полное частное отъ ‘раздфлешя А на В будеть : 

142 +8 

ра 
и, по доказанному, выразить полное частное въ такой форм (т,-е, въ форм 
цфлаго полинома -|- дробь) возможно только однимь этимь способомь, если 
желаемъ, чтобы степень остатка была ниже степени дфлителя. 

Такимь же образом найдежъ: 

въ иной форм® преобразоваше и не можеть быть выполнено, если хотимъ, чтобы 
степень остатка была ниже степени дфлителя. 

50. Раздьлить полиномь А послюдовательно на полиномы В, (,1,... 
значить раздфлить А на В, потомъ частное на С, затфмъ частное этого но- 
ваго дълешя на И ит. д. 

ТЕОРЕМА. Если полиномь А раздълить послъдовательно на полиномы 
В, С, 1,... (ие необходимо различные между собою), то послднее получен- 
ное частное есть вмъеть с» тлъмь частное оть раздълешя А на промз- 
веденёе ВСУ. 
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Въ самомь дфлЬ, полагая, что полиномы расположены по убывающинь 
стеценямъ главной буквы, имфемъ тождества: 

А = В0, | В,, 

9, В», 
4 =14, НВ, 

причемь вс полиномы В;, В,, В,, необходимо, низшей степени сравнительно съ _ 
В, С, 0. Подставляя въ первое тождество вмфсто (, равное ему выражеше 

о АВВ, 
а сюда вмфето @, подставляя 00, | В,, найдемь 

А — 800, в) в] В, 
А= ВС. 0, -- (ВСВ, -- ВВ, --В,), 

Легко убфдиться, что степень полинома въ скобкахъ ниже стешени произве- 
лены ВС. (лфдовательно, послфднее тождество показываеть, что, раздфляя А на 
ВСП, находим» в; частном» {, и въ остаткв ВСВ, -- ВВ, В; теорема доказана, 

Если послфдовательныя дфлешя совершаются на-цфло, то, значить, А дёлится 
на ВСП, и частное отъ м А на ВСП есть послфдиее полученное част- 
вое. Обратно, если А = . 0, то А длится на В, и въ частномь получится 
610: это частвое, въ свою очередь, дфлится на С, и частнымь этого новаго” 
хёлешя будеть 04; это частное дфлится на 0, и частнымь этого третьяго д 
лешя будеть 9. 

Слъдствте, — Основываясь на этомъ, если требуется узнать, дФлится ли 
полиномь А на (2 — а)” (тд р — ифлое положительное число), можно посту- 
пать такъ. Дфлимь А на <— 4; пусть дфленю совершается безъ остатка; част 
ное этого дфлешя дфлимъ опять на 2 —@ ит. д. Коли вс р дленй совер- — 
шаются безь остатка, то заключаемъ, что А дфлится на (2 — а)”, и частное 
послфдняго дфлешя будеть частнымь отъ раздфленя А на (2 — а)”, 

пли 

Замфчательные случаи дфлен!я. 

51. Приведемь вкоторые частные случаи дфленя, заслуживающие особаго 
вниман!я волфдетью частаго ихъ примфнешя. 

1. Разность одинаковыхь степеней двухь количествь дълится `безь 
остатка на разность оснований. 

Пусть требуется раздфлить 2” — а” на 2 — а. Совершая дфлеше, ижфемь: 

— аа" аз" 
п" 

— ай" 2 алан 
и — ат — 

© 



— 66 — 

Расположивъ дЪфлимое и дфлителя по убывающимь степенямъ буквы 2, д$- 
лимъ, первый членъ дфлимаго на первый членъ дфлителя и находимъ первый 
членъ частнаго, въ которомь показатель буквы 2, какъ равный разности пока- 
зателей той же буквы въ дфлимомь и въ дфлитель, будеть = т — 1. Первый 
членъ частнаго есть 2”-'. Умноживь его на дфлителя и вычтя произведеше 
изъ двлимаго, получаемъ первый остатокъ: 42”` 1 — а”. Раздфливь а2”-1 на <, 
находимь второй членъ частнаго: 42”—?. Умноживъь его на дфлителя и вычтя 
произведене изъ перваго остатка, получимъ второй остатокъ: а"? — а”. По- 
добнымь же образомь найдемъ, что трей член частнаго — 4*2”-3, & тремй 
остатокъ 32" — а”. 

Не продолжая дфйствя, разсмотримъ законъ составлешя послфдовательныхъ. 
остатковъ. Сравнивая ихъ между собою, замфчаежь, что всё остатки— двучлены, 
которыхь вторые члены одинаковы и равны — а”; первые же члены предота- 
вляють произведешя стененей буквъ @ и =, пря земъ показатели буквы @ идуть 
послфдовательно увеличиваясь на 1, а показатели буквы х уменьшаясь на 1, 
сумма же обонхь показателей всегда равна эт. Изъ этого слфдуетъ, что, про- 
должая дфлеше, мы непремфино дойдежь до такого остатка, первый членъ ко- 
тораго будеть нифть букву @ съ показателень т — 1, а слфдовательно букву 
1 съ повазателемь 1, такъ какъ сумма показателей должна равняться 7%, Этотъ 
остаток будеть сафдовательно: а”—' 2 — а”. Дфля первый его членъ на 2, най- 
демъ въ частномь член а"-'; а умноживь этимъ членомь дфлителя и вычтя 

произведене изъ остатка, находимь, что слдующИ остатокъ есть 0: значить, 
х” — а" дфлится безъ остатка на & — а. 

Мы не могли выполнить всфхь частныхь дфленй волфдстве неопред®лен- 
цости числа #; мфета, гдф надо подразуибвать промежуточные остатки и члены 
частнаго, обозначены точками. 

Законъ частнаго. — Всматриваясь въ составъ частнаго, замфчаомь, что оно. 
имфеть слбдующия свойства: 

1. Вевмь его членамь предшествуеть знакъ (-|-), потому что они происхо- 
датъ оть дфлешя первыхь членов остатков, предшествуемыхь знакомь (-|-), 
на первый член дфлителя, имфюпИй тоть же знакъ. 

2. Первый членъ частнаго ость 2”-1, послдий а”—1, что же касается про- 
можуточныхь членовь, то они представляютъ произведешя степеней обфихь 
буквъ 2 и а, причемъ показатели буквы 2 идутъ послфдовательно уменьшаясь 
на 1, а показатели буквы @ — послфдовательно увеличиваясь на 1; такъ что 
сумма показателей въ каждомь членф равна * — 1. Жоли въ первомь член% 
подразуфвать множителемь а’, а въ послфднемь 2°, то можно сказать, что 
члены частнаго расположены по убывающимь степенямт буквы 2, которой пока- 
затели идутъ, уменьшаясь на 1, начиная съ 7% — 1 и кончая нулемь; и по воз- 
растающимь степенямь буквы @, которой показатели идутъ, увеличиваясь на 1, 
начиная съ О и кончая * —1 

3. Число членовъ частнаго равно %, т.-е. стенени дфлимаго. 
Въ самомъ дфлЬ, показатели буквы @, наприх., идутъ посл$довательно 

увеличиваясь на 1, начиная съ О и кончая 7 — 1; но послфдовательныхь ц%- 
лыхь чисель отъ 0 до жж —1 включительно ровно 71. Столько же членов и 
въ частном. 

При помощи выведенной нами формулы 

=" — а" 
2—@ ата аа али - атч |... ра" ера"... (А) 
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хожно прямо писать частное отъ раздфленя разности одинаковыхь степеней двухъ 
количествь на разность основашй. Воть примфры: 

= 2-42 -|- а*21-|- а а. 

она --а--1. 

3. Раздфлить, по формул (А), 1254 — 853 на 5а — 36, 

Замбчая; что 12548 —5.5.5.а.а.а=5а. ба. 5а == (54), и что 86 = 
—2.2.2.6.6.6—96. 9.26 — (25)3, нмфемъ: 

Перв ба (баз (ба) (26) -- (26) — эбая -- 1046-48. 
4. Подобнымь же образомь найдем: 

За—т пени
и 

ит += празт авт -- 1 атз-|- т. 

Саъдетвия. — Такъ какъ 2 и @ означають кавя угодно количества, то 
иожво положить — а’. Подстававъ въ формулу А) вифсто а количество — а’, 
и ззифтивъ, что дфлиное обращается въ 2” — ( —а’)", а двлитель въ 2 — (—@ а’) 
или въ 2-|- а’, находниъ: 

2" —(—а')" и = ата | (— а’ате | (ата... (а) 

Ель 

Из» правила знакозь при умножении заключаем, что а = (—а'). {—а) )—= 
а’; (—а')* = (——а'){—а') а*)(—а/) а'з; (—')\—=—а* 

—@—=-Ра* ит. д. Однимъ словомъ: четныя степени количества — а” дДають 
знакь —|-, а нечетныя—накъ —. Замфтивь это, различаемь два случая: % — 
четнаго и 7 — нечетнаго. 

1. т — число четное. — Въ такомь случаз будет: т-—1 — число 
нечетное, т — 2 — четное, т нечетное и т. д. А потому найдежь, что: 
(—а)" = а”; (а) ат—, (а) а" ит. д. При- 

нимая это въ соображеше, найдемь, что послднее равенство принихаеть видь 
а" ат 
#4 

Отсюда заключаемъ, что разность одинаковыхь четнижь степеней дъ- 
длится безь остатка и на сумму основан, при чемъ законъ составленя 
частнаго отличается отъ вышеуказаннаго только чередовашемь знаковъ. 

Напримфрь, 2‘ — а° дфлится не только на 2 — а, но и на 2-- а, причежь 
частное будет 

8— а 
& та 7 

д" ата дата" — "1... (В). 

25 — ах* —- аз — а --а\е — а*. 



х вт ими в д. Поэтому: (. 
2" — (—а") = =" а”; затфиь, (— а/)"-1 буд 

— а"? ит. д. и мы получимь: я 

жа" 
ша’ 

__ Равенство (С) показывает, что сумма одинаковыхь нечетныль степеней 
количествь дълится безь остатка на сумму основана, ака въ 

частномь знаки чередуются. 
^_ Наприжбрь: ды: 

КЕ 

СЕ аи а аи — оз ая ага, Е 

э. аи. Е 

_И. Сумма одинаковыть степеней двухь количествь не длится безь 
остатка на разность этить количестзь. мт 

"Пусть требуется раздёлить сумму 2” -|- а” на х — а: : ве 

="-- а" |:—а 
дааа -Начясз-- Ра" 

ба" 
— аа” ай" 

еАчеЛА а"? -|- а" я 
— а" аз" : > 
И одна Ва" „ 

Е ыы 
—а"—ш-а“ 

За" 

Дблеше будеть возможно, если, найдя въ частиожь члень — а”-1, полу- 
чимь въ остатк® 0; но совершая дфлене, мы нашли въ частнохь члень --а"-1 — 

= _ и затвуъ въ остате 2а": заключаемъ, что двлене не совершается безъ остатка. — 
_ Что. касается цфлой части частнаго, то она составлена совершенно по о же 
_ закону, какъ и въ первомъ случаф. Полное частное будетъ, 

с а 5 п ира фоь а а - 0. 
Савдотвтя. — Полагая въ этой формул а—=— 4, находнмь 

ЗЕЯ А рабов 
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Разсмотримь опять два случая: # — четнаго и и — нечетнаго. 
1-й случай. —т— число четноЕ. Въ этомь случа 

"ат 
жа’ 

Откуда заключаемь, что сумма одинаковыть четныхь степеней двузть — 
количеств не дълится на сумму ттьть же количествь, и что остатокь 
‘равень удвоенному второму члену дълимало. 

т обета... о), 

Такъ, 
+ 1 
18а | 46 — а*-| а 
«а а-а 

2-й случай. — т — нечЕТНоЕ число. Въ этомь случа 

6 ить та — 24" ии ат ат — а’ — аа’ (В). 

Слвдовательно, разность одинаковызль нечетныхь степеней двуть коли- 
чествь не дълится на сумму этижь количествь, и остатокь равень 
военному второму члену дълимало. 

Такъ, 
2 — а 245 

«а га’ 

Выдфляя изъ разсотрённыхь случаевь тф, когда дфлене совершается безъ 
остатка, приходимъ къ слёдующему выводу: разность одинаковыхь степеней 

и% количествь всефа дълится на разность основан; разность оди- 
наковыхть четныхь степеней дълится, кромь тош, и на сумму оено- 
ваши; сумма же одинаковыть нечетныхь степеней — на сумму осно- 
ванёй. 

Теорема, доказанная въ этомъ параграфф, извфстна подъ именежь теоремы 
Везу (Вехи). 

21 — ал аз — вера — 

ГЛАВА У!1. 

Разложенше алгебраическихь выражен! на множители. —Умножене и длезе миого- 
членовъ съ буквенными коэффищентами: 

52. Разложить выражеше на множители — значить представить его въ форм 
произведевя, иначе говоря, въ форм одночл Опред®леннато неизмённаго 
правила для такого преобразовашя нЪфтъ; знаше теоремь и навыкъ въ преобра- 
зовашяхъ позволяютъ въ ифкоторыхь случаяхъ открыть, каковы множители дан- 

наго выраженя. 
Естественно, первое, что нужно сдфлать — это выдфлить множителя, общаго 

всфмь членамъ даннаго выраженя, если таковой имфется. Затфмь. дальнфйшее 
разложене совершается примфнешемь одного изъ слфдующихь трехь пруемовъ: 
1) формуль замбчательныхь случаевъ умножешя и дфленйя; 2) метода опред. 
денной трупинровки членовъ; 3) метода двухчленныхь дфлителей. Откладывая 
паложеше послёднаго метода до слдующей главы, ознакомимся въ этой глав 
съ остальными изъ указанныхь премовъ. 



— © — 

53. Вынесеше за скобки общаго иножителя членовъ даннаго ‘много- 
члена. — Пусть всф члены многочлена имфютъ общаго множителя, напр.» 

^0— В+ 69; 

замфутивъ, что величина многочлена не измЪнится, если мы его помножимъ и 

раздёлимь на одно и то же количество, множимь и длимъ на 0; находижь 

А — Во -- 60 = ры 

Выполнивъ дфлеше АР — ВО -{- СП на Г) по правилу дфлешя многочлена на 
одночленъ, найдемь въ частномь А — в-- 0; слвд. 

А0— Во- Со = (АВЕО). 

Отсюда видимъ, что если всъ члены мноючлена имъют»ь общало мно- 
эюштеля, то этот» множитель можно вынести за скобки, написавь вь 
скобкахь частное отз раздъленая даннаю мноючлена на обийй множи= 
тель ею членовь. 

Такт, всф члены многочлена 356% — 7634? -|- 49а6е*а -|- 343538 имфють 
общияь множителель 76с?, который и выносим за скобки; въ скобкахь же пи- 
шемъ частное отф раздфленя многочлена на 76°; такимъ образомъ найдемъ: 

35631 — 7ьсза? -|- 49афзеза -|- 343636 — 766% 50с* — са? -|- тафа-{- 49596); 

Иногда выражене, получившееся въ скобкахъ, бываеть способно къ даль- 
нЪйшему разложению, либо къ другимъ преобразоващямь, могущимь его упро- 
стить. Напр., 14455 — 28а —- 14410*, по вынесени за скобки общаго мно- 
жителя 144%, приводится къ виду 14495%(а* — 2а6-|- 6); замфчая затЪиь, 
что а? — 246 -|- 52 — (а— 0)*, забняежь данное выражене простим 

14а5 (а — В). 

54. Методъ примненя замфчательныхь формулъ умножения и дЪленйя. — 
Можно иногда съ успфхомь примфнять къ разложению на множители формулы 
замфчательныхь случаевь умножешя и длешя. 

Простфйшая изъ этихъ формуль есть 

А — Ва = (А--В)(А— В)... (1). 

Замфтивъ далфе, что 

ААВ ААВ Ва 

и опредфляя изъ того и другого равенства хфлимое по дфлителю и частному, 
имфемъ: 

А — В — (А— В)(А-РАВ-Ь В)... (2) 
А8-- В — (А-- В)(А* — АВ-Е В)... (3) 
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Затбмь имфемъ: 

де — ВЕ (9) (88) (АЗ Ва) (А*— В) — (А-В) (АЕ В) (& — В)... 
18 — В8 — (43) — (В) — (48 | Вз) (8 — В*) й 

= (А-В) (А — В) (АЗ--АВ- В?) (А — АВ-- В)... (5). 

Воть примфры примфнешя этихъ формулъ: 

1) 42° — 9" — (22) — (3у)* — (22-|- 3у) (22 — ЗУ). 
2) (а 6 — с)*— (а— %-| 36) = (2а—- 26) (36 — 46). 

3) а (ак) аНы) ая-Ны) (а- а. 
4) 82° -[- 27? — (228 —- (Зу)* — (22 -|- Зу) (42 — бау -|- 9у%). 
5) 82 — 273 — (22)8 — (3у)3 — (22 — Зу) (42? 62у | 95). 

6) Разложить на ‘множители 

2а5з -|- 263с* -{- 24968 — а — м — с, 

Придавъ къ этому выражению и вычтя изъ него 24%, находимь: 

42353 — 24353 -|- 263с* —|- 24161 — а —  — с 
(2а5)* — (а*-{- 2а35* -|{- м) -- 2 (а*-- 5) с* 

(За): — (а*-- 5) -|- 2 (а) — = 
(2а6)* — |(а*-|- 62)? — 2 (а 5) Ре = 

(2а6)з — | (а? 51) — с1|* — (2а6 + ай -- — с) (3а6 — а — са) = 
(а-- 6): — <] [—(@—в)*- = 

= (а--ь-- ©) (а —е) (6-е) (—аь-о. 

Разсмотримь еще разложеше выражений А*-|- В, А*-- Ве ЗВ, А*-- 
НВ“ — Ава. 

Придавая къ первому изъ отихъ выражен и вычитая изъ него 2АЗВ®, 
находимть: 

А-В Аи 24983 -- В — АВ — (А*-|-В*)— (УЗ. АВ) — 
= (Аз В"-РАВУ2) (А-В — АВУ2). 

Такииъ же образомъ найдемъ: 

А-В ав — (АЗ В) — Аза (АЗ Ва АВ) (А*-|- В* — АВ). 
АЕ В* — КАЗВ — (А*-—- В*)3 — (®-- 2) АВ" — 

== (А-В --АВУ-Е 2) (АЗ В* — ^ВУ-Е 2). 

55. Методъ группировки членовъ. — Если всф члены многочлена не им$- 
этъ общаго множителя, то иногда возможно бываеть разбить ихъ на группы 

чакъ, чтобы‘ всЪ труппы имфли общаго множителя, который и. выносится за 
‘скобки. Общихь правил для такихъ преобразованй нЪть; какъ ихь совершать, 
‘укажуть нижеслфдующие прихфры. 

1. Разложить на множителя выражеше 4*-{- $ — ас — аб. Разбиваемъ мно- 
точлень на дв группы: 4? — ас и --66 — аб; вынося въ первой групи за 



скобки а, находимъ а(а—е); вынося во второй групп — 6, получим —6(а— с). 
СлЬд. данное выражеше = а(а — с) —В (а — с); вынося здфсь за скобки @ — с, 
получаемъ окончательно (а — с) (@— 5). 

2. Взявъ триномь 2*-- (а--5)=--а6, раскроемь скобки и струпиируежь 
члены попарно; найдемъ 

аа ве рав в -ра)--ь(#--а) = (е-Ба)(&-Р%). 
Подобно этому, найдемъ 

(1 —а) (2—6) = 2" — (а--Б=- аб, 

(х— а) (2-5) =2-4- (ах а. 

Отсюда заключаемъ, что всегда можно перейти оть тринома вида 21--р2--а 
къ произведению двухь биномовь (2--4)(2--5). какъ скоро удастся поды- 
скать два такить числа а и 6, яромзведене которыль равнялось бы 4, а 

;. @ллебраическая сумма давала бы р. Вотъ примфры. 
Пусть нужно разложить триномъ 2? — 10х-|-24. Пробуемъ, нельзя ли сво- 

бодный члень -- 24 разложить ва два такихь множителя, — эти множители 
должны быть одинаковаго знака, — алгебраическая сумма которыхъ давала бы 

коэффищенть при первой степени 2, т.-6. — 10. Но 24 можно разложить на 
слфдующия пары множителей: 

"РЕЖ -Е 24, Зее 6 
1—4, 2—1, 8—8 4—6 

Изь нихъ только послфдняя пара даеть въ суммф — 10. Такижь образоиь 
прямо `находимь, что искомые множители будуть 

—4их— 6; слфд., 2? —105-|--24 =(— 4) (2—6). 

Пусть еще требуется разложить триножь 2*-|- 22 — 35. Такъ какъ пе 
дныхь членом стоитъ знакъ —, то пытаемся, нельзя ли разбить — 35 на 

два такихъ множителя съ противоположными знаками, чтобы ихъ произведен 
было — 35, а алгебраическая сумма --2. Множители—35 будуть: 1 и 
ЗЕ 35, 5 и --Т; требованию удовлетворяють: --7 и —5. Слфд., искомые 
иножители будуть: 

#--Тиз— 5, и 2?-|-22— 35=(=— 5) (2-7). 

- 3. Взавь ае2?-- (аа-- 56) 2-- 4, раскрывъ скобки н сгруппнровавъ чле- 
ны по два, иуфемь 

асай-|- вах ьд--Ъа— а (с а) --% (с2-- а) =(аг--5) (са). 

_, Отсюда видно, что разложеше трипома р2?--42--" ва множители вида 
из--Ь и с2-|- @ будеть возможно, какъ скоро удастся разложить р па два 
множителя @ ис, а ”— на два множителя Би 4 такъ, чтобы средый козф- 
фищенть 4 равнялся а4-|-%е. 

Пусть, напр., требуется разложить триномъ 32? -|- 72 —6. Коэффищенть 3 
разлагается только на Ти 3. Послёдый члень — 6 можеть быть произведе- 
емь: — б на 1. ба —1. —2 ва |3. 2 на — 3. Составляемь те- 
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перь множители 22--В и с2--@, причень для козффищентовь а и с при 2 
должно брать комбинащи разложешя 3, а для В и 4— комбинаши разложе- 
я — 6. Такниъ образомъ иснытываемъ комбинащи: 

(32726) (2-51), (32-21) (@-Е6),(32-2) (2-23), (32-Е 3) (#2). 

Изъ этихъ комбинашй даеть -|- 72 для средняго члена — третья, если взять въ 
ней верхне знаки; требуемое разложене будетъ, слдовательно, 

(3=— 2) (#-- 3) 

Триномы вида 22?-|- 65-|-с можно иногда легко разлагать способомь 00- 
полнешя первыхь двуть членовь 00 полна квадрата, съ тЪмъ чтобы при- 
вести выражеше къ разности двухь квадратовъ. Воть примфры. 

Найти множители ао, Обращаясь къ формул (а-- 5) = а®-- 
= 2а6--Ъ°, замфчаемь, что 2% можно разсматривать какъ квадратъ перваго’ 
члена пока неизвфстнаго бинома; помноживъ и раздфливъ 72 на 2, что даетъ 

2.2.1, мы можемъ 72 разсматривать какъ удвоенное произведеше перваго, 

члена (2) искомаго бинома на второй, который, слфд., равен т. ‘Отсюда пря- 

хо видно, что если къ данному триному придать квадратъ этого второго члена, 

(3 я при чехъ, понятно, нужно и вычесть столько же, т.-е. если написать дан- 

вый тривомъ въ видё 

: [7 
243.21 (1 +в , 

то первые три члена дають квадрать бинома 2-|-->, такъ что данный три- 

номъ можно написать въ вид 

7) 49 7\з 1) 

(3-1), ша (#43) 6), 
а это, по формул а? — 5 — (а--5) (а—5), равно 

(+53) (#+3—3)=е+9@-3. 
Еще примфръ. легко рфшаемый этимъ способомъ: разложить 

(2--72-- 6) (21-72-12) — 280. 

Раскрывая произведеше, причемь 2? -|- 72 считаемь за одинъ членъ, ифемь 

(2*-|-72)*-|- 18 (21 -|- 72) 572—280. 

Замфтивъ, что второй члень можно написать въ вид® 2. (2°--72).9, на- 
ходимъ, что для требуемаго преобразованя надо придать и вычесть 9%, и тогда 
выражен будетъ 

(2'--72--9)*-|{-72—280 —81=(2*-|- 72-9) — 289 — (=*-|-7=--9)— 
— (17) = (2*--72-|--26) (22*-- 7х — 8) = (22-72-26) (2—1) (#8). 

4. Иногда разложеше группировкой удается, если расположить данное вы- 
ражеше по убывающимь стеленямъ одной и той же буквы. Такъ, въ выражени , 
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а? (6 — с) -- (с —а) +? (а—5) ны ве заибчаехь общаго множителя; но, 
‘`расположивь по убывающимь степеняхь а, находимъ 

а (6 — с) —а (6 — с) № (6 — с), 

° откуда прямо виден множитель ® — с. Вынеся его за скобки, получимъ 

(6 — с) [4% — а (6-е №] = (6 — с) [(а*— а6) — (ав — 6] = 

= (6 — с) [а(а—5) — с (а—5)] = — в) (а- 5) (&— с). 

5. Разложить на множители 45? (а — в) — а? (а — с)-|- 66° (6 — с). 
Можно бы было начать такъ, какъ указано въ предыдущемь примфрь. Но 

можно идти еще такимь путемъ. 

Имфемь посл довательно: 

а |6 (а —Ь) — с (а— с)| 1 52 (6 — с) 

2 ай [аб — ое с} Бе — 6) 
= а* а (5 — с*) — (63 — с*)| | 52с* (6 — с) 

= @* {а (6 — с) (6-- с) — (6 — с) (6-е -{ с*)} -- 6 (6 — с) 
—а* (6 — с) {а (6-е) — (6--%--с*)} -- 696 (6 — с) 
= (6 — с) {а (6 -- с) — а*(5*-|- бе сз) 63 

= (6 — с) {а% (а — в) | а (а— 5) с (61 — а*)} 
= (6 — с) (а—5) |а*6-{- а*е — с* (а--5)} 
= (6 — с) (а— 5) {Ка* — с) {ас (а— с)} 
= (6 — в) (@—5) (@— 6) (46-е -- ас). 

6. Разложить на множители а”\и — аб” -|- а*6" — фе, 
Заифчая, что показатели складываются при умножени степеней одной и той 

же буквы, замбняемь 1-Й и 4-й члены произведешями 4*. а” и 6"Ъ, послф чего 
данное выражене приметь видъ а’а” — а" -- 27° — В“, или а” (а —)-- 
НЫ (а — 1), и наконець (а° — в") (а*-|- 5"). 

7. Разложить на множители 2? -|- 42* -|-х — 6. Представивъ второй членъ 
въ видё 32?-|-2*, а трей — въ вид 32 — 22, получаемь выражене 

23 -|- 322-21 -|- 35 — 22 —6=—2'(х--3)--2(=-Е3) —2(#--3) = 

= (2-3) -- 2—2) = (#-Е 3) (2 22—2—2) = (а-Е3) = @--)— 
—(=--2)| = (2-3) {(=-- 2) (2—1) = (#-- 3) (@--2)(#—1. 

Умножен!е и дБлен!е многочленовъ съ буквенными 

коэффищентами. 

56. ели въ данныхь для умножешя многочденахь встрёчаются члены, 
содержапце одинаковыя стешени главной буквы, то таве члены разсматривають 
какъ подобные по отношению къ главной буквф и соединяють въ одинъ, выно- 
ся за скобку общую степень главной буквы, а многочленный множитель, такимъ, 
образомь полученный, считаютъь воэффищентомь этой  стешени. Пусть, напр., › 
требуется умножить 

аз —|- 623 — а -|-- а — Зара — Зал —- 995 — ай -|- 35% на 
ал -|- ах — 6х — бай — 253. 
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Сдфлавь вынесеше за скобки, представихь первый многочлень въ вид 

(а-- 2" — (а -- За6-- бе (а) — и ЗЫ, 

а второй въ вид 
(а— 6) (а — е-раз — 253. 

Разсматриваемь первый многочлень какъ четырехчленъ, а второй какъ трех- 
член; а-ЕЬ, а*-|- За6 -|- 63 и а*-|- 53 — какъ коэффищенты при степеняхь 2 
перваго многочлена, — а*-- 35‘ какъ свободный членъ этого многочлена; а — в 
и а* — 6 — какъ коэффищенты, и а° — 26% — какъ свободный членъ второго 
‘многочлена. 

Чтобы многочлены уписались въ одной строкф, скобки замфняють верти- 
кальною чертою, справа отъ которой пишутъ степень буквы 2, а слфва одинъ 
подъ другимъ члены коэффищента, каждый съ его знакомъ. Дъфйстве распола- 
таютъ слфдующ. образ. 

а | 23 — а? | 2 аи —а 
| — 305 ыы ое а множимое 

_в 

а | 21 {а*|х --0' 
—ь —в кала сз ее а множитель 
21123 — 212 Ча! 2 — | —а‘|х — ат 

_п| —20% —а%| 4а%| чам| 120% Е 
Ча |. фам| зам | 4 заи | | 3а54| Я 
ь | —м| — 35 — 35° — 65 & 
С ав Пе ть = 
-а% | — 3а% — 1 | — а Е 

ом | Зам | а — 3 = 
—в и — > 

а — а Е. 

а | — 3а% ] = 
— 246 — 6% Е 
—М | 26» |=, 

Ч- ба | = 

О о] | 
1 | 28 — а | м ЧЕ |2 — | ах —а : 

| ам —3% —204| То мы] Е 
-{ 246 | — 2015 | -3а%“ | --за && 
—2м| За — 58 | — 667 Е Е 

| | Е 9ам Е 
| — 25 е- 

Сперва умножають всф члены множимаго на 42°, потомь на — 62°, залфмъ 
на -|- 2% и т. д., располагая и произведеше вертикальными колоннами по сте- 
пенямь буквы 2; соединивъ, наконець, подобные члены въ каждой колониЪ, по- 
лучають окончательное произведен. 

57. Пусть требуется раздфлить многочлень съ многочленными коэффищен- 
зами на другой такого же рода. Дфйстые располагаютъ какъ обыкновенно, съ 
тою разницею, что вмфето скобокь употребляютъ вертикальныя черты. Дфлешя 
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коэффицентовь совершаютъ отдфльно, называя эти дЪфйств!я частными дфлешями. 
Все это указано въ нижесл6дующемь примбр. 

А 3 а 2 3 ‚2 а ЛЬ 
-{ аз 215 и 
—м | -- 345 

— 26% * 
| — 35 

Ни | в: 2а | | ЗЬ 

а | 28-24 | 21 | 
—4%  --3а% Е 
48 | — а” 
—& — 353 

а' | 24а? | х -- 4а? 
-Н а? | 10а — 95° 

а | 
а | 22а? | х 

За | -- 50% \ 
Чи | 5 

ОЕ ОИ —- 35° 

о аа 
ож х ви 
-- 58? х 
— 3% | 

Е 
Е 5аь | 
— 36, 

0. 

Частныя дфленя, служанйя для опредфлешя коэффищентовь частнаго: 

1-06 частное дфлеше. 2-0е частное д®леше. 

а! — аа — и а само и ааа 
а — а -| 36 я а*— аа Ех аа. «6-0 

а а — м а% х 
— а а—ы аз — аа 

0. _ ви—аз-ы 
46—61 

-8-ье частное дфлене. 

248 — 5а%6 -|- 546? — 36° | а? — аь-|- 6% 
2а — 2а%6 -|- Зав 2а— 365 

— 30% -|- 3а6* — 363 
0 
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ГЛАВА Уи. 

О дЬлимости на биномы вида 2 = а. — Основашя способа неопредфленныхь коэффи- 
щентовъ. — Различныя приложен!я предыдущихь теоремъ. 

58. ТеоРЕмл 1.— Если рацбональный иълый относительно буквы х 
полиномз, расположенный по убывающимь степенямь этой буквы, раз- 
дълимз на бипомь х— а, то въ остаткъ получимь результать подста- 
новки въ этоть полиномь буквы а вмьсто х. 

Приведимь доказательство д’Аламбера. 
Веяю полиномь, цфлый и ращональный относительно 2, можно представить 

въ вид 

Ана" Е Ата -й Аи... Аа дах - А, 
разумфя подъ 7 какое-нибудь цЪлое положительное число, а подъ Ав» Ат 
„Аа, Аз — ибкоторые коэффищенты, т.-6. выражены, не содержапя буквы 2. 
Если такой многочленъ раздфлить на 2 — а, то окончательный остатокъ дол- 
жель быть выражещемь, нё содержащимь буквы 2; въ самомъ дл, если до- 
пустить, что остатокь содержить букву 2 хотя только въ первой степени, то 
хожно бы было продолжать дфлене, потому что дфлитель содержить также 
букву х въ первой степени. Означивъ этоть, не содержащий буквы х, оконча- 
тельный остатовъ зерезъ К, постараемся опредфлить В. Назвавъ для этого част- 
вое. которое, какъ в дфлимое, должно быть миогочленомь, расположеннымь по 
Еисходящихь страевямь буквы х, черезь {, и замфтивъ, что дфлимое = произ- 
ведению дфлителя на частное, сложенноху съ остаткомъ. подучииъ 

(#— а). ЧЕК. 

Зам чая, что 06% части этого равенства представляють лишь различныя 

формы одного и того же выражешя, убфждаемся этимъ, что равенство наше 

есть ничто иное какъ июждество, т.-е. равенство, справедливое при всякой 
величин входящихь въ ного буквъ. Слфдовательно» оно будеть справедливо и 
тогда, когда, в, частности, положимь 2 = а. Но при такой подстановкВ первая 
‘часть приметь видъ 

Ана" -- Ана". Аа- А... (1), 

и слёд. ие будеть содержать буквы 2, такъ какъ и коэффищенты А„,...› 
Аз, Аь не содержать т. Что касается второй части, то въ выражени © буква 
2 также исчезноть; разность 2— “и, при нодстановкв @ вифсто 2, обратится 
въ а— а, или въ ноль, & слбд. и произведеше 0(х — а), котораго один мно- 
житель равень 0, также обратится въ 0. Во второй части останется, поэтому, 
только выражеше К, которое не измнится оть указанной подстановки, такъ 
какъ совсфиъ не содержить буквы 2. Итакъ, дфлая 2—а, мы вмфето прежняго 
равенства получимь слфдующее 

Аа” -|- Ата"... Е а-Е № = В, 

которое и доказываеть, что остатокъ имфеть форму’ даннаго многочлена, въ ко- 
торомъ буква 2 замфнена буквою а. 

59. Если бы дьлитель быль 2-|-а, то этоть случай легко привести къ 

Ана” Ата"... 
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разсмотрённому, замбтивь, что 2--а можно представить въ Видф разности 
2-— (—а). Отсюда прямо вытекаеть 

Теоркмл П, служащая дополнешемь первой: Если чьлый рацгональ- 
ный относительно буквы х полиномь раздълимь на биномь х--а, то въ 
остатктъ получимь результат» подетановки в5 этоть полиномь буквы 
(—а) вмисто х. 

Примзры. 1. Найти остатокъ отъ раздфлешя многочлена, 

32° — 421 — 28-7 
18 #— 2. 

Подставляя въ данный полиномь 2 вифсто 2, находимъ окончательный оста- 
ток 

В=3.2'—4.2—2.2-|-1— 96 —64—8--7=31. 

П. Цайги остатокь оть раздфлешя тринома 

я —85--15 
на 2-5. 

Подставляя вт, данный триномъ ( — 5) вифсто 2, получимь (— 5)* —8.(—5) 
—- 15 =25-- 40 -- 15 — 80, (Окончательный остатокъ == 80. 

60. Изъ доказанныхь теоремъ вытекають такя слфдоствя: 

Следствтв 1. — Всаи многочлень обращается въ ноль послё замфны 
въ немь буквы 2 буквою а, то онъ дфлится на 2 — @; если многочлень обра. 
те вь ноль послф замфны буквы 2 буквою (а), то онъ дфлится на 
2-а. 

Въ самомь дЬлЪ, многочлень, полученный иослф замфыы буквы 2 буквою @ 
или (— @), веть ни что иное какъ окончательный остатокъ отъ раздфлешя дан- 
наго нногочлена въ нервомт случа на 2—@, во второмь — на 2-- а. Но если 
окончат. остатокь равень нулю, то это значить, что многочлень дфлится безъ 
остатка — вь первомъ случа на 2 — а, во второмь на 2-На. 

Слъдствте П, обратное предыдущему. Если многочлень длится на д — а 
или на 2--а, то результать подставки въ не — въ первомъ случа буквы а, 
а во второмь (— @) вмфсто 2—должень быть равенъ пулю. 

Въ самомь дфлф, такъ какъ, по условно, многочлень дфлится на 2 —а или 
=-- а, то остатокъ въ обоих случаяхь долженъ быть равень нулю; но этот 
остатокъ есть результать подстановки вмфсто 2 буквы а или (— а); стало быть, 
этоть результать должень быть равенъ нулю. 

ПРихзры. 1. Трехчдень 2 — 22-|-1 обращается въ 0, если вифето 2 
подставить 1; слёд. онъ дфлится на х— 1. 

"И, Многочлень 492? — 745% — бах -|-9а* обращается въ 0 при &—а. 
& потому онъ двлится на 2 — а. 

1. Триномь 2*-- 5=--6 обращается въ О при 2 — — 3, елд. онъ д8- 
лится на @-| 3. 

61. Законъ составленя частнаго отъ раздфленя цЪфлаго относительно 
бунвы д полинома на биномъ 2 — а. 

Легко вывести законъ, по которому составляется частное дфлешя многочлена 

Аа" Ала" Аир. ай ма Ао а 2 — а. 
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Въ самомъ дВлЬ, совершая дфлеше, найдемъ: 

частнаго 

авы ое | Аа 
НА РА | 
Э-Ана а Не не: и 
ЭЕАи- ЗЕ Арт 

ННАьа* ерАн ая. 
Аи 

А 

Ра ла Аь вай. . 
— Р-Р 

ь —_ Да -рАдий-ы.. 
НЕА 

Найдя первые три члена частнаго, замфчаемъ, что частное есть полиномъ 
стешеви т — 1, при чемъ: 

Божффиценть перваго члена частнаго равенъ коэффищенту 1-го члена д\- 
зижаго; 

Боэффишенть 2-го члена частнаго равенъ произведеню предшествующаго 
кооффишента на а, сложенному со вторыхъ коэффищентомъ дфлимаго; 

Боэффищенть третьяго члена частнаго равенъ произведеню предшествующаго 
коэффищента на а, сложенному съ третьимъ коэффищентомъ дфлимаго. 

Докажемъ, что ототъ законъь общий. Пусть, слфдуя обыкновенному правилу 
дбленя, мы нашли въ частномь члень Р2®-'. Онъ получился оть раздфлешя 
перваго члена соотвфтствующаго остатка на 2; сл. первый членъ остатка есть 
Р2^, в потому весь остатокъ будеть Рах-|- Ава | Льва -|-.. Умножая 
члень частнаго Р=*®-1 на дфлителя и вычитая это произведеше изъ сказаннаго 
остатка, въ новомъ остаткф получимь 

(Ра-|- Ав) -|- Ава? |... 

Раздфливъ первый членъ этого остатка на 2, находимъ слфдующ членъ 

(Ра-{- Ак-1) .2*—2. 

Коэффищенть его равень произведеню предшествующаго коэффищента на а, 
сложенному съ коэффищентомь того же порядка дфлимаго. Общность закона 
коэффищентовь такимъ образомъ доказана. 

ели окажется, что дфлимый полиномъ неполный, т.-е. въ немъ недостаеть 

членов съ какими либо промежуточныхи степенями главной буквы, то для при- 
зожешя предыдущаго правила слёдуетъ возстановить недостающие члены, внося 
ихъ съ коэффищентомь 0. 

62. Если дблитель будеть 2-|-а, то разсматривая его какъ 2 — (— а), 
заключаемь, что для нахожденя частнато нужно только въ частное $ 61 вибсто @ 
подставить (— а); сдфаавъ это, найдемъ 

В Аи ее А и ее  АРЕАРАь =—а 
—Ана"-РАнаа"-1 аа а А 0-3 



Клина, 7 

— Ана | 
+ Ая 

62. Примзты. 1. Найти частное и остатокъ отъ раздфленя 

55 — 2321-35 — 58 на 2—2. 

Дополняя данный полиномъ членомь съ 23, имфемь 

52 -- 0.23 — 232* | 32—58. 

А,а"— — А „а | ат? Ана? ра Е 
А®-—1 

Коэфф. 1-го чл. частнаго = 5 а 1-й чл, частнаго == 52 
» 2-0» х = б.2-- От. 10 › 2-1 » > 10 
› 3-0» › --10.2—23 т.-е. — 3 › 8-й » ›» =— 3 
$ 40» э=(—3).2- 3, — 3» 42 э- 8 

522- 102* —3#— 3. 
1+3.2—58=80— 92-6 — 58 64. 

Искомое частное, поэтому, 
Остатокь В=5. 2* — 23 

бай — 23224 37—58 сз: 9 -: О Я 59-10 — 4—3 -- 2%. 

Ц, Такимъ же образомь найдемь 

а — 9-1 РЯ и 
1 2% --22—2 +7 ча 

Ш. Найти частное и остатокъ отъ раздфлешя 

— 39-20 — 1 на 22—83, 

Для приложешя нашего правила нужно дфлимое расположить по отепенямь. 
24, разсматривая 22 какъ главную букву. Множа и дфля первый члень на 8, 

изображаемь т въ вид 5 (22)*; нножа и дфля второй члень на 4, пишемь 

610 вЪ Вид 3 (2). Дблимое так. обр. будет 

$ (22) — Зоаде-(0а) — 1. 
Замфмь, прилагая правило, найдем я 

ЗА 31 В 
9—8 2 47 В 208, 

63. Обобщеше теоремы 8 58. — (Способомь. указаннымь въ $ 58, дока- 
зщемь, что остатокь оть раздъленя цпълазо по буквь 2х полинома на 
биномь вида ро -- 4 есть результать подстановки в5 этоть полином» 
такою значеня ж, при которомь биномь ух -- а обращается в ноль. 

Разсмотримь, наприм., случай дфлешя на ре -|- 4, и пусть частное будеть {, 
й остатокъ, который не будеть содержать буквы 2, пусть будеть В; ивемъ 

Аа" Ат --. : НА == (ре--9). 4-Е В. 
^ Дадимь 2-у значеще — 9, при которожь 22 --4 обращается въ ноль; при 

этом В, какъ не содержащий буквы 2, останется безь измфнешя, и получииь 

ее. +ы-ь 
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чЬжь теорема и доказывается. Подобнымь же образожь докажемъ теорему и для 
случая. когда дфлитедемь будеть рх — 4. 

Слвдствая. — Отсюда непосредственно вытекаеть: 1) если полиномь обра- 

иается въ ноль по замфнф въ немъ буквы х количествомь 8 то онъь дф- 

затея на ух 9; и 2) если полиномь дфлится на р2-- 4, то результать под- 

ставовки въ него количества (-* вифсто 2 равен нулю. 

64. ТЕОРЕМА Ш. — Дая тою чтобы цълый относительно х поли- 
яомь дълилея на 2— а мли на х-|-а, необходимо, чтоды низиий (сво- 
болный) члень ею дълилея на и. 

Въ самомъ дЬлЪ, если полиномъ Р длится, наприм., на 2 —а, то 

Р=(=2— а). 0; 

тдё @ — цблый относительно 2 полиномъ; изъ этого равенства слфдуеть, что 
низший членъ полинома Р, какъ произведеня, равенъ произведению а на низший 
членъ частнаго (), а слфд. должень дфлиться на а. 

65. Ткорвма 1\.—слы полиномь Р, цълый относительно х, дт- 
лится на каждый изь биномовь х—а, 2—0, ж—с, щъа, Вис не- 
‘равны между собою, то онь дълится и па ить произведен. 

Шо условию, полиномь Р дфлится на х— а; пусть частное будеть 4, гд® 
{ есть также цфлый относительно 2 полиномъ; въ такожьъ случа% 

Р= (#—а).0... (1). 

Но полиномъ Р, по условию, дфлится и на 2 — В, садов. при #==6 онъ 
обращается въ ноль. Итакъ, если въ предыдущее равенство вифсто 2 подота- 
вииъ 6, то первая часть его обратится въ ноль; сл®дов. и вторая, при подста- 
новк® въ нее Ь вифсто 2, должна обратиться въ ноль, т.-е. должно быть 

—а).0,=0,. 

тдв (, означаеть выражене 0, въ которомъ 2 замфненъ буквою В. Мы имфемъ 
произведене двухь множителей: $ —@аи 0, равное 0; для этого необходимо, 
чтобы по крайней мфрф одинъ изъ нихъ былъ нулемъ. Но множитель 6 —@ 
не ость 0, ибо, по условйю, © неравно а; слфд. 4, должно быть нулемъ. Итакъ, 
{ обращается въ ноль при 2-6, слфд. оно дфлится на 2 — В. Означивъ част= 
ное этого дфлешя черезь 0’, гдЪ (’есть цфлый относит. 2 полиномъ, имфемъ 

9=(2—5).9... (2). 

\ Вставляя вибсто ©@ его величину въ равенство (1), получаемь 

Р= (2—а) (#—5) 9. .. (3). 

Е По ‘условшю, Р дфлится на 2 — с, слфд. полиномь Р. при — с, обращается 
Воль; поэтому и вторая часть равенства (3), при 2 =, должна обращаться 

_ № воль, т.-е. должно быть: 

(с— а) (е—5)9'.=0. 

228 %. «ть значене полинома 4’ при 2—е. Но разности с—@ ис —в не- 
Фанни эти». ибо, по условшю, а, Бои с различны, слФдов. чтобы произведене 

о 
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было нулемъ, нужно чтобы было (’, = 0. Это значить, что длится на з— с; 
обозначивъ частное этого дфлешя черезь 0”, имфемь 

Внося величину ©’ въ равенство (3), получаемь 

Р=(#— а) (2—5) (2—6) . 4". 

Теорема такимь образомь доказана. 
ПРИМРЪ. Доказать, что полиномъ 

ауте у" -- иг — хи фу ая 

дфлится на произведеше (2 — у) (2 — 2) (у— 2). 

Подставляя въ данный полиномъ у вифсто х, находимъ, что онъ обращается 
въ 0; слфдоват. онъ дфлится на х-— у. Такимь же образомь убфждаемся, что. 
какъ при 2==2, такъ и при У==2, полиномь обращается въ 0; слёдов. д 
лится какъ на х— 2, такъ и на У—2. Дфлясь на каждый изъ биномовъ 
ш— у, 2—2, уфе въ отдфльности, онъ, въ силу теоремы ТУ, дфлится иона 
ихъ произведене. 

. Предылупия теоремы служать для нахождешя цфлыхь дфлителей вида 
2 — а нфкотораго даннаго цфлаго относительно 2 полинома. При помощи тео- 
ремы Ш можно опредфлить, как цфлые биномы этого вида моцут» быть д 
лителяхи, а при помощи теоремы П, слфдетве 1, опредфляемь т изъ нцихъ, ко- 
торые въ самомъ дфлЪ служать дфлителями даннаго полинома. 

(Очевидно, что число дфлителей полинома не можеть превышать его стенени; 
иначе, въ силу теоремы ТУ, онъ должень бы быль дфлиться на полиномь, ко- 
тораго степень выше его собственной, а это невозможно. 

Приводимь примфры, 
1. Найти вефхъ цфлыхь двучленныхь дфлитблей полинома 

21 — 172 —- 984% — 232: -|- 192, 

если таковые ихфются. 
Находимь дБлителей числа 192; это будуть числа 2, 3, 4, 6, Вит. д. Но 

теорем третьей, искомые дфлители, если только они существують, будуть вида, 
2-Е Зи а-Е4, #-6,. й 

Подставляя въ данный полиномь вифсто 2 число 2, легко убфдимся, что 
полиноиъ обращается въ ноль; стало быть онъ дфлится на 2—2. 

Подставляя вмфсто 2 число — 2, уббдиися, что полиномь не обращается 
въ ноль; слбд. ®--2 не есть его дфлитель. 

Подставляя вифсто 2 число 3, убфдимся, что поаиномь обращается въ ноль; 
сад. длится на х— 3. 

Подставивъ вмфото 2’ число — 3, замфтимь, что полиномь не обращается 
въ ноль; слёд. не дЪлится на 2-3. 

Продолжая такимь же образомъ, найдемъ, что данный полиномъ имфеть дф- 
лителями 2—4 н2— 8. 

Мы уже нашли четыре дфлителя: 2—2, х—3, #—4, #— 8; другихь 
цфлыхь дфлителей не можеть быть, такь какъ данный полиномь — четвертой 
степени. 
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И. Найти цфлыхь двучленныхь дфлителей полинома 

43 — (а -- с) а -|- (46 -|- авс -- №6) — абс, 

если таковые существуютъ. 

Въ силу теоремы Ш, искомыми дфлителями могуть быть только 

даа сара «Рае ° 

Но при &==а полиномъ обращается въ 

аз — (а Ь-- с) а*-| (а6- Нас ю)а — абс, 

что, какъ легко видфть, приводится къ нулю. Слфдоват. #— @ есть искомый 
длитель. 

Такимь же образомь убфдимся, что 2—ЬВ и д — с также суть дВлители 
даннаго полинома. 

Нашиь полиномъ — третьей степени; мы нашли трехь дфлителей; другихь не 
можеть быть; слфд. задача рфшена. 

67. Такимь же образомь, какъ мы доказали теорему [У, докажемь; что 
если полиномь дфлится въ отдфльности на каждый изъ ‚ биномовь р=--а, 

ре-- а, в'е-НЧ', при услови, что значешя 2: и р’ р” фи кото 

рыхъ эти дфлители обращаются вЪ ноль, .всф различны, то онъ дфлится и на 
ихь произведеше. 

68. Слъдотвтя ТЕОРЕМЫ ПУ. 
1. Еели полиномь Р, цфлый относительно 2, 97-й степени: 

Ана" -- Ата. Аа 

обращается въ ноль при 9% различныхь значешяхь буквы фа Вс... 
№, $, Ё, то онъ можеть быть представленъ въ вид» 

А, (2 —а) (2—5) (#—6).. . (1—9 (2—). 

Въ самомь дфлф, пусть полиномь четвертой степени 

Рае Аа" А -- ме 
обралцается въ’ ноль при четырехь различныхь значеняхь 2: @, 6, си 4. Вь 
такомь случа, по” теорем ЛУ, онъ длится на ‘произведене 

@—4)&—/ (2—9 @-—9, 
которое само четвертой степени; стало быть частное не содержить 2 и есть н$- 

число; пусть это число будеть А. Данный полиномъ равенъ произведе- 
вю А (2 — а) (2—6) (2—6) (#— а). Если выполнить умножеше и располо- 
жить члены по ‘убывающихмь стененямъ 5х, то полученный многочленъ долженъ 

быть тождественъ заданному, т.-е. состоять изъ совершенно такихъ же членовъ, 

а потому и высш члены обоихъ должны быть равны, т.-е. А,2* = 42%, откуда 
А —А;: теорема доказана, и 

Р=А, (2 — а) (2 — 6) (#— с) (2—4). 

П. Опредълене. Если цфлый относительно 2 полиномь обращается въ ноль 
три всакокъ значеши 2, то говорять, что онъ тождественно равень нулю. 

6* 



Докажежь, что если ифлый относительно 2 полиномь, 7-ой степени, обра- 
щается въ ноль при нфсколькихь значеняхь 2, число которыхъ превышаетъ 7%, 
то онъ тождественно равенъ нулю (т.-в. равень нулю при всякомь 2). 

Пусть, наприм., полиномъ ; 

ре даем ай Ва - А, 
` 

обращается въ ноль при пяти различныхь значешяхь 2: @, В, с, а, е. Мы 
доказали, что если полиномъ Р обращается въ ноль при четырехь значеняхь 
ж: а, В, си @, то онъ береть видъ 

РА, (#—а) (#— 5) (#—6 (2—9... (1. 

Но, по условию, Р обращается въ ноль также и при &==е; слфдов. 

Ак (е — а) (е— 5) (е— в) (е—@)=0; 

но какъ множители е —а, е—6,... отличны отъ нуля, то чтобы произведе- 
не равнялось нулю, необходимо, чтобы А, равнялось нулю. Но если А, = 0, то 
изъ (1) видно, что каково бы ни было 2, всегда будеть Р= 0. 

Итакъ, Р равно О при всякомь 2, т.-е. тождественно равняется нулю. 

69. Теоркмл У. Еслы цюлый относительно & полиномь [(2) д- 
длится вь отдъльности на (2 — а)", (#— 5 (2—6)... ща, 6,с... 
неравныя между собою числа, то онь дълится и на произведене 

(2— а)". (2—5). (2—0). 

Пусть / (2) — (# — а)". 9 (6) и Г(а) = (@—0}. ф(@), пдь $ (2) и @) 
частныя оть раздфлешя /(2) на (2 — а)® и (2—5). Ижфемь 

(2 а) @—5'Ф@)... (1). 
Замбнивъ въ этом тождествв < буквою 6, получимь 

(6 — а)* (6) =0 

и какь р — а, по условю, не есть 0, то должно быть ф (в) — 0; другими ело- 
важи, результать подстановки буквы Ф вибсто 2 въ Ф (2), обращаеть эту1функ- 
Що въ 0, слбд. $ (2) дфлится на нфкоторую степень,” разности И, такъ 
что должно быть 

99 =@-—. и)... 
съ условежь $, (50. Докажемь, что 3—8. Для этого подставимъ въ’ тож- 
дество (1) #— 5 фи (2) вифсто $ (2); найдемь 

(#— а) #— Бо, @ = @— 5! @). 

Если бы было В'< 8, то об части можно бы было раздфаить на (2 — 6)", 
и положивъ въ частныхь х=6, нашли бы 

(6 — а) (0) =0, 

но это невозможно, такъ какъ ни (6 — а)", ни $, (5) не равны нулю. Заклю- 
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чаемъ, что нельзя допустить, чтобы В’ было меньше В. Подобнымь же образомь 
докажежь, что В’ не можеть быть и больше 8. Слфдовательно 8’ = В, и потому 

®=@— 54 ©), 
и сл5довательно 

Г (9) = (@ — а) (в — БР (2). 
Продолжая подобныя же разсуждешя, докажемь, что $, (2) дЪлится на 

(#— 6)", а сад. Г(®) на (2 —а)* (#— 5) (& — © ит.д. Теорема доказана. 

70. Творвмл \У1. Чтобы цьлый относительно х полиномь тожде- 
ственно (‘т.-е. при всяком» значени <) равнялся нулю, необтодимо и 
достаточно, чтобы вс коэффищенты ею равнялись нулю. 

Пусть данный полиномъ будетъ 

р Аа Вай | 049 - Фа. 
Такъ какъ этотъ полиномъ, долженъ быть равенъ нулю при всякомъ 2; стало 

быть, въ частности, онъ должень быть равен нулю и при 2 — 0. Но при < = 0 
вс№ члены, содержащие 2, обращаются въ 0, слфд. равенство 

А24-|- Вай | (2 -- О-В =0. ..: 
обращается въ 

Е=0... (1). 

ОткинувЪ въ равенствв (1)В, какъь количество, равное 0, а въ остальныхь чле- 
нахъ вынеся за скобки 2, получимъ равенство 

РА -- Ва (#0) =0. 

Для того, чтобы Р равнялось О при всякомь <, необходимо, чтобы одинъ 
изь его сомножителей всегда равнялся нулю; но 2 равняется нулю не всегда, 
а только при 2 — 0, слёдовательно, необходимо; чтобы второй множитель всегда 
равнялся нулю. Такъ какъ А2*-|- Ва* -|-02-- 0 должень быть равень О при 
всякихь значешяхь 2, то онъ должень быть нулемь и при 2=0. Но поло- 
живь въ неиь 2—0, обратимь его въ 1, а равенство 42? —- Ва? -- 0&-- 

В—=0 
я ы 0=0... 01). 
Откинуюь въ полиномь Р члены 02 и В, какъ равные 0, а въ остальных 
вынеся за скобки 42°, получимь произведеше 

Р= 4 (А-В 0), 

которое должно быть равно О при всякомь 2. Отсюда, подобно предыдущему, 
докажемъ, что 

6=0.. . (0%) 

ит. д. Такимь образомь вов коэффищенты полинома Р должны быть равны 0. 
Доказали, что это услоше необходимо. Но оно и достаточно, потому что вели 
в коэффищенты равны 0, то и полиномъ Р равенъ нулю. 

71. Творвмл УП. ам два цълые относительно х полинома оста- 
ются равными при веякомь значеши 2, то они тождественны. 

мы 
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Пусть полинохы 

42° -|- Ва -—- 64° Пай -|- Ее--Е 
и 423 -|- 523 -|- @ае-е 

имфютгь одинаковую численную величину при всякомь 2; тогда ихъ разность. бу- 
деть тождественно равна нулю. Но эта разность есть 

‚Аа -|- Ва*-|- (0 — а) -- (© — 9)" (в — @е-- (Е—е); 

слд., по теорем У, имфемь: 

А=0; В=0; =; 0 =; = В=е; 

Изъ того, что А =Ои В-=0, заключаемъ, что члены А2? и Вх“ исчезають, 
лакъ что число членовъ въ обоихъ полиномахъ одинаково; а какъ (= а, 0 =, 
В —=ЧиЁ—е, то коэффищенты при одинаковыхь степеняхь 2 равны. 0ба по- 
линома ничфмъ не отличаются одинъ отъ другого, или, что тоже, тождественны. 

Примвчлите. Теоремы УТ и УП служатъ основанемь способа неопредь- 
ленныяь коэффишентовь, пуЪющаго многочисленнЪйния и разнообразии ния 
приложешя въ алгебрф. Изобрётеше этого способа приписываюимь знаменитому 
французскому математику и философу Декарту (Сах{езтв). 

Различныя приложеня предыдущихъ теоремъ. 

72. Приложене 1.— Выведемь услошя дфлимости суммы паи разности оди= 
наковыхь степеней двухъ озичостАь: на оиЖу или разность оснований. 

1. Пусть требуется раздфлить 2” — а" на 2— а. Подставивъ въ двлимоо 
букву @ вифсто 2, найдемь окончательный остатокъ; онъ будеть ==а” — а" 
или 0, откуда заключаемт, что дфлене совершается безъ остатка. 

Дая нахожденя частнаго представляемь дфлихое въ видф полнаго много- 
члена 7-ой степени; 

д" 0. шт |0 га. 0. 2—9": 

По правилу $ 61, высийЙ члень частнаго равен 2”-1. Второй членъ част 
наго содержить 2”-°; а коэффищенть его найдемь, помноживъ коэффищенть 
перваго члена частнаго на а, что дасть 4, и придавъ сюда второй коэфф. д#- 
лимаго т.-6. 0; итакъ, второй члень частнаго == аа”-?, Продолжая такимь 
образомъ, найдемъ 

та" 

&—@а 
ат аа раз. . „рать... (1), 

2. Раздвлить а" -- а” на 2 — а. Подставляя въ дфлимое вмфото 2 букву 
а, найдемь окончательный остатокъ а” -|- а" = 2а”. Отсюда заключаемь, что 
дфлеше не совершается безъ остатка. Составляя частное по предыдущему, полу- 
ЗимЪ 

"+ а" 

аа а" Рад" а" -|-. 

3. Раздфлить 2” — а” на = а. Подставивь въ лфлимое вместо 2 коли- 
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чество (— а), найдемь окончат. остатокъ. въ будеть: 9)* при № четнохь р ^ о 
венъ (—а)" —а" = а” — а" —0. Частное же будеть въ этожъь случа ь 

аа" 
и в т — т — т Е а" ал"? -|- аз" ата"... (3): 

- 8) при т печетномь остатокъ = (— а)" — а" — — а" — а* = — 24"; 
частное же 

ма а О Ы ›х. 
ана" — ва" ом За Ч На” Фи 

4. Раздфлить д” -- а” на 2-|- а. Подставляя въ дфлимое вифсто 2 букву 
(— а), найдемь окончательный остатокъ. Онъ будеть: 2) при т четномь: 

и (— а)" а" = а"-Ра"=2а", такъ что 

та” Е а с 2а* . Г а 2-1 — 24-1 03-2... -- а*-х — а" | 21а: (5). 

8) при #4 почетном (— а)" -- а” = — а" -- а" = 0; слов. дввше бовер- 
‘шается безъ остатка и частвое 

а он-то"... 2). 
ха 

Отсюда заклюзаемь, что 1) =”— а” всегда двантся на 2—а; 2) " — а”. 
длится на х-| а, если  четное; 3) 2" -|-а” никогда не длится на 2 — а, 
по дфлится на х--а при нечетножь. Такимъ образомь нашли т же вы- 
воды, как!е получили раныше непосредственныхь дфлешемъ. Новый премъ даль 
т же результаты быстре. 

73. Приложене П.—Мы видфли, что =” — а" веегда длится на 2 —а; 
но при #2 четномь дфаится еще на х-- а. Слфдовательно, когда 2% четное, 
2” — а”, дфлясь на биноны Га и х—а, дфлится, по теорем ПУ, и на 
‘ихъ произведеше (2—4) (=-- а), т.-е. на 2* — а*. Итакъ: разность одинако- 
вых четныхь стененей двухь количествь дфлится безъ остатка на разность, 
квадратовь тфхь же количествь. Частное будеть 

: м ааа в с ам рат, 

74. Приложеше ТП. — 1. При какомъ числениомь значеши К полиножь 

23 — За | 52-К 

двлится безъ остатка на 2 — 3? 
Чтобы полиномь дфлился на 2 — 3, нужно, чтобы результать подстановки 

въ ‘него 3 ‘вето 2 обращался въ нуль, т.-е. чтобы 

3—3. 32-5. 3-1 К=0, и 15-1 КО. 

с равенство возможно только при К = — 15. 
-2. При какомъ значение К полиномь 

аа — За 52 К 
длится на 2-3? 
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Нужно, чтобы результать подстановки въ этоть полиномь числа (— 3) вм$- 
сто 2 быль равенъ нулю, т.-е. чтобы 

(—3) —3. (—3)*-Ё5. (—=3)--К=0, ши —69- К=0; 
а то возможно’ только при’ К = 69. 

3. При какомь значеши К полиномь 

2 — Зи --52--К 
`раздфлится на 35 — 2? 

На осн. 5 63, ОлЬдетв., заключаемь, что необходимо, чтобы результать 

подстановки въ данный полиномь числаз вуфето 2 быль нулемь, т.-е. чтобы“ 

2\3 2 р 62 6) 3(3) 5. ЕКО, ши ЕКО, 

62 
й 910 возможно только при К = — от. 

75. Приложеше 1У— Теорема 1\, $ 65 можеть быть примфиена къ раз- 
ложению многочленовь на множители. Методъ разложешя, на ней основанный, 
называется методомь двучленныхь дълителей и состонть въ следующем. 
Расположивь многочдень по степенямь какой-либо буквы, 2 напримвръ, стара- 
ются открыть двучленныхь дфлителей 2 — а, 2—6,. .., ж—; воставая- 
ють изъ нихъ произведене (2 — а) (#— 6)... (—®); дваять на него 
данный полиномь Р, и если въ частномъ получается выражене (0, то 

Р=(#—а) (#—5)...(=-—Ю.0. 

Разложеше такимъ образомь будеть совершено. 
Вирочемь, слдуеть замбтить, что этоть методь не такъ удобень въ прак- 

тическомь отношеши, какъ выше указанные методы разложеня; потому что въ 
случа большого числа возможныхь дфлителей придется дфлать слишкомь много 
вычислений, чтобы выбрать тф изъ нихъ, которые дфйствительно служать дфли- 
телями даннаго полинома. Поэтому онъ употребляется лишь въ рёлкихъ, искаю- 
чительныхь случаяхь; такъ, наприм., онъ весьма удобень для разложеня сим- 
ъметричныхь выражен. 

Круювая перестановка. — Разсмотрихь выражеше бе -|- са-|- аб; члень, 
несодержащий буквы @, поставлень на первомь мЪстВ, а остальные члены можно 
т послфдовательно круювою перестановкою буквъ, т.-в. перемфною @ 
на 6, 6 асис ва а *), Такое же расположеше буквъ легко видфть и въ 
выражени ($ — с) -|-6*(е — а) -- с*(а— 5); въ самомь дфлЪ, изъ а —е) 

а м. 

*) Если а, 6 и с поставить на окружности круга 
(черт. 9) и, выходя оть нёкоторой буквы, а, двигаться › 
по окружности круга въ направлеши, указанномъ-стрфл- 
кой, то мы будемъ слфдовать въ циклическомь порядкь 
абс, са, саф. СлЪдоваше этому порядку. важно вЪ за- 
дачахь, тдф имфють дфдо съ разносгями трехъ буквъ. 

6 Тю кода мы шишомь 6 —с, с—@, а, мы в4- 
дуемъ циклическому порядку; но нарушаемь ототь по- 
рядокъ, когда пишемъ 6 — с, а—с, а—6 или а—с, 
$ —а, 6—с. Есди съ ‹амаго начала слфдовать цикли“ 
ческому порядку, то вычисленя сокращаются и дла- 

Черт. 9. ются дегче, 



кружвию перестановкою получаемь 6*(с— а), а отсюда снова круговою пере- 
стазиваюю выводимь с*(а — 6). Тоже самое замфчаежь въ выражени 

—2)(—@—у). 
Оымметричныя выраженая.—Выражеше, которое не измфняется отъ пе- 

рестааювки какой угодно пары буквъ, въ него входящихь, одной на мфсто дру- 
198. вазывается симметричнымь выражешемъ. Такъ, выраженя а-|-6, аб, 
в 5, араб, а — сть симметричныя выражешя изъ двухь 
бииаь; а-РЬ--с, са -- 46, а*-|- 53-|- с — Забе — сниметричныя выра- 
жешя изъ трехь буквъ; потому что, наприм., а — фа, аз -|- 6 = 93 -|- аз; 

ао -е=а-е--Ь—=с-а- =... а Ь, 27, очевидно, ие- 

симметричны, ибо, наприм., а — Ь неравно 6 —а, и т. д. Замфтимъ, что един 
ственная симметричная функщя первой стешени относительно а, В, с есть 
Ма-НЬ-| с), тдь М- числовой коэффищентъ. < 

Выражешя, которыя остаются безь изифненя величины при круговой пере- 
становкф входящихь въ нихь буквъ, называются циклически-симметричными. 
Таково, наприм., выраженше ($ — с) (с — а) (@— 5), ибо величина его не изи*- 
няется, если ва ифсто а поставить 5, с на мфето В, и а на мфето с. 

Очевидно, произведеше, или частное двухъ симетричныхь выражешй симме- 
трично; ибо если ни то, ни другое не измфняется при перестановк% двухъ буквъ, 
одной на мфсто другой, то и произведеше, и частное останутся безъ измфненя 
при такой перестановк*. 

Ясно также, что произведенше, или частное двухъ циклически-симиетричныхь 
выраженй суть также выражешя циклически-сихметричныя. 

Послф этихъ предварительныхь указанй переходижь къ примфрамъ. 

ПРимзвРЪ 1. Разложить на множители 

а — с) 5 —а)-|-с\а—5)...(1). 

Положивъ въ этомь выражеши Ь==е, убфдимся, что оно обращается въ 
ноль; слфдов. В — с есть множитель этого выражешя. Такимь же точно обра- 
зомъ докажемъ, что ис —а, и а — Беуть множители даннаго выраженя. Слф- 
довательно, оно седержитъь множитель (6 — с) (е — а) (а—5): 

Но данное выражене есть выражене четвертой степени, слдоват., кромв 
трехъь найденныхь множителей, оно должно содержать еще одного множителя 
первой степени. Кром того, этотъ множитель долженъ быть симметричнымь 
выражешемь относительно буквъ а, Би с. Заключаежь, что этотъ множитель 
должень быть = а Ь--с. 

'Итакъ, данное выражене должно быть — 

Щ— <) (с —а)а—В(а-Рь--9. .. (2), 

тгдЪ Г есть нфкоторое чмсло, остающееся безъ всякаго измфнешя, каковы бы 
ни были значеня а, В и с. 

Чтобы найти №, замфтижь, что (1) и (2) тождественны, а слёдов. коэффи- 
щенты, наирим., при а3, должны быть равны. Въ (1) этоть коэффищенть ‘есть 
Ь—с; во (2) олъ есть — с); сафдов. Ь = — 1; а потому выражеше (1) 
разлагается въ форм 

— (6 — с) ((—“) (а —В)(а-Рь- о). 
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Для нахождешя Гоможно еще дать частныя значешя буквамъ а, Ви с. По- 
ложивъ, наприм., @ = 0, 6 =1, а (1) обратится въ — б, а (2) въ 6; 
слбдов. 6. =— 6, откуда ВЕ 

Примъръ П. Разложить ре . 

УбЪждаемся, что данное выражеше обращается въ О при ‘у ==, елфдоват. 
у — 2 есть множитель даннаго выражения. Такимь же точно образом уб®дим- 
ся, что множителями его будуть #—5 и #— у. А какъ данное выражене 
веть выражеще 5-Й степени и циклически-симметрично, то`оно должно быть = 
{у— 2) (2—2) (ву) Ща у) НР Жуг-- а2- ау)... (0) 

тд въ фигурныхь скобках написана самая общая форма циклически-сихметрич- 
наго выраженшя второй: степени. 

Для опредфленшя Г, безь труда найдемь, что коэффищенть при 2% въ дан- 
номь выражены есть — 5, а въ (1) это будеть — №, слфдов. Ь=5. 

Для нахождения М, полагаемь 2 ==0, у—1, 2—2, и сравниваемь данное 
выражене со (2); найдем 

—1 32-1 =(--1).2.(- ПБ. 5-2 

откуда М= — 5. Искомое разложене будеть 

5—2) (9—2) (ву) Ау уе ве), 
ПримфрЪ Ш. Разложить на’ множители 

ф— с) Ще — а) «(а—Ъ). 

Легко убфдиться, что 6—0, с--а, а-_6 служатъ множителями, СлЬдоват. 
данное выражене, будучи симметричныхь выражешемь 6 степени, — 

6—9 (—а) (а ще) 
Еее) Ее а) -- а о] аве .. (0) 

Остается опредфлить числовые коэффищенты. 1, Ми \. 
Коэффищенть Е а въ данномь выражены равонь — 1, а въ (1) равевь, 

— №; садов. В 
Кооффиценты при а? въ данномь выражены 0, а во (2) воть И-М; 

слфдов. 6 М=0, 1=М=1. 
Чтобы найти №, положижь а = 1, 6=2, с=3; сравнивая данное съ (1), 

находимь 
1-64 —3=2(1-- 8-27-55 -- 16 + 27-6), 

откуда № = — 9. Итакъ, данное выражеше = 

6 дса бери 
наз с) 5 (е Ра) са 5) —9а55}. 

ПРимъРЪ ТУ. Разложить полиномъ 

Р— 42636 а —5) (@—6) (6—6) — а заца —5) («—а) 6—а) 
за ас) (а —а) («—а) — @ в) $ —а) (4). 

Легко убфдиться, что полиномь Р обращается въ ноль при а=5, а=е, 
п = а, В=сит. дз; потому онъ ‘дфлится на а —®, ас, а— 4,6 —с и 
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т. д. Попытаемся выдфлить этихь множителей. Вынося изъ первыхь двухъ’ чле- 
новъ 4353(а — 6), а изъ двухъ другихь сс @), получимь: 

Раба — 6) {а —6) 6—6) — 9—9 6—@а) 
-{ <а\е —@) {аа в) (аа) 1 6- в) 6—4}. 

Располагая первый членъ въ нервыхь фигурныхь скобкахь по убывающимь 
степенямь с, а второй по убывающимь степенямь буквы 4; затвиъ, первый членъ 
во вторыхъ фигурныхь скобкахъ—по убывающимь степенямь буквы а, а вто- 
рой—буквы В, ижфемъ: 

Р— 46а — 6) |<*— са 5) -- 26 @-- аа--5) — Фа 
| 248 (с — а) |а* а (с -- а) |- ака м-р (ес -- а) — беа\ 

или 

Р— 46а — 5) {а (8 ато Фа 
Е 214% (— а) а (а в) (е - а (а М)еа} 

Теперь видно, что въ первыхь фигурвыхь скобкахь имфется множитель 
с — 4, в во вторыхь а— 6; вынося ихъ, нмфемъ: 

раза —6) (е— а) (е--@ — (| еа--@) а) -Бабе-|- 9) 
рос —да— в (а- Е а-о — ав) 9-е) 
Вынося теперь за скобки (@ —2) (с —@), и овначивь трей ых 

буквою Р’, положим 
Р=(а—5) (е—@).Р; 

тв 
= 21631 (С° —- 44) (в -- а) — (© -|- са-- 4) (ав) 46 (с + а) 

ЗЕ даа в) (Ро) — аб) © Га --еаа5) 
= а! (с* -|- 4) (с — а) | а(с*-|-@)— Це + а) —с@(а-- у аб (с |- а) 

НЫ 6 ОЕ дан ао Ноа 
== а (@— 6) р Ф — са) + аа—ъ)} 
— са (а — о) (а а -|- 5 — ааа) —5%а —5)} 
— (@- 0) |6 (ю {54 — с — @ — са) | езаца --а6-- — аа —ва)| 
=: аа — 6) (а*— 3). 
Вынося а — с, положихь, 

Р’ = (а— с)", 
тд : 

РИ 99| — с) -- 96 — 6) аз -- сзая-- сзаца(ь --а)-НЫь-—а)\ 
аа —5) (а 0) 

= 29636 — с) (4) —а а — с?) -|- за — а) (а--ь)-Нуаца—5) (а--6) 
= а*® — с) {5-5 а) —@ 6-9} + 26 —а {а Е — м (а-Р 9} 
= 46—66 в) 6 —а)|-- 26 фа —5), 

Здвсь мы можемь вынести за скобки (6 — с) (6 — 4); полатаежь 

= — 6) 6 - ФР”, 
АВ 

р” — а --а--ы} — @ 16-Е 9 НК 
— «(а @) | ас (а- @-РарКа— а) = (и— @)(афе-- ав ава--1еа). 
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Итакъ, окончательно 

Р— (а— 5) (а—6) @—4) ©—6) 6—4) (с—а) (ас | ава -- ава феа). 

76. Приложенме Т. При какихъ значешяхь буквъ @ и 6 полиномь 2 -|- 
—{ 82° -|- 5х — а дфлится безь остатка на 2 -- 32 — $? 

Вопрось можно рфшить двоякимь путемъ. 
1-й методь. нъ состоить въ томъ, что совершають на самомь два д1- 

Леше, доводя его до остатка, степень. котораго была бы ниже степени дфлителя; 
затфиъ выражають, что остатокь долженъ быть тождественно равень нулю. 

Выполняемь дфлеше: 

2— В 

ЕВ! 
— бай 152-556 

$ #—а 
—10| +55 

Чиобы дфлеше совершалось без» остатка, остатокъ должень быть тожде- 
ственно равень нулю; а для этого, по теоремв У1, $ 70, необходимо и доета- 
точно, чтобы 

$—10=0...() и 5—9а=0. .. (2). 

Равенство (1) возможно только при 6 = 10. 
Подставляя 10 вибето © въ равенство (2), имбемть 

50 —а=0, 

что возможно только при а == 50, 
Итакъ, искомыя значешя @ и В суть: а=50, 6 = 10. 
Не трудно проврить, что 2*-|- 82% -- 54 — 50 дфлится безъь остатка на 

2*-|- 32 — 10. 
2-й методь (пеопредфленныхь коэффищентовь). Выражаютъ, что дфлимое 

равно произведению дфлителя на цфлый полиномъ, котораго степень равна раз- 
ности степеней дфлимаго и дфлителя, ибо такова должна быть степень частнаго. 

Такимь образомь пишемъ: 

21 -|- За -- 55 -— а= (2*-- 3—5) (ре-- 9), 

такъ вакъ облий видъ цфлаго полинома первой степени есть 22 -|- 4. 
Располагая вторую часть по степенямь 2, нифемь тождество 

2 За 55 —а=р. 2 Зр | 2 — | &— 9. 
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‘Отсюда, ‚ло теор. УП,$ 71, приравнивал между собою коэффищенты при 

одинаковыхь степеняхь буквы 2, имфемъ четыре усломя для опредфлешя а, В, 
р и 4; а именно: 

в=1; Зр--ч=8; в. р--394=5; 4 —а. 

Подставляя во второе равенство 1 вифсто р, находимъ: 3 -- 4 = 8, откуда 
4—5. Подставивь въ третье равенство вфсто р и 4 ихъ величины, имфемъ: 
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—6-- 15 =5, что. возможно ‘только при = 10. Наконець. вставляя въ чет- 
_ вертое равенство вифсто 6 и 4 ихъ величины, находимъ: а = 50. 

Итакъ: а=50; = 10; р=1 и 9=5. 
^ Стало быть дфлеше безъ остатка возможно тольк“ при а = 50 и’ 6 = 10; 

а частное (95 -|- 9) есть 2--5. 
77. Приложеще ТТ. Въ каком случаф 2” — а" дфаится на 2’ — а”? _ 
Выполвяемь дфйстые, чтобы найти законъ образовашя послфдовательныхь 

остатковъ: 
2" — а" | %2— а? 

а" Бат? | 27-2 а?" -- а?" --. .. 
арт — а" 

— а’ат-Р Е аби 
ат — а" 

— ааРат- вр + ааа 
ай? 

Итакъ, если Й означаеть нфкоторое цфлое число, одинъ изъ остатковь будеть, 
пифть видъ 

атм — а". 

‚ Цоэтому, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая цфлая величина 
_ №, при которой этотъ остатокъ тождественно равнялся бы нулю. 

Онь имфетъ видъ многочлена, расположеннаго по убывающимь степенямъ 
буквы 2, и условя тождественности остатка нулю будуть различны въ зависи- 
мости оть того, будеть ли т—йр равно 0, или отлично отъ нуля. 

Если т — р отанчно оть нуля, то коэффишенты при степеняхь 2 должны 
быть равны нулю, т.-е. 

а —=0 и а"=0; 

это возможно только при а==0. Но такой выводъ не соотвфтствуеть задачъ. 
Вели т — р —0, то 2”-№ — 1; и остатокъ обратится въ ноль, когда 

ам = а", 
_ Т.1в, когда т=й. р. 

'Итакъ, необходимо и достаточно, чтобы т было кратнымь числа р. 
Въ такомъ случа: 
И» 

С ар арт бт |. ата ат. 

ГЛАВА УШ. 

'Общуй нанвыспий хфлитель и наннизшее кратное злгебраическихь выражен. 

78. Дьлителемь пфлаго алгебраическаго выражена называется такое дру- 
тое ифлое выражеше, на которое первое дфлится на-ифло. Такъ, 42? есть д- 
литель выражешя 4823/32; 2—1 есть дфлитель тринома 2% — 22-1; 24 — а 
нифеть дфлителями 2— а, ха, 2 — а? и 2 а?. ь 



а 

Общимь дьлителемь двухъ или нфсколькихь цфлыхь, выражений называется 
такое цфлое выражеше, которое дфлитъ данныя. на-цфло или безъ. остатка. Такъу 
оыраженя (@—5)* и а*— $? нуфють общихь дфлителемь а—5. Взявъ вы- 
раженя а? -|-а36 — аб? — 63,0 — Заз |- 253 и а? — 2а4 — а -|- 253, и 
разложивъ ихъ на множители, находим: 

а? -|- а% — аб — 53 == (а-- 5) (а—5); 
аз — 3а5 + 268 — (а— 5) (а-- 25); 

аз — 2% — а 25 — (а--5) (а—Ба— 25; 

откуда видно, что данные многочлены нифюгь общимъ дфлитележь биномь 4—6. 
Цлыя выражены, не имфющйя никакихь общихь дфлителей, называются 

первыми между собою или взаимно простыми. Такъ, а--В и а—5— 
выражешя взанмно простыл. 

Общимь наивысшимь дълителемь ифлыхь загебраическихь выражений 
называется произведеше вефхъ простыхъ дфлителей, общихь даннымь выраже- 
мямъ. Такъ, въ предыдущежь примфрф обиуй нанвысиый дфлитель есть @—®, 
потому что иныхь общихъ дфлителей данныя выражешя и не имфютъ. Взяву 
выражешя 2 — а‘ и 2 -|- 2441 — а*х — 2а3 и разложивъ ихъ на множители, 
находимъ: 

11 — а = (2-- а) (+— а) (а? -{ аз); 
28 -|- 2а21 — ар — 2а* — (п--а) (т — а) (=-|- а); 

замфчаемь, что простые дфлители,. обще. этимь выраженямь, сут: 2-- ан 
4 — а; их произведеше 2? — а? и есть общий наивысший дфлитель двухъ дан- 
ных» выражен!й. 

Очевидно, что если данныя выраженя раздфлижь на ихъ общаго наивые- 
шаго дфлителя, то черезь это изъ нихь исключатся общие ‘ихь дълителие, а 
потому частныя. не будуть иифть уже никакихь ‘общихь дфлителей, т,-е. будутъ, 
первыя между собою. Отсюда вытекаеть другое опредфлеше общаго наивысшаго 
дфлителя: это есть такой общий дълитель, по раздълени на который 
данныхь выраженй, получаются частныя первыя между собою. Такъ, 
въ предыдущемь прижрб, раздвливъ выражены 2*— а‘ и 29-|-242° — а — 24% 
на общаго дфлителя 2* — а?, получаемь частныя 22 -@* и 2-|- 2а — первыя 
между собою. Заключаемъ, что, по опредфлешю, 2* — а? и будеть обийй наи- 
высший дфлитель данныхь выраженйй. 

Примъчане Т.—Между алгобранческииь общимь наивысшимь дфлителемь 
и общимь нанбольшимь дфлитележь чисель (въ ариеметик®) есть существенное 
различе. Общ наибольший длитель чисель есть такой ихъ общ дфлитель, 
который по. величимь больше всфхъ другихъ общихь дфалителей. Отсюда и на- 
зване его — наибольшей. Но общ нанвысийй дЪлитель алгебраическихь выра- 
женй, какъ содержапий произведеше всфхъ общихь дфлителей, очевидно, будеть 
по степени выше другихъ общихь дфлителей; но изъ этого еще не слфдуетъ, 

чтобы онъ быль больше по величин$: такъ а? не необходимо больше а; напр., 
если @ есть положительное число меньшее 1, то а? меньше а. 

Иримъчаще П.— Для краткости слова: общёй дфаитель будемь означать 
начальныхи буквами о. д.; также слова; общй наивысший дфлитель — буквами 
о. н. д. 

Переходимъ въ изложению способовъ опредфлешя общаго нанвысшаго дфаи- 
теля алгебраическихь выраженй. 
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79. Способъ разложеня на множителей.— Пусть требуется найти о. н. 2. 
одночленовъ 

вазе, 30070 и 4байфа, 

т.-6. такихь выраженшй, которыя прямо даны въ форм произведений. 
Согласно съ первымъ опредфлешемь, нужно составить произведеше вех 

общихь простыхь дфлителей — численныхь и буквенныхъ. Произведеше общихь 
простыхь числовыхь дфлителей есть о. н. д. коэффищентовь и =5. Что ка- 
сается буквенныхь производителей, то нужно взять только общёя буквы еъ наи- 
меньшими показателями; обиёя буквы суть @ и 6; наименьший показатель буквы. 
а есть 4, буквы 6—2; сл. 0. н. д. == 540%. 

Выражень, такимъ образомь составленное, удоваетворяеть и второму .опре- 
дфлению общаго наиб, дфлителя; въ самомь дфлЪ, роли на него. данные 
одночлены, получаемь частныя: 13ас, 64% и 954 — первыя между собою. 
(Отсюда Правило. Для составаеншя 0. н.9д.. одночленовь нужно, кь общему 
наив, дълителю коэффишентовь приписать веь ‘общие буквенные мно- 
жители с» наименьшими показателями. 

Что касается ногочленовь, то, когда они легко разлагаются на. множителей, 
и употребляють способъ разложешя на производителей, или, что то же, пре- 
вращають многочлены въ одночлены и прилагають къ нимъ, предыдущее пра- 
вило. Воть прихфры. 

1. Найти о. н. д. многочленовъ 

9422 — 36 и 124% 48а -|- 48. 

Разлагая на множители, найдемъ: 

39а? — 36 — 3%. (аж -|- 2) (а — 2); 
12айай -|- 48а2 --48 —4 . 3 (а=-{- 2), 

Взивь произведен общихь простыхь множителей, найдемь 

0. и. Д.23 (42-2). 

П. Найти 0. и. д. многочленовь 

ау — За? -- Задуй по 2 — 4271. 

Разлагая на множители, находимъ: 

ау — Валу -- ау = ау — 29) (2—1), 
ау? — 4 ®(= -- 2) (#— 29); 

сад. 0. н. д. = 24/9 (& — 29), 
Ш. Найти 0. н. д. полиномову 

2-1 и 2 -- та --те--1. 

Разложивъ ва множители, получинь 

28--1= (2-1) (2 —2=-1). 
28 та --та--1 = (#1) (2% —-- те-Е 1); 

САВД. 0. и, д, - : : а 
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Т\, Найти о. н. д. полиномовь 

За у — 322 —- Згу — За2 п 
1522у — 302уа -|- 152%у — 154% —- 30422 — 1523. 

По разложени на множителей, найдемь, что . 

(21-2) (у —2), 
.5(у— 2) @— 2). ‚ 

1-й полиномь 
2-й полиножь = : 

Отсюда: о. н. д. = 3(у— 2). 
80. Способъ послфдовательнаго дфленя.—Такъ какъ многочлены только 

въ рёдкихь случаяхъ легко поддаются разложению на простыхь множителей, то’ 
и предыдущий способъ прилагается съ успфхомъ только въ исключительныхь слу- 
‘чаяхь. Вообще же, для опредвлешя 0. н. д., полиномовъ пользуются общимь 
способомъ, который носить назваше сяособа яослльдовательнаю дъленая. На- 
хождеше 0. н. д. этимь способомь основывается на слёдующихь теоремахь. 

81. Теорема 1. — О. м, 9. двужь выраженй не измънится, если 
одно изь нить помножимь или раздълимь на количество, первое сз дру- 
зим, 

Въ самомь дфль, о. н. д. есть произведеше множителей, обмума» тому и 

другому выражению, а потому если введомъ (умножешемъ), или уничтожижь (дф- 
лешемь) въ одномъ изъ нихъ множителя, не входящаго въ составъ другого вы- 
ражения, то отъ этого прибавится къ первому, или уничтожится въ немъ мно- 
житель, котораго нфтй, во второмь, а сл®д. общие множители останутся т же; 
значить не изжнится но, и. д. 

Эта теорема облегчаеть вычисленя, позволяя избфгать дробныхь коэффищен- 
товъ въ частных. 

82. Творкил 1|.—- О. н. д. у дълимаю и дълителя служить общимь 
ителемь У дьлителя и остатка. 
Пусть данные многочлены суть Ми № обозначивь частное оть раздфленя 

Мна № буквою 0, а осталокь В, и замфтивъ, что дфлимое ==произведению дё- 
лителя на частное, сложенному съ остаткомъ, имфемь 

М=АЖо-В. .. (1). 

Обозначить общаго дфлителя многочленовь Ми Х буквою А, раздфлимь на, 
А об части полученнаго равенства, найдем: 

м_м В 
= хол. 

Но, по условю, А есть общёй дфлитель многочленовь М и №, слфд. частныя 

Х их суть выраженя цфлыя; обозначивь ихь соотвфтственно черезь, Ми\, 

представимь послёднее равенство въ вид№ 

МЕЧА, откуда в —№Жч. 

В : р 
Это равенство показываеть, что ^х есть выражеше цфлое, ибо равно цфлому 

выраженю М — № Ж 0, значить, В дфлится на-цфло на А, 
Итакъ, мы доказали, что всяк дфлитель, обийй дфлимому и дёлителю, 
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слркжть общикь дфлителемь у дфлителя и остатка; а слёд. и общий наив. дф- 

83. ТЕорЕмл Ш, обратная. О. н. д. у дълителя и остатка служить 
же общимь дълителемь у дълимаю и дълителя. 
Пусть А, будеть общимь дфаитележь выражешй № и В. Раздфливь 00% ча- 

в равенства (1) на А,, получимь 

м_ д. ыы 9 
Х 

__ №, 1 убломю, 5, воть пфлое выражено, равно какь и х ;обозначивь ихь бук- 
вами № и В’ получимь 

м р и х 9-ю. 

Это равенство показываеть, что и равно сумиф двухь цфлыхь выражений; 

значить, А, есть дфлитель многочлена М. 
Итак, мы доказали, что всякёй дфлитель, общйй дфлителю и остатку, слу- 

жить также общимь дфлитележь у дфлимаго и дфлителя; а слёд. и общий ивив. 
ДВлитель дфлителя и остатка служить общимь дфлителемь у дфлимаго и дли. 
теля. 

у Изь отихь двухъ теоремь выводится слфдующая 
т 84. ТеорЕмА 1\.— 0. м. 9. дълымаю м дълителя равен о. н. д- 
х зителю дълителя и остатка. 

'Обозначииь о. в. л, многочлевовь Ми Х (т.-е. дЬлихаго и дфаителя) бук- 
у вою 0; зов ху \иЕ (1+. у дёлитела и остатка) буквою 0’. Въ силу 

чу теоремы ПЙ. выражен» Г должно быть общимь дфлителеяь многочленовь №и В, 
са. ово лошжаю хфлить бетъ остатка выражене 0’ — общаго наив. дёлителя 
жасочлевовь № и К. А. по теорем Ш, выражеше 0’ должно дфлить на-цфло 

М = У, а сад. и ихъ общаго наив. дфлителя 0. Такимь образомь 
Ва должны дёлить другь друга на-цфло; но это возможно только тогда, 
вегда они равны. Итакъ 

=’, 
и теорема доказана, 

85. На послдней теорем и основанъ снособъ послфдовательнаго дфлеша. 
Пусть данные многочлены суть М и №. Ихь общ наив. дфл. можеть со- 

держать производителей одночленныхь и многочленныхь. Начинають съ того, что 
отдфляють въ многочленахь Ми одночленныхь производителей отъ многочлен- 
ныхь. Одночленный производитель многочлена М есть общ множитель  вевхь 

членъ, заключающийся въ скобках, черезь А, нибемь: 

Иа. А. 

Такъ же точно, вынося за скобки общаго множителя 8 вефхь членовь мно- 
точдена № и обозначая выражеше, заключающееся въ скобкахъ, буквою В, ио- 
длучииъ: 

=: В. 

дфлимаго и дфлителя служить также общимъ дфлителемь у дфлителя и 

членовъ этого многочлена; выносл его за скобки и означая Е 9, а много- 

} 
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Производители — одночлены, общие многочленаиь Ми №, заключаются въ а 
и В; а производители — многочлены, общие многочленамь М и Х, содержатся въ 
АиВ. Такъ какъ о. н. д. многочленовь М и № есть произведеше вефхь ихъ 

_ общихь простыхъ множителей или дфлителей, то очевидно, мы его найдемъ, если 
общаго наив. дфлителя количествь 2 и 8 помножимъ на о. н. д. многочленовъ, 

А иВ. Обозначимь о. и. д. многочленовь М и № буквою А; о. н. д. одночле- 
новъ аи В буквою 4; но. н. д. многочленовь А и В— — буквою 1. На осно- 
ваши сказаннаго имфехъ: 

& = 4. 9. 
Пусть, наприхруь: 

М — 946345 — 30623 | 45а? -- 24а; 
\ — 6а43сле — 1заЧех® — Зба' зай -- 24аЧйехз | ТВаЧасл® + ЗваЧйсх. 

Вынося изъ всфхъ членовъ перваго многочлена за скобки ай, а изъ вобхь 
членовь второго вах, получимъ: 

М— 3а61(32*— 102315248), 
Х — 64443с5 (53 — 24\ — 62-42 | 132 -- 6). 

0бщ. в. д. 4 одночленовъ 3а6? и 692 есть Заб®. Теперь намъ слф- 
дуеть опредфлить 0, т.-6. 0. н. д. многочленов ы 

1} — 1023 -|-152--8 и 
а +6. 

Раздьлимь А на В. Если бы А раздфлилось на В безь остатка, то Ви 
было бы о. н. д., потому что тогда всё производители В содержались бы въ А. 
Но если бы А не раздфлилось на В безъ остатка, то все-таки рАишеше вопроса 
подвинется впередъ. Въ самомъ дфлЪ, пусть дфлене А на В даеть частное Фи 
остатокъ В; въ таком случа 

АЕВХО-В. .. (1). 

причем степень главной буквы остатка будеть ниже чфмъ въ дфлитель В. За- 
мфтивъ теперь, что, по теоремь ТУ, 0. н. д. многочленовь А и В равенъ о. н. д. 
многочленовь В и В, заключаемь, что вопросъ сводится къ отысканю о. н. 
между прежнимь дфлителемь и остаткомъ, т.-е. между многочленами съ мень- 
шими степенями главной буквы, и слфд. болфе простыми. Если бы призтомь В 
раздвлилось на К, тогда В и было бы искомымь общимь наив, дфлитедемь. Но 
пусть при дрлены В на В получается въ частномь 9’и въ остаткё В; тогда 

в=Фхкт КЮ... (2) 

Хотя двяене В на К и не привело къ окончательному нахождению о. н. д. 
но рьшеше задачи опять упростилось. Дфйствительно, мы знаемъ, что о. н, д. 
между Ви В равенъ о. н. д. между В и Е, такъ что вопрось приведен къ, 
нахождению о. и. д. между многочленами В и В, болфе простыми, ибо показа- 
тель главной буквы въ В’ меныше показатели ея въ В. 

Пусть В дфлится безъ остатка на Ви даеть въ частномъ (”, такъ что 

В=фхЕЮ... (3). 
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Не трудно провфрить, что послфднй дфлитель В’ н есть искомый о: и. д. 
жногочленовь А и В. Въ самомь дьль, равенство (3) показываеть, что В’ веть 
©. и. д. для самого себя и В; но 0. н. д. остатка и дёлителя (равенство (2)) 
равенъ 0. н. д. дфлимаго и дфлителя, т.-е. многочленовь В и В; а отсюда, въ 
силу равенства (1) заключаемъ, что К’, будучи о; н. д. для Ви В, служить 
вифстф съ тфиъ (по теор. 1У) и общ. наив. дфлителень для А и В, что и тре- 
бовалось доказать. 

При послфдовательныхь дфлешяхь, здфсь указанныхь, возможны два слу- 
зая: 1) вали мы дойдемъ до остатка равнаго нулю; въ такомъ случа%, какъ до- 
хазано, послфднй дфлитель и будеть искомымъ 0. н. д. многочленовь А и В; 
ли 2) послЪ нфсколькихъ послфдовательныхь дфленй, дойдемъ до остатка, ко- 
терый. не содержа главной буквы, не будеть, однакоже, нулемъ. Что такой 
учай возхоженъ, объясняется тфмъ, что степень главной буквы въ послЪдо- 
вательныхь остаткахь постоянно понижается; слфд. непрехфнно дойдемъ до ос- 
татка. ве содержащаго главной буквы. Легко доказать, что если этотъ остатокъ 
№ есть воль, то слфдуеть заключить, что многочлены А и В не имфють обща- 
3» ваав. хфлителя, т.-е. первые между собою. ДЪйствительно, мы видфли, что 

— кв ох ДФыть остатки посл каждаго дфйстыя, а потому онъ должень бы 
—  ШФаюь в остаток, в содержа главной буквы. Для этого о. н. д. сажь не 
‚ - исжеть сваеыжать глаалой буквы; но въ такомъ случаф, чтобы онъ могь раз- 

эетаткв изогочлены А и В, овъ долженъ дфлить каждый коэффи- 
При стезевать слазлюф бткзы въ этихь полиномахь, & это невозможно, 

ше ТлитесЕ плоффашеятовь рже исключены (они заключаются въ @ и 8). 
< у у. Дфаимь А на В (могли бы, 

данномъ случаф полиномы — одина- | |] Е | 
№ —3=*— 10:2 155 — $ 2 — 224 — 621 {42 -|-135-[6=8В 
АЕ бий 153--1221--392--188 — ы 
= 624-- 823—122 —245—10 

ВъЪ остатк® степень буквы 2 ниже чёмъ въ дфлителЬ, поэтому первое д$- 
еше окончено: оно показываетъ, что В не есть о. н. д. 

Сафхуя теорш, теперь нужно дфлителя раздфлить на первый остатокъ. Но, 
заифчая, что члены остатка нфютъ общаго множителя 2, перваго съ новымъ 
азлинымь, мы на основан теоремы | можемъ сократить этоть остатокъ на 2, 
3 вифвяя этимъ 0.н.д. Черезь это новый дфлитель упростится и будеть равенъ 

За | 428 — 62 — 122—5. 

Для избфжашя дробныхь коэффишентовъ въ частномь и въ остаткахь, мно- 
жжжь новое ллимое на 3, что возможно, такъ какъ 3 есть количество первое 
< 324 -|- 428 — 62 —122—5. Совершаемь длеше 

32° — бд — 1822 | 1222 -|-392-|- 18| 32% -- 42° — 622 — 122 —5 
За 4аА Е 6224-12414 55 |265 

— 1021 — 1223 242-| 44х-- 18... остатокъ 
— 521 — 62-1222 --22х-- 9... остатокъ, по раздфлени ва 2 
— 1524 — 1322 -|- 362* |-662--27.. . остатокъ, по умножены на 3 

БЕ За Золе 605525 
228- 62°-- бр 2 т 

, 



Степень главной буквы въ первомь остаткф не ниже чфиъ въ дфлителЪ, 
_ а 910 даетъ возможность продолжать дфлеше. Но такъ какъ коэффищенть пер- 

заго члена остатка не дфлится на коэффищенть перваго члена дфлителя, то мы 
условимея считать второе двлене законченнымъ, и полученный остатокъ—окон- 

чательнымь въ этожь дфленши. Теперь, слфдуя теорш, мы должны искать о. н. 
д. между 321 -|- 421 — 62% —125—5 и полученнымь  остаткомъ; приэтомъ, 
остатокъ принимаемь за дфлимое, а дфлителя оставляемь прежняго. Приступая 
къ новому дфлению, сокращаемь дфлимое на 2 и умножаемь его на 3, что по- 
зволительно, потому что ни 2, ни 3 не входять множителяхи въ длитель. 
Чтобы не переписывать дЪлителя, продолжають дфлеше въ томъь же столбць, 
только членъ частнаго (— 5) отдфляють оть частнаго прежняго дфленшя за- 
пятою, чтобы этимъ показать, что — 5 не принадлежить къ числу членовь 
одного и того же частнаго, а есть частное новаго, 06обаго, дфлешя. 

Это дфлеше даеть остатокъ 223 -|- 622-|- 62--2, и вопросъ приведень къ 
отысканшю о. н. д. между этимъ остаткомь и дфлителемь. Во набфжаше дроб- 
ныхъ коэффищентовь въ частномь и остаткахъ, сокращаемь дфлителя на 2, и 
ДЪлимЪ 

— 528 — 1541 — 152—5 

0 

Послднй дфлитель 2° -|- 32* -|- 32-1 и есть о. н. д. многочленовь А и В. 

Итакъ, мы нашли, что @ == 346%, а 0 =? -|- 321 -|- 32-|- 1; вл. 0. и, д. 
данныхь многочленов М и №, или 

А — 4. 0 = 3а5\(2* -|- 32° -|- 32 -|-1)==3а6%9-- 9афзх* -|- 9афзж —- За. 

86. Приводимь еще примфры. 

1. Найти 0. н. д. многочленов: 

М = 24° — 28а -—|- 142473 — 308а1 7 -|- 24025 и 

Х== 342° — 30427 -|- З7ах — 60а. 

Выносииь за скобки общихь множителей членовь каждаго многочлена: 

М = 243421 — 1423-7127 — 1542 -|- 120), 
№М— 3а(2° — 102-|- 29% — 20). 

Отсюда имфемь: @=а, 

Ищемь о. н. д. многочленовь, заключенныхь въ скобки. 

Первое дфлене. у 

2 — 1443 -—|- 1122 — 1542 -|- 120 |2 — 102 -|- 292 — 20 

10-Е 29 20 2—4 
427% -|- 42% — 1342 120 

ЗЕ 42-4047 -- 1162-Е 80. 

221— 182-- 40 



принииаекь 2 — 9244-20 за двлкная сабауь 

Второе дфлеше. — 

28 — 1022 -- 20% — 20| 21 — 92-|--20 
с —аз-- 92320 я 

—а-- 94—20 
г. — 21 92—20 
в 2730 т + 

_ Заключаемь, что 2? — 95 -- 20 есть 0, н. д. многочленовъ, содержащихся 
к» скобкахь. Итакъ, я 

2 4=4. 9 -= а(2* — 9%-|-20) = а2* — 9ах -{- 20а. 

и. Вати: .0. н. д. многочленовь 

_ = 22 — 81 13а 577 — 1982-|- 135 и 
И = — 1522 |372 — 15. 

9=1. . у; о, Постирвешия  опродфиить Вере: < 

2702—1522 -- 372 — 15 
| 21, ру УГ А 

270, умноживъ на 2: 
540 

540, умноживъ на =: 
5902 — 1614 -{- 1080 

ЗЕ 742 Е 5552 Е 13692=Е 555 

— бай — 245%-- 525 

Сокративъ остатокъ на 35, дфлимь 

219 — 1521 {372 — 15| 21 7а-- 15 
а — 229 5 1427-Е 305 и и 

— 2+4 72—15 
: о 12—15. 

0 

Итакъ, 0=4* —72-- 15. р 

Аа. = — 72-15. 
№. ати 0. и. д. многочленовъ > 

хи М 21-249 — 34-555 — 
. а 5: 



Саар вая — ра 202— 484 быв 
— 49-Е 62-5 ба -- 5 | -Е1 
ВИНЫ - 64-155 — 48. 48, умноживъ на 2: , 

м. 423 — 1222 --302— 96 Уи 
т 24-Е ба -- 62 5 $ + 

— 1822 - 365 —101 
2 = ® 

а Умноживь Дфлителя на 9, дблимь его на послфднй остаток: 

ыз 36—- 542 — 542 45|— 18а 362 — 101 
361 | 2—1 в ые. 
А зв ы : 

1262 — 252% | 707 ; 

Е 94—66 ` 

Раздфливъ остатокъ на (— 2), дВлимь 

182— 36=-- 10125 -- 381 , 
— 182 29792. _|92# — 3015 ' у 

— 3015=-- — тот, прь на 2 
— 6030=-= 202 " 
— 60305 — 997965 : 

-- 998167 ме 
” При посяфднежь двлеши мы нашли остаток, не содержащий главной буквы, | 

_ Не равный нулю, то заключаемь, что данные многочлены не имфють никакого — 
. дфлителя. я 

и. Найти 0. м. д. многочленовь 

аз -- 2ве | в) — 2 -|- Зе -|- с) аб в) и 
27(6 — сз) — 6 (26° | ве — с) о). ее. 

_ Принявъ @ за главную букву, посмотрим, не имфють ли коэффищенты ка-_ 
_ ждаго многочлена общихь множителей; и для этого разложимь коэффищенты на’ 
_ множителей. Имфежь 

, ие = --0% | 
ра боевой — эс (6- 6) = (6-6) (26 

+ о 
оба и 6--О --6--6)6 д=--9 0 - 

Такимь образомъ находимь, что всё члены у ваго многочлена вт 
_щаго множителя а(5-|-с), вев члены а -- с); сад. можемь пред- 

_ ставить многочлены въ вид: 

аф-- 96 -- да — 26 -- да] и 
{9 о да — 026 — да-- В}. 
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103 — 

Отсюда видно, что Ч=6-- с. Затфжь, сокративь первый многочлень на 
#®-- с), второй на В-|- с, и помноживъ всф члены перваго на $ — с; дВлиль 

Не — аи |5? — зав 
с? а бе | —в| 0 | 

АЕ ве? 
а 

= ва 2 29а м 

== | Зе ЗЕМ 
ЗЕ 6 

- 263, или, по сокращени на’ 263; 
а—ь 

Залфиь, дфлимь 

о — 25а 

—е + | 

Ем 
а +8 

-@ — 6 

а 

Итакъ, 0 —=@— В, А потому 

4—4. 0=06-9@-—5. 

87. Изъ сказаннаго выводимъ слдующее 

Правило.— Чтобы найти 0. н. 9. двухь мноючленовь, нужно: Сна- 
чала исключить общие одночленные множители каждаю мнолочлена; 
причем, если случится, что означенные множители имъюшь о. ни. д, 
то посльднёй слъдуеть впосльдствйи ввести множителемь в5 составь 
искомало об, и. 0. 

Затльмь высшйй мноючлень дълять на низиий, преобразовавь предва- 
рительно дълимое такь, чтобы первый члень ею (предполлая, что 
мноючлены расположены то степенямь одной буквы) дтълился на пер- 
вый члену дълителя. 

_Вь полученном» оть дълешя остаткъ сокращать вепжь множите- 
дей, общить коэффишентамь злавной буквы, и дълять прежняю дтли- 
теля на этоть остатокь, поступая попрежнему. 

Затьмь дълять первый остатокь на второй и т. 9., продолжая 
эвм посльдовительныя дъленёя 00 тльжь торь, пока: или получится 
остаток» нум,— и пилда посльдийй дъллитель есть искомый о. н. 9.; 
илы въ остаткъ получится выражеше, не содержащее плавной буквы, — 
и тода данныя выраженя суть количества первыя между собою, если 
ие имшють общаю множителя, независящело отэз злавной буквы, и не 
открытано. еще вь начал дъйстввя. 
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При выполнении посльдовательныхь дъленшй слльдувть умножать 
промежуточные остатки на такихь множителей, чтобы первые члены 
‘ить дълились на первый члень дълителя. 

88. Иногда процессь нахождешя о. н. д. можно ускорять на основанйи слф- 
дующей теоремы. 

ТворЕмд. О. м. 9. 0ву2ь полиномовь А м В, содержащить злавную 
букву х, тоть же, что м о: н. д. выраженй рА-|-9В и гА-- ЗВ, дь 
р, 4, г, з—нюкоторыя положительныя или отрицательныя количества, 
независяия оть 2. 

ЗВо-первыхъ, очевидно, что всякЙ множитель общ полиномамь А и В, 6у- 
деть также общимь множителемь и выраженй рл-|- 9В и хА-- 3В. 

Во-вторыхь, очевидно, что всяк множитель, общй выражешямь рА-Р ав 
и А -| 3В, служить также множитележь выражешя 3(рА- 4В) — (А -- $В), 
или выражения (зр — 47)А. А какъ р — 4" не содержить 2, то всяк мно- 
житель, общ выражешямь РА --9В и А -|-*В, доджень быть множителемь 
полинома А, если только не будеть зр — 4"=0. Подобно этому, всяюй мно- 
житель, общий выраженямь рА--9В и А | 3В, будеть также множителемь и 
выраженя 7(рА -|- 9В) — р(гА - зВ) т.-е. выражешя (79 — 28)В, и слфд. по- 
линома В. 

Такимъ образомь доказано, что всяюй множитель, общИй полиномамь Аи В, 
служить общимь множителемь и для РА -|- 9В и 7А -- 3В, и обратно, о. 
двухъ послфднихь выражешй будеть также общимь множителемь и для А и В; 
а сл. но. н.д. уЛиВ таковь же какъ и у РА-- ОВ и ХА --8В. 

° Примзръ. Найти 0. н. д, полиномовъ 

32 -|- 102*--72—2...(1) и 32--132--172--6... (2) 

Вычитая (1) изъ (2), имфемь 327 -|- 1028... (3) 

Помноживь (1) на 8 и сложивъ со (2), получияь 

) 21242 -- 432 -|- 38)... (4) 

(лёд. искомый о. н. д. тотъ же, что оу (3) ну 122 -- 432-38... (5) 
Помноживь (3) на 4 и вычтя изъ (4), нибемь 3(&--2). Слёд., иск. 

0. н. о. н.д. (3) изж--2. 
Но (3) при 2 = — 2 обращается въ 0, слдоват., искомый о. н. д, =2-- 2. 

89. Общи наивысшй дЪлитель нЪекольнихъ многочленовъ. — Пусть 
требуется найти о. н. д. нысколькихь многочленовь Р, 0, В и. Найдень о. 
н. д. между какими-нибудь двумя изъ данныхь многочленов, напр. Ри (, и 
назвав ого буквою 0, замбчаемь, что 0 есть ничто иное, какъ произведеше 
всфхъь множителей, общихь многочленамь Ри 0. — Если теперь найдемъ о, н. д. 
между Пи В, то, назвавь его буквою О’, замфчаемь, что 0’ есть произведене 
вефхъ множителей, общихь 0 и В; а какъ 0 есть произведеше вефхь множи- 
телей, общихь Ри 0, то 0’ есть произведене всфхъ множителей, общихь Р, 
Фив. Найдя затВмъ о. п. д. для 0’н 5, пусть онъ будетъ 0”, —убёдимся, 
что онъ будеть = произведению всфхь множителей, общихь многочленамъ Р, 0, 
В и $. Поэтому 0” и будеть 0. н. д. данныхь многочленовъ. 

Отсюда 
Правило.— Чтобы найти о. н. 9. ньсколькить. мноючленовь, нахо- 

9ять ео сперва между какими-нибудь двумя мноючленами; потомь 
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жежоу найденнымь о. н. д. и третьимь даннымь мноючленомь; затъмь 
жежду вновь найденнымь 0. н. д. и четвертымь мноючленомь и т. д. 
Посльднй 0. н: д. и будеть требуемый. 

ПрРимфръ. Найти 0. н. д. многочленовъ 

РЕ 82 — 1222, — 102у -- 15, 
о  — 62*-|- 122° — 92%у — 1859, 

В— 62° —13ху -- 6у*, 

$=42'— 9. 

0. н. д, многочленовь В и $ равень 2х — Зу; 0. н. д. многочленоиъ Р и 
2=— Зу есть 2%—Зу; наконець о. н. д. для Фи 22 —Зу есть также 
22 — Зу. СлЬдов. о. н. д. вевхъ четырехь мнегочленовь есть 22 — Зу. 

90. Наинизшее нратное алгебраическихъ выраженй. — Хратным» дан- 
наго цблаго выражешя наз. такое другое цфалое выражеше которое на данное 
дфлится на-цфло. Такъ 1244299 есть кратное выражешя 2а%х. Очевидно, что 
для даннаго выражешя существуетъ безчисленное множество кратныхъ. 

Такъ, для 2— у кратными будуть: (2—у)*, (2—9), &—у.., 
а — у, 2—1, фут. д. 

Общимь кратнымь двухъ или ифсколькихь цфлыхъ алгебраическихь вы- 
раженй наз. такое, которое на вс данныя дфлится безь остатка. Такъ, если 
цанныя выражена суть: 

29%, За— 5% мм; 

то общими кратныхи ихъ будуть: 

ба (а — Ва 5); 

120\а — 5) {а 5); 

72а (а — 5) \а-- 5) ит. д. 

Очевидно, что для данныхь выражешй существует безчисленнее множество об- 
щихь кратныхъ. 

Наннизшимь кратнымь данныхь выражен, расположенныхь по стене- 
нямь одной буквы, называется ихъ общее кратное, низшей степени относительно 
этой буквы. 

Когда данныя выражешя — одночлены, то для составлешя наннизшаго 
кратиаго нужно перемножить всЪ простые множители, взяв каждый изъ нихъ 
съ наиболышимь показателемжь. Такъ, если даны одночлены 104%, 124563, 
ба\феза, то, взявъ вефхъ простыхъ хножит. въ высшихь степеняхь, т.-6. 2%, 3, 
5, @°, В, с? и 4, найдежь н. кр. 2°.3.5.а4.63.с*. или 60а%3с3а. 

Такимь же образомь составляется и наннизшее кратное многочленовь, 
когда послёдые легко разлагаются на множителей. Приводимъ примфры. 

1. Найти н. к. для 2 — а? и 2? — а. 

ай е-- аа) 
21 — аз — (х —а)(а*-|- та -| аз), 

Н. вр. = (#-- а)(< — а)(2* + ха -|- аз) == -| ад? — ах — а^. 
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П. Найти н. кр. полиномовъ: 

21 -—- 2239 — у? — 29% но 2 — 2299 — муз 293. 

По разложени на множители, первый дает 

(а — у) --2(а — уз) = (#-[- 2) — 9); 
-й второй 

2" — у") — Зу (21 — уз) = (#— 2) (ай — 9). 

Наин, кр. == (2* — *)(2-[- 24)(2 — 29) = (48 — *)(2 — 45%), 

91. Вели разложене многочленовь на множители представляеть затрудне- 
16, то можно пользоваться слфдующижь приемомъ. 

Пусть А и В — данные многочлены, а 0 — ихъ о. н. д. Назваюь частныя 
оть раздфленя многочленовь А и В на ГП буквами А’и В’, получим: А == А” 
и В= В. По свойству о. н. дфлителя, А’и В’ суть выражен первыя между 
60б0ю, & слВд. ихъ наин. к А’В’. Очевидно, что выражеше нанменьшей сте- 

” пени, двлящееся на А’) и В, есть А’ВТ). Итакъ, наин. кр. многочленовь А” 
и В есть АВ... (1). Это выражене можно также представить въ видф А’В, 
если В’) замбнить черезь В; или, въ вид В’А, замбнивь А’) черезь А. На- 
конещь, перемноживъ: А==А и В=В') найдемь, А’В'0®==АВ; раздзливь 

06% части на 0, получимь: А’ВО = ыы Итакъ, наин. кр, можеть быть ‘пред- 

ставлено въ каждой изъ слфлующихь формъ: 

АВТ, АВ, ВА и 
АВ ту. 

Отсюда вытекаеть слфдующее правило нахождешя наинизшаго кратнаго двухь 
многочленовь: находять ихъ о. н. д.5 дфлять на него одно изъ данныхь выра- 
женй, и полученнымь частнымь умножають другое; пли: произведене данных 
многочленовь дфлять на ихъ о. н. д.; или: о, и, д. множать на частныя, про- 
исходящя оть раздфлешя данныхь многочденовь на этого наив. дфлителя. 

Примьчанще Т. Раздфливъ н. к. А’В”О на А’ (или А), находниь въ чает- 
номъ В’; а раздфливь на В (или В), въ частномь получаемь А’; но А’ и В’ 
выраженя первыя между собою, сл. ложно дать нанменьшему кратноху такое 
опредфлен!е: эго есть такое кратное данныхь выраженй, которое по раздфленйи 
на нихь, деть частныя первыя между собою. р 

ПрРиивръ. Найти н. к. многочленовь 

а? — а — 125 и @*-| 546-64. 

0. н. д. иь =а--36. Раздфливъ первое выражене на а-|- 36, находимь въ 
частномь @ — 46. Умноживъ второе выражеше на это частное, найдемь иско- 
мое н. к. 

Итакъ, н. к. = (4*-|- 546 -|- 663) (& — 45) = а -|- а*6 — 14а6* — 2463. 

Примъчате ПШ. Мы нашли, что наин. кр. для А и В равно АВ, от- 

сюда, назвавъ наин. кр. буквою №, имфемъ 

Ь. А.В, 
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2 эрокмедене 0вузь данныхь выражешй равно произведено изь наин. 
33 = 00. маив. дълитель. 

$2 Если М есть н. к. для А и В, то очевидно, что всякое и коли- 
вета Х есть общее кратное для Аи В 

$3 Веякое общее кратное двуть аллебраическить выражен есть 
ить наинизииио кратнало. 

Фисть А и В— два данныя выражены, М— ихь н. к., и пусть № озна- 
эветь какое-либо общее кратное. Допустимь, если возможно, что при дфлени № 
ив \Ж получается остатокъ В (при частномъ 0). Въ такомъ случаз В => — 9.М. 
№ У в М дблятся на А, сл. и В длится на А; Ми М двлятся на В, сл. н 
№ злится на В ($ 81). Но В есть выражеше низшей степени чфиъь М; сл. 
эисззывается общее кратное количествь Аи В низшей степени, чу ихъ н. к. 
3 — нелфиость; сл. остатокь В не существуеть, т.-е. № есть кратное коли- 
чества М. 

94. Пусть требуется найти н. к. нфеколькихь многочленовъ, напр., трехъ: 
&. Ви. Найдемь н. к. двухь изъ вихъ, напр. А и В: пусть оно будеть М. 
Затфмь найдемъ н. к. для Ми 0: пусть оно будеть Г. Докажемь, что и бу- 
деть служить н. к. для А, Ви С. 

Назовемь н. кр. А, Ви С буквою 2. Всякое общее кратное количествь М 
# С есть общее кратное и для А, Виб ($ 92); слёд. № должно дфлиться на 
х. Всякое общее кратное А и В есть кратное и для М ($ 93); сл. всякое об- 
щее кратное А, Ви С есть общее кратное и для Ми С; слбд. 2 должно дф- 
аиться на Г. 

Итакъ, . должно длиться на 2, а 2 на [; поэтому 2 ==, и правило до- 
казано. 
Примьъчаше. — Нахождеше наин. кр. имфеть приложене въ приведеши 

дробей къ общему знаменателю. 0. н. д. въ элементарной алгебр прилагается 
къ сокращению дробей; въ Высшей Алгебрь онъ имфеть друмя, важнфйиия при- 
ифненя, именно въ теорм уравненйй, 

ГЛАВА 1Х. 

Алгебраическ!я дроби. 

Опредфалене.— Основное свойство’ алгебраической дроби. -- Сокращене алгебраиче- 
скихъ дробей и приведеше къ общему знаменателю.— Четыре, основныя дйствя 

надъ дробями. 

95. Опредфлене. — Мы видфли, что когда дфлене одного алгебраическаго 
выраженя на другое невозможно, то дфйстые только обозначается: длителя 
пишуть подъ дВлимымь, отдфляя ихъ горизонтальною чертою. Такимь образомь 
частное отъ раздфлешя А на В изображается въ фор 

А 
В 

Такое выражено называется ачиебрамческою дробью, приченъ дЪфлимое по- 
лучаеть назваше чиблителя, а дфлитель—знаменателя. Итакъ: алебраиче- 
ская дробь есть частное оть раздъленя числителя на знаменателя. 
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Между дробями — ариеметическою и алгебраическою есть существенная раз- 
ница; въ самомъ дфлф, числитель и знаменатель ариеметической дроби суть чис- 
ла цфлыя и абсолютныя, между тфиъ какъ члены алгебраической дроби могутъ 
быть какъ цфлыми, такъ и дробными, какъ положительными, такъ и отрица- 
тельными, и вообще какими угодно алгебраическими выраженями. Такимь обра- 
зомъ, поняте объ алгебраической дроби общиье, нежели объ ариеметической, а 
отсюда вытекает необходимость вывода свойствъ алгебраической дроби и дока- 
зательства правиль дфйствй надъ этими дробями независимо оть вывода этихь 
свойствь и правиль для дроби арнометической. 

; Выводъ упомянутыхь свойств и правиль должень вытекать изъ самого оп- 
редфлешя алгебраической дроби какъ частнаго оть раздфлешя числителя на 
знаменателя, 

96. Основное свойство алгебраической дроби состоить въ томь, что вели- 
чина ся не измфнится, если числителя и знаменателя ухножижь или раздёлимь 
на одно и то же количество. Докажем это. 

Пусть величина дроби з равна (: 

А : в=9... (1). 

Замфчая, что дфлимое — произведению дфлителя на частное, имфемь 

А=В. 0. 

Означивъ буквою М какое-ниб. количество, умножимь на него каждую изъ 
равныхь величинь Ан В. 0, волфдстве чего получимь и произведеня равныя: 

АМ — ВОМ; 

или, перемфнивъ бота производителей / и М во второй части, 

х АМ = ВМХ 0. 

Это равенство показываетъ, что ({, будучи умножено на ВМ, даетъ въ про- 
изведени АМ; слфд. @ есть частное оть раздфленя АМ на ВМ; такииъ образомъ: 

ви — 4 

й 

Но ( есть ничто иное какъ Е [ем. (1)]; слёд. 

АМ А 

вм— в". (2). 

Это равенство показываеть, что дробь ти можеть быть замфнена дробью 

$, 1.0, что величина дроби ме измънится, если числитель и знамена- 

‘тель раздълимь на одно_и то же количество. 

у На этомь свойств основано упрощеше дроби сокращенйемь. 

Равенство (2) показываеть также, что, наобороть, дробь а можеть быть 



‚маменатель помножимь на одно и то же количество. 
олоть свойств основано приведенйе Оробей ко одщему знаменателю 

- Сокращеше.— Для сокращевшя дроби нужно ея числителя и’ знажена- 
ы ь на ихъ общаго ваивысшаго дфлителя: отъ этого величина ‹ 

ни ‚ но дробь будеть приведена въ простьйшИй видъ, такъ какъ част- ея 
5 раздфлешя ея членовъ на ихъ о. н. д. будуть количества первыя_ 

- ую. 
Приводимъ нфсколько приифровъ. 

5 Сократить дробь 
48а аля кд г 

0. н. д. числителя и знаменателя есть 124262. Раздливъ на. это коли- 
о оба члена дроби, имемъ: 

Заре 
5 

И. бок пить дробь 
. Сы 36а552 — Збами 

54а — 108а34 -- 54155 ° 

тели, то 0. н. д. для нихъ находимъ этимьъ способомъ: 

р. - 36а51 — звамл _ баба —№)  __ 18айбща— вуза 5) 
м 54а — това 54а — Бдазьцай — 306 5) — 18азьча — в). За)" 

Замфчая, что о. н. д. чденовъ дроби равенъ 18426 (а — 5), мы, ыы, 
а него числителя и знаменателя, получииь: 

й За(а +5). 
ь во 3—5) ̀  
ет к] ратить дробь Е 

а рая ера 

_ Зншеналоль — за) аце-р ад (2 радио. 
отель = (еее бя ое ами | ад 

— == (2-44) (2% — аа а). 

_ 0 раздфлени обоихь членовъ дроби на о. н. д. 2 а, находихъ: 

ая — ив 
&{а 

ея примфрв 0. и. д. быль 2‘ -- а, ибо а не -0б 
я 1—— а, не дёлится на х--а. 

— с) — аа —с @— 6) ана 



а 

т з ^Чиолитель — 166 — с) —а(а— с)} | аа — 5) =е@—6)(е—а ЕВ 5) - 
Е а5(а — 5) = (а— 5) {е(с — а) — ве - ав} = (а—5)(а— с) — 50). 

Вь $ 54, 5, мы видфли, что знаменатель — (а— 6)(@—с)(6—с) (а6--ас-- 
Е 56). Итакъ, видно, что о. н. д. числителя и знаменателя есть (а—6)(а—6)(6—с); 
раздфливь на него оба члена дроби, получимъ 

ТЕР 
аб фаер ы 

(2 уз — ау, 
уе 

06а члена числителя и оба члена знаменателя длятся на 2 -Р у; раздф- 
ливь ихъ на этотъ биномъ, получимь дробь 

(ру — а ум) 
(еу— ф-т з 

Раскрывъ скобки въ числитель и знаменатель. и сдфлавъ приведене, найдем 

{+ бару 4 5 5 
аи Ре или, сокративъ на 2, 8 (2*-- зу у). 

У. Сократить дробь 

У1. Сократить дробь 
228 — 152? -- 372 — 15 

3 — Вал - 13а -- 51ай — 198» 135 ° 

Въ этомъ примёрЪ. разложен!е числителя и знаменателя на множители пред- 
ставляеть затруднения; поэтому опредфляемь о. н. д. способомь посл®дователь- 
ныхь дЪленй. Такимьъ образомь найдемь, что 0. н.д == 2? — 72-15. Сокра- 
тивъ дробь, найдемь 

2—1 
яд 9” 

98. Приведене дробей къ общему знаменателю. — Здфсь слфдуеть разли- 
чать 1$ же случаи какъ и въ ариометик®: 

1. ели каждые два знаменателя суть выражешя взаимно-проетыя, нужно 
числителя и знаменателя каждой дроби помножать на произведеве знаменателей 
прочихь дробей. Черезъ это общимъ знаменателемь всфхъ дробей будетъ произ- 
ведене вефхь знаменателей или ихь наинизшее кратное, т.е. обибй знамена- — 
тель будеть имёть простёйшую форму. 

Поступая сказаннымь образомь надъ дробями 

ии 
ва’ за На о 

знаменатели которыхъ—количества взаимно-простыя, найдемъ: 

3.366). 96а В). 
За. 35а 56)’ И бабща- о 

т.2а(а--5) Затка - 5). 
За. за(а--о’ "И баба 0) 

выфсто третьей дроби пе 5); или ва 

вмбсто первой дроби 

вифсто второй дроби 



А 

‚2 Богда знаменатели данныхь с ат, ис поете, ле 
паре оате, ные пять принимаемь за общаго знаменателя; затВиъ 
_Алекь это . кр. на знаменателя каждой дроби и полученнымь частнымь 

ен и знаменателя соотвфтствующей дроби. Приводимь примфры. 

1 Привести къ общему знаменателю дроби: } 

ел. 
41—21)’ 8—2) 2-2) ТЕ 

Разлагая знаменателей на простые множители, получииъ: 

4(1— 21) —=2*. (1—2) (1-2); 81—2) =. (1—2); 

эктальные два знаменателя остаются въ данной формЪ. 
Нани. кр. знаменателей, или 0б. знах. = ^ 

=. (1-2) (1 —2) (1--2*), наи (1 — 2%). 

Раздфливъ об. зн. на знаменателя первой дроби и умноживъ полученным = 
эастнымь 2(1-- 2?) оба члена первой дроби, получимъ: 

За(1 4. 
8и— 

Раздфливь об. зн. на знаменателя Сы дроби и помноживъ лолученныхь — 
частнымь (1-2) (1 2*) оба члена ея, найдемъ Е 

51+ 2) (1+9) ‘ 
1—2 ° 

Поступая подобнымь же образожь съ двумя остальными дробями, вмфото. 
иихь получимъ: Й 

461 —2) (+) „ 84а — 7) и 
- в-м "ам = } 

|. Привести къ общему знаменателю дроби: 
1 1 1 х 

22-4’ 2—3 -р ар 5% 

Разлагая знаменателей на множители, найдемъ: у". 

> 
> — 32-2 =(=—2)@—1) 
-4 Иа (@-- 2) @--1. та 

с Наин. кратное знаменателей — (2-2) (2 — 2) (#1) (#—1) пан (1—4) 
(2 —1). Поступая какъ въ примфрь 1, найдежь слфдуюния, соотвфтетвенно = 
равныя даннымь, дроби: 

2—1 ед @+у 9—9 
_ 4—0 еее 

Ш. Привбсти къ общему знаменателю дроби: ` 

=. 

т. 

а ь с 4 
@—5-9—@ 6—90090-0 с-9с-деь ааа’ 



Здсь знаменатели уже даны въ форм произведений простыхъ множителей. 
Замфтивъ, что @—5, а—с, а—@ ит. д. получаются изъ 6 —а, с—а, 
4—а,... умножещемь на — 1, замфняемь данныя дроби слфдующими: 

а я —в с —4 

_ 4—5 -0 9—4 60—90) с9а—960— 90-9’ 

Общий знаменатель = (а — 5) (а — с) (а— 4) (&— с) ( — а) (с — а). Дфая 
‘го на знаменателя каждой дроби поочередно, ни умножая частнымъ оба члена 

_ соотвётетвующей дроби, найдемъ искомыя дроби: 

й а6-с) 6—4) («—а) ЗС —ВБа—с) (а—4) («—9) А 
(@—5) (@—с) и—4) ®-90—4(©—9' а) (а—9) 6—0) 6-9 — 

<(а—5) (а—а) 6—4) — 4—5) (а—0) ©—в) 
@—) (9—0 6-00—9 6—4 @—)@—0@-—40—960-4(-д)° 

Ш, Можеть случиться, что одинъ изъ знаменателей дфлится на вобхь 
_ остальныхь, т.-е. служить наин. кратнымъ всфхъ знаменателей; онъ и будетъ 
_ общимъ знаменателемъ. 

ПРимзРЪ. Привести къ общему знаменателю дроби: 

а ъ с 
а’ @—м вы 

Заифчая, что а — 5 — (4-2) (а*— 057), находимьъ, что знаменатель 
третьей дроби есть наин. кр. всфхъ знаменателей; онъ и будеть общимъ зна- 
монателемъ. Третью дробь, какъ уже нифющую общаго знаменателя, оставляемь 
‘безъ перемфны, а первыя двф приводимь къ общему знаменателю премомъ, ука- 
заннымь въ пункт® 2. Такимъ образомь найдемъ, что данныя дроби могутъ 

_ _ быть замфнены слФдующижи: 

К а(а2—5) Ба) с 
и—й‘’ мы’ мы 

99. Сложеше и вычиташе дробей. — Различаемь два случая: 

1. Сложить или вычесть дроби съ равными знаменателями: 

баг, № 

а ь с 
в меж =' 

Положимъ, что 
а [2 5% 
=; = „=6. 

Зная, что дфлимое = пронзведенйо дфлителя на частное, имфемь 

;4 а—=т4;, 6=т4,, с=т4,. 

Придавая къ равнымь (@ и 774,) равныя количества (® и 4,), получимь 
и суммы ‘равныя; слфд. 

- аъ — та, -- т; 
вычитая изъ равныхь (аи 24, -— 74,) равныя, найдемь и остатки рав- 
вые; слфд. 

а-Ъ— с— та, + та, —т4,, 



Фтсвда правило: чтобы сложить или вычесть дроби с» равными зна- 
сложить или вычесть числители и подь результа- 

подписать общаю знаменателя. 
= Богда данныя дроби имфютъ различныхь знаменателей, то сперва при 

ихь къ общему знаменателю, а затбиъ поступають по предыдущему 

ЯРимзты. 1. Найти сумму дробей 

— 6 | @-+ а, в 
ав Газ Ги 

› приведеви къ общему знаменателю, ифемъ, 

(@—96) (@—5) а- (а3-- 06) (а-Р®) а--(@—17) (а-Р5) (а—5) 
(а--5) (а—/а 

а — 20% -- 22 (а1-- 24% + (26?) -- (ай — и) _ За--ы 
(#—5)а > м" 

Выполнить дфйствия: : 
[2 Е АЗ 

@—П@е+2@-) я-т1Гг@-)е-5’ 

в къ общему знаменателю (2° — 1) (2 — 4) ( — 3), нифемь 

ее 4) #— Э+—10@+2 
2—0 -9@—Э р 

эй — 25 — (2 — 32 —4=-|- 12) (22-22 —2—2) _ 2--4й 42—14 
Е. (#—1(—4(@&—3) — 10-963 

_ Чиклитель не обращается въ ноль при 2=1, —1, 2, —2 и +3, 
“зе Хыштся ни па Одного иножителя знаменателя, а потому результать не 

дальнфйшему упрощению. 
выражеше 

‚23 53 [3 

@-5—9 Н=96-9 Но =96—5' 
"Ябаба знаменатель — (@—5) (6—6) (е—а); дыя вто па Баг 19 ВВ 

_ эсеый шо порядку, получаехь частныя: 

—6—9 —@-9, —@—5. 



а 

По приведем къ общему знаменателю, получим 

=90—0—е—-9—8@а—5). 
(@—0-9е—а) 

Полагая въ числителв послёдовательно @==6, 6 —=с и с=а, замфчаемъ, 
что онь въ каждомь случа обращается въ ноль, а потому делится на (@ — 5) 
($ —с) (с —а). Это произведевю открываемь въ числител® разложещемь на 
иножители: 

2% — а — 16 -|- 63 — с\(а — 5) — с(а3— 3) — а6(а*— 93) — са — 5) = 

` == (а —5){е(а*-- а -|- 52) — аба--Ъ) — с} 
(@—5){(а* — с) — аа — в) —Ъ\а— в) = 
(а— 5) (а— в) |{(а-- се — &— 5] 

=@-Эа-дме-б де = 
—@—-9 9-9 а-+0=@—96-9(-д 89. 

Итакъ, данное выражеше равно 

({@—6) 6—6 (с— а) ао м 
— @—-060—-9@(-—а) ео. 

ТУ. Упростить выражене 

46-|- че 

Если дробь соединена (плюсомъ или минусомъ) съ цблымъ выраженемъ, то, 
помноживъ цфлое и раздфливъ на знаменателя дроби, получимь сумну или раз- 
ность двухъ дробей. Такъ, данное выражене умножешемь и дфлешемь 46 на а 
превращаемь въ 

46 | (@—6} а дааа зан (ао ОЕ т а а 

100. Умножеше дробей. и дроби $ и 5. ь 

Положив 

нием отсюда, 
а—=ф ис —=а4. 

Помноживъ равныя количества @ и 6/ на равныя си 44, найдежь и про- 
изведеня равныя; слд. 

ас = 00. 94. 

Переифнивъ во второй части мфста сомножителей, получить 

ас =В4 . р4, 

откуда 
ас 

а 



‘Отсюда правило: чтобы умножить дробь на дробь, надо числителя 
ой дроби помножить на числителя второй, знаменателя первой на 
енателя второй, м первое произведене `раздьить на второе. 

_ Если въ равенств® (1) положниь @=1, оно обратится въ 

а с ‘ас 

оХТ-ха 
въ, что 1 есть тоже. что с, а ЖТ равно 6, ифемъ: 

а ас 

Же. 
'Итакъ, чобы умножить дробь на цълое выражена, надо числителя. 

ть на это чтьлое, и произведене раздълить на знаменателя 

а с ас Е с ‘ас 

тЖа-гха маЖч=4 
к правило: для умноженя цълаю выражения на дробь, надо цтьлое 

ожить на числителя дроби, и произведее раздьлить на вя зна- 
едя. 

&— м а— (1—6) а—5) 
Приморы. 1 Жи) 6) 

(@ —6) * Сокративъ дробь на (@- 5) (@ — 6), получимь 

С 
а 

Ел 35а 5) 3 
= ах) пе 5 а 

:: 2 и—6).2. 8 -|- 63) (2 —%).2 
г Ш. @—5Хяты и и м 22 — 

= (@*— 1). 24. 

чан. — Доказанное правило распространяется на какое угодно чис- 
робей; такъ . 

ие Е: 

_ ® вю №8, по ошашиоку >Я уивоживь от дробь в 7 
8: 156 



—446—, 

найдем За: помноживъ эту дробь на четвертую ия найдемь окончательное 

произведеше 
2сед. 
за" 

Примвръ. Вычислить 

а дуб. 
яЖетух Зау — Зе 

Прилагая предыдущее правило, найдемъ 

(3-5) уе у—2—. 
(#— ул е--у) Ву —Зай) 

Замфтивь, что (2--у)* — 2° — у’ = (#-- у) — (у) = 
(2-9) балу - балу" 5?) — (#-- у). бу. (зу уз), 

представляемь произведене въ вид 

Буа? -- у) @— ое -Е 9) А Е жи-ьУ, 
Злу(ая — 9) (#-- у) (2—9) 

откуда, по сокращен, найдемъ 

5-м). 
Зе-у 

101. Дфлеше дробей. — Пусть требуется раздфлить 5:1 

Положим, ТЕР и 1=4 инфемъ отсюда 

а=ф и = 44. 4 

Раздфливъ равныя величины (4 и бр) на равныя (с и 94), получимь рав- 
ныя; сл. Ч $ Слд. и 

с 4 

Умноливъ 00% части этого равенства на, $, найдемъ, 

аа _ ра 
$ а%` 

Сокративъ вторую дробь на 64, найдем 

пав 
ва. 

Подставивь вмфсто р и 4 ихъ величины, получииъ 

а $:а-в.- - 0). 
ри: чтобы раздълить дробь на дробь, надо числителя 

первой и ‘умножить на знаменателя второй, а знаменателя пер- 



Отсюда сабдуеть, что для раздъленя дроби на цьлое выражене надо: 
я раздълить на’ произведеще знаменателя на цълое выражеше. 

Положив въ равенств (1) 6=1, получимь 

в. с аа аа ЧЕТ Р пана: =. В): А 

Сад. чтобы раздъаить цъьлое выуажешще на дробь, надо цълое умно- 
на знаменателя дроби и произведеще раздълить на числителя. 

_ Примьчане Т.—Двф величины А ин В называются взаимно-обратными, — 
ихь произведене равно 1. Итакъ, когда А.В==1, то А есть количество. 

жатное величин В, а В обратно количеству А. Изъ равенства АВ==1 нахо- 

Ани ВТ, 

откуда заключаежь, что обратная данной величины равна частному отъ, ‘разда- 
дешя 1 на эту величину. : 

Очевидно, что дроби я и & взаимно-обратны, потому что 

`Инфя въ виду это замфчане, можемь правило дфлешя на дроби выразить — 

‚ слбдующей форм. Изъ правила умноженя дробей слёдуеть, что г. и г 
] 

о представить въ вид произведение 2Х& и «Х“; а потому равен- 

) и (2) можно написать въ вид: 

а. с аа в а. 
ао аа о: 

видно, что для раздфлешя цфлаго или дробнаго выражешя на дробь 
Флимое умножить на величину обратную дфлителю. 

пчане ТП.— Мы нашли, что 

а дроби - не изинится, если числителя и знаменателя раздфлимь. 

 схбаавь это, найдем: ы . 



— 18 — 

Слёд. при дфлеши дроби на дробь можно поступать еще слёдующимь обра- 
зомъ: числителя первой дроби раздфлить на числителя второй, & знаменателя 
первой на знаменателя второй, и первое частное раздфлить на второе. 

‘Очевидно, что этотъ- прежъь слфдуетъ примфнять только тогда, когда числит. 

и знамен. дфлимаго дфлятся нацфло на числ. и знам. дфлителя. 

2а5(а — 5) 2 2а(аь —1*) 
Пеналы. т роз 0 —№) — промо -у РИ Те 

14а __ Т.багфу 

ты 
Ш Я @- еда _@— 9 

м — ера‘ (ва Шара аа‘ 

ту. Ева а. (ай (а ара. 
ь я Затзуи фу‘ АТИ" 

Здфеь числитель н знаменатель первой дроби дфлятся соотв тственно на 
числ. и знам. второй, сл. частное = 

ава НЕЙ. 22а 
) а -Еау У: зу) 

102. Приводимь еще нфсколько примфровъ дйстьй надъ дробями. 
1. Упростить выражене 

1@- 

№ а—ь 

7-Е а5 
а(а —1)* 

в — 
Умножаемь прежде всого числителя и знаменателя данной дроби на 1 +4, р 

чтобы привести ихь къ цёлому виду; сдфлавъ это, найдемь: 

81-0) (=), 
1-Е 6 -Раа—в ‘ 

Раскрывъ скобки въ числителв и знаменателф и сдфлавъ приведене, найдем 

о и 1), и, 
1 @ 1-4? 

Данное выражене равно, слФдовательно, 6. 

0. Упростить выражение 

= | Е 
(* - а (< ао 

уе а 
а 5 

Чтобы привести оба члена дроби къ цфлому виду, множимь ихь на а(а-Е5); 
при чем въ числителВ первый множитель умножаемъ на @, второй на @--6. 
Такимь образомь найдемь 

(42 — (а -- 1 — @3— а) __ (@— аа) 
аа) —@ ав (—Н)@-®). 



Злл ыт м им а 
оба соожителя расположены по нисходящимь степенямь 2. 

зу, п я Наше — 5 РЕ 
чи 59% 

Зачя ЗЕ Зачя 
Зазуз везли зай 

ты ый 
ии. п ыи — 

2-48 

1 _Отроббльшь членовъ частиаго: 



ав ое < . 

ГЛАВА Х. 

Возвышене въ степень. 
х 

Опредфалене.— Правила: знаковъ и показателей.—Степень произведешя и дроби.— 
Возвышене одночлена въ степень. —Квадрать и кубъ многочлена. 

103. Опредфлене. — Въ этой главЪ мы разсмотримь возвышене въ цфлую 
положительную степень. 

Возвысить количество въ ‘иълую положительную степень значить 

повторить ею множителемь столько разь, сколько вь показатель сте- 

пени находится единиц. 
Такъ: 2—а.а; а?—=а.а.а; а“’=а.а.а.,. (п разъ). 
Такимъ образомъ, возвышене въ степень есть частный случай умноженя, — 

случай, когда всф производители равны. Количество, возвышаемое въ степень, . 
вазываетая основанием» степени. Такъ, въ формуль а?, а есть основан; въ 
выражени 2” основаше есть =. Е 

104. Правило знаковъ. Правило знаковъ при возвышени въ степень вы- 
текаетъ непосредственно изъ правила знаковъ при умножени; но послднее 

_ остается одинаковымь, будуть ли производители даны съ ихъ окончательными 
знаками, или же окончательные ихъ знаки неизвфетны, поэтому и правило зна- 

ковъ при возвышени въ степень въ обонхъ случаяхъ будеть одно и то же. 
1. Случай возвышеная въ четную степень. Пусть требуется количества 

+ ан — а возвысить въ четную степень 2%; это значить — то и другое осно- 
ване надо повторить множителемь 2" разъ. |- а, взятое/2” разъ множителемь, 
дасть -|- 4^"; взявь (—а) множителень 2% разъ, можемь все произведеше 
разбить на ® паръ, изъ которыхь каждая дасть знакъ --, а потому и иско- 
мая степень имфеть знакъ -|-: 

(—4)(—а). (-@)<-а. (9-9... (-4) (9, 

Е + + т 
слёд. (—а)?" = -|- а”. Итакъ 

Ед)" =- а”, 

1.-6, четная степень вседа дает» знакь |, будеть ли передь основамемь 
знакь —|- или —. 

2. Случай возвышентя в» нечетную степень. Еели передъ основашемь 
находится знакъ--, то изъ правила знаковь при умножеши прямо слёдуетъ, 
что и произведеще будетъ имфть тотъ же знакъ, сл®д. 

раза Н. . (0 
Если передъ основашемь будетъ знакъ —, то возвышая — @ въ нечетную 

степень 2и--1, мы получимь произведене 2» --1 множителей, изъ которыхь, 
составится ® паръ, дающихь знакъ -|-, и останется одинъ множитель (— а), 
велфдетвю чего произведеше будеть имфть знакъ —: я 

(9 а). (-9(-а.(-9С9...С9С-. (-9, ЕАО ах м — каыр { 
т = + е 



\ чаи ; 

Е:ыъ {— ан = ан... . (2). 

ШЕзть (1) и (2) слбдуеть, что мечетная степень имъеть такой же знакь 
чизжз м основание. . 

ь Прнмзры. (— 3) —--9; (+5) = 625; (4) = -[ 64; (—4)* 

68 Са - а Са -Е а ая 
105. Правило показателей. — Пусть требуется а” возвысить въ степень 77, 

11% а — какое угодно количество, а % и р — числа иЪлыя и положительныя. 
Возвысить а" въ степень р значить повторить это выражен множителемь р 

разъ; слЁд. 
а" а" аа". а” (р раз). 

Но при умножени показатели складываются, слфд. вторую часть равенства, 
хожно представить въ видё а” "+ -**, тдь и берется слагавмымь ©’ разъ; 
т, повторенное слагаемымъ 7 разъ, даеть тр; слЪд. 

(а"Р == а”. 

Отсюда правило: для воэвышенёя степени в новую степень нужно по- 
хазателя возвышаемаю количества помножить на показателя новой 
степени. 

Такъ: (аа; (ат) аи т. д, 

106. Возвышене произведеня въ степень. — Пусть требуется произве- 
дене абе возвысить въ 7-ую степень; это значить — повторить а66 множите- 
лемъ 7 разъ; сл. 

(а5с)" — абс . ас . ес. . . абс (тдБ абс взято т разъ); перемфняя мЁ- 
ста производителей, имфемь Е 

ас. ас. . .ас-=ааа.. .ажьЬ. . „.6ЖХие. .. 6 

здфсь каждая изъ буквъ а, Бис берется множителемь 7 разъ, слфд. нослфд- 
нее выражеше въ сокращенномь вид = а”5”"с". Итакъ 

(абс)" — а"ь"а", 

Отсюда правило: ч70бы возвысить в стетень произведене должно 
‚множителя отдьльно возвысить в» требуемую степень и ре- 

зультаты перемножить. 

107. Возвышеше въ степень дроби. — Пусть требуется дробь $ возвы- 

сить въ 7-ую степень; это значить — дробь # повторить множителемь 97 разъ. 

По правилу умноженя дробей имфемъ, 

а\" ааа а | а.а.а.... а(т разъ) _ а" 
(#) 25-2 @ъ) 5.5.6... Вт разь) т" 

Итак ^ (5) а = 



т.-6. для возвышеная дроби вь степень сяъдуеть возвысить в5 данную 
степень числителя и знаменателя отдъьльно, ‘и степень числителя раз- 

Оълить на степень знаменателя. 

т 

108. Возвышене одночлена въ степень. — Пусть требуется одночленъ 
2а15с"а. возвысить въ патую степень. Для этого надо каждаго изъ множите- 
лей 2, @°, 67, с" и 4 возвысить въ данную степень и результаты перемножить, 
причем при возвышеши стешени въ данную степень — показателей перемножить. 

‚ Такимь образомъ, послфдовательно найдемъ: 

(2ас"а) = 2%. (аз). (6%). (©")з. аз == ЗЗалаащсьиаз, 

3) 3 9 3): 2 
По этому правилу найдем: (2) = ( ) == ЕТ. № 

Итакъ, чтобы возвысить в» степень одночлень, должно возвысить вь 
данную степень ео коэффищенть, а показателя каждало изь буквен- 
ныхь множителей умножить на показателя степени. 

При возвышени въ степень дроби нужно такиъ образомъ поступать съ 
числителемъь и знаменателемъ. Такъ, напр., послфдовательно получим 

9 оса бы: 
та® |^ дав» ^ зазайя- 

109. Для возвышешя многочлена въ какую угодно степень служить особая 
формула, известная подъ именежь формулы Ньютона. Она будетъ выведена’ впо- 
слфдстыи; въ отой глав мы ограничимся выводомъ чаще употребляемыхь фор- 
мулъ квадрата и куба многочлена. 

110. Квадратъ многочлена.—Мы видфли, что каковы бы ни были количе- 
ства @и В по знаку, всегда имфемъ 

аа 246. 

Взявъ триномь @--Ь-|-с и разсматривая на время а--Ъ какъ одинъ 
членъ, найдемь послфдовательно 

Фвр о @ро--а=@ оао фа= 
Жа- 246 Зае-| веса с За -| Зае ЧЕ бе, 

Послфдвяя формула показываеть, что квадрать тринома состоить изъ алге- 
браической суммы: квадратовъ вофхъ его членовь и удвоенныхь произведен 
каждаго члена на каждый, за нимъ слфдующИ. Докажемь общность этого за- 
Кона, т.-6. что онъ справедливъ для многочлена, состоящаго изъ сколькихь 
угодно членовъ; а для этого, допустивь, что закон» втрень для мноючалена, 
состоящало изь п членовь, докажёмь, что онь останется впрень и для 

мноючлена, содержащало однимь членомь больше. 
Итакъ, допускаем, что замфченный для квадрата тринома законъ зфрень 

для полинома ао е--а---- НЫЕ , состоящаго изъ ® членовъ, и возь- 
межь полиномь а-- о --е--а--..-- 2 А--Х, содержащи п-Р1 чаенъ. 
Принявь на время сумму а--5-|-...--#--й первыхь ® членовъ за одинъ 
члень, & весь многочлень а--5--.- А за двучленъ, по. у 
мулб к та бинома напишемь: [(а Не а--..---7- Фес. 

о рое а. ЕЯ Же-------ЕНЗВЫЮ 



= №3 — 

Но, по допущенйю, р --Е2-Е № состонтъ, изъ: 1) 
квадратовъ всфхъ членовъ оть @ до й включительно, т.-е. изъ а? -- И 
-ЕФ-..-- Е; и 2) суммы удвоенныхь произведенй каждаго изъ чде- 
вовЪ @, Ъ,с,.,.Ё № на каждый, за нихъ слбдующий, те. 2а6--2а-- 

— аа... 2аё--2ай-- с -- 254-|-...-- 2%. Всф эти члены написаны во 
второй части равенства (А) влфво оть вертикальной черты. Прибавивъ сюда 

— за-Нь--.---Е №№, т.е. алгебраическую сумму удвоенныхь произведен пер- 
выхь % членовъ на добавленный членъ К, и квадрать Х? этого новаго члена, 

Мерен. разнинаео) 
ь а Зае-- аа... заза --Эай... р 

. Аве аъа--... 3-2 20 
В. + 2еа-+.. В } 
> Е 
* я 
в 9 

к у) 

Отсюда видно, что квадратъ новаго многочлена, содержащаго ® -|- 1 членъ, 
состонть: 1) изъ суммы квадратовъ вефуъ его членовъ отъ перваго до посл — 
няго включительно (строка а); 2) изъ алгебраической суммы удвоенныхь про 
изведеый — перваго члена на каждый: за нимъ слёдующй р 8), второю 
члена на каждый, сзёлуюный за ничъ (7)...., третьяго члена оть конца на 
'0ба, стояще за нижъ (%). в предпосяфдняго ва послфдий (%). Однимьъ словомъ, . 

Второй части равенства (\) ваходится алгебраическая сумма квадратовъ вевхЪ, 
#1 злевовь вова многочлена и удвоенныхь произведен каждаго его члена 
ва каждый за нижъ слфдующи. 

Такяхъ образомь, допустивъ, что законь вфренъ для многочлена, содержа- 
щаго ® членовъ, мы доказали, что онъ вфренъ и для полинома, ичфющаго однимъ 

ы чаеномь больше. Но вначал мы видфли, что законъ вфрень для трехчлена, 
_  д., по доказанному, онъ вфренъ и для четырехчлена; а будучи вфренъ для 

четырехчлена, онъ вфренъ, по доказанному, и для пятичлена и т. д. — однимъ 
_  са0вомъ, для всякаю многочлена. Итакъ: квадрат» мноочлена равен» аме- 

брамческой сумм квадратовь всъхь ею членовь м удвоенныхь произведе- 
н# каждаю члена на каждый за нимь слидуюший. 

Новый методь доказательства, съ которых мы здфсь впервые встрьтились, 
называется способом» заключемя оть п кз п-|-1; у англскихь математи- 
ковъ онъ извфестень подъ именемь метода математической или демонстра- 
‘тивной индукщи. Изъ предыдущаго видно, что методь этоть состонть въ 
слфдующемь: сначала справедливость доказываемаго закона подтверждается на’ 
частномъ примфрЪ, какъ напр. у насъ на трехчлень; затВмъ,—и это существен- 
ная часть доказательства по этому способу, — доказывается, что если теорема 
_врна для какого-либо случая (напр. для и— члена), то она вфрна и для бли- 
эжайшало случал (въ нашей теорем — для п -|- 1— члена); отсюда слфдуетъ, что, 
будучи вфрна въ одномь случаф, она вЪрна въ ближайшемь къ нему, затфмъ 
въ случа — ближайшемь къ послфднему и т. д.; слФдовательно, теорема вфрна 

| и для вевхь случаевъ, слдующихь за тьмъ, съ котораго’мы начали. 
ь р =: этого способа приписываютъ швейцарскому математику Е, 

нулли. — 

в. х ок. 

В+ . 
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111. Струппировавъ члены квадрата полинома иначе, можемь дать ему сл\- 
дующи ВИДЪ: 

(а-ро-ре-на-. РЕ аа -- а а-Н8е 
о -оа-- а -ре- де... 

и 
№. 

Откуда видно, что квадрать многочлена равенъ: квадрату 1-го члена, —- 
удвоенное произведеше 1-го члена на 2-й, -| квадрать 2-го, -- удвоенное про- 
изведеше суммы первыхъ двухъ членовъ на 3-й, -- квадрать 3-го, —- удвоен- 
ное произведеше суммы первыхь трехъ членовъ на 4-й, -- квадрать четвертаго, 
итд 

Въ этой форм® квадрать многочлена примфняется при извлечеши квадрат- 
нато корня изъ многочлена. 

112. Примъръ. Найти (4423 — 7а*27 — ба\с-|- а?)*. 
Примфняя первую формулу, найдемь 

1ба‘х‘ -|- 49а | Зба*х -|- а 
— 56а*. 48а —- За? 
-{ 84а7* — 14а%27 
—12а%; 

сдфлавъ приведеше и расположивъ члены по убывающимь степенямь буквы 2, 
получим, 

16а%2' — 56а? -- ас -|- 92473 -- 224829 — 12а -|- а^°. 

Примьчане, Вели сумму квадраловь членовь полинома изобразить сокра- 
щенно знакомь Х4?, а въ сум удвоенныхь произведен вынести за скобки 2, 
выражене же въ скобкахъ, равное алгебранческой сумм произведешй каждаго 
члена на каждый, за нимъ слВдующИй, изобразить въ формв Уаб, то формулу 
квадрата многочлена можно представить въ сокращенной формв такт: 

(вое...) = ай + 2546, 

113. Кубъ многочлена. — Въ 5 36, 1\№ мы нашли, что (@-- 5) = а*-+° 
—- 34% -- За5*-|- 53. На основаны этой формулы, взявъь триномь а--Ь--с 
и принявъ на время @--Ъ за одинъ членъ, нием: 

ао — (аа ао за ое за-Руече= 
а аъ -|- За? —- 5*-| (3а* | баь-|- 353) -- Зас*-{ Зе с* — 
а -|- 58 -|-с* -|- 3% -|- Зас -|- 53а —- 369 -|- За -|- 385 -|[- айс. 

Такихь же образом, взявъ. четырехчлень и возвысивъ его въ кубъ, нашли бы: 

(ао -е-- а) = аз ие а 
—{ За*5 | За - Заза 
—{ 353а —- 35%с | 35а 
Е За —- Зе - За 
—{ 34а -- Заз -- 3% 
—- бабе -|- бара -- баса 
Е 66са 
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Изь этихь частныхь случаев видно, что кубь взятыхь въ нихъ полиномовъ, 
 ожтонть изъ алгебраической суммы: кубовъ всфхъ членовъ, утроенныхь произ- 
зеленй квадрата, каждаго члена на каждый изъ остальныхь, и ушестеренныхь 

‘произведенй этихъ чденовъ, взятыхь по три. 
НЕЕ теперь, что если этотъ законъ вфренъ для подинома объ ® чле- 
а-о-е--а-|-..--Н9- ВЕ — 
объ п--1 членахь а--о--е-- а... Но--е--в--. Принавъ на 
а--6--с-|--.--Е 2-Е за одинъ членъ, по формулв куба бинома по- 

Нее еее -ро она 
ео ев ры, 
В». по допущение, (@--5е--9--.-.-Р 7-Й)? состоить изъ: 1) суммы ку- 

веЪхь члевовъ оть а до № включительно, 2) суммы утроенныхь произве- 
квадрата каждаго члена а, ®, ‚В на каждый изъ остальныхь, и 

_® пиестеревкыть произведенй этихъ членов, взятыхь по три. ВеВ эти члены 
икие влёзо отъ вертикальной черты; вираво же отъ нея прибавлены 
произведения: 

За ь-|...- №) -- за -Рь-е-- ни. 

чбфазожь получим: 

(ро роа-н. очень-а 
ыы -.. ав в в) 

аъ зас... р Зоь + за Ю 
— 35а Зе... .-- 361% 3% я 1) 

о за зы. са | в 

ма амь зи 
а 7 за -Зве--. ‚а 
им... ад. ив ов 

(> Отсюда видно, что кубъ новаго многочлена объ ®-|- 1 членахь соде 
1) сумму кубовъ вефхъ членовь оть а до @ включительно (строка @); 2) алге- 
браическую сумму утроенныхь произведен квадрата каждаго члена отъ @ до мы 
ва каждый изъ остальныхь (строки 8, 1,..., №); 3) алтебр. сумму ушестерен- 
пыхъ произведен всфхь членов а, 6, с,..., й, №, взятыхь по три. Однижь, 
словомъ, законъ, предположенный Врныиь для многочлена объ ® членахъ, ока- 
зывается вбрнымь и для многочлена, ичфющаго однимь членомь больше, 

Но прямое возвышен@е въ кубъ показало, что онъ вЪренъ для четырехчлена, 
слЬд. онъ вфрень и для пятичлена; & потому и для шестичлена и т. д. 0бщ- 
ность закона такимъ образомъ доказана. 

Сокращенно закон этоть выражается формулою: 

(а-Но-ре-ра-..-На-- в) = Хаз-- 3Уаз6 -- 6Хабе. 

114. Струшпировавь иначе члены второй части, можно написать: 

(ФЕ в-е-. ЕР а Зав Зав Чит 
: р за-роач-а-Езе- оочень 

+ 

3 



Вь этой форхв теорема примфилется при извлечени кубичныхь корней изъ 
_ многочленовъ. 

115. Примзръ. Найти (52% — За2® -|- 2485 — а). 

Примбняя правило $ 113, найдем: 

1252* — 27а32' | 8а528 — а* 
— 225ах* -|- 1504427 — 75азл" 

-{ 1354327 -|- 54а? — эТаба* 
-- 60а — 36а — 12а’ 

- Е 15491 —  9072-- бал“ — 180а3х* -|- 90а1х? — 60а -|- 69. 

Сдвлавь приведеше и расположивъ члены по убывающимь степеняжь буквы 2, 
_ получимь: 

1254 — 22544 -- 2854327 — 282а%* -|- 204а\* — 123а1 -- 594843 — 
и — 214722 -|- ба%е — а°. 

ГЛАВА Х!. 

Извлечен!е корня. 

Опредфлен!е.—Правило знаковъ.—Правило показателей.—Корень изъ произведешя 
и дроби.—Извлечеше корня изъ одночленовъ. 

116. Опредфлене. — Мы видфли, что корнем» и порядка ‘изь А на- 
_зывается такое количество т, которое, будучи возвышено в% т® сте- 

‘пень, даеть А. — Выражая это количество знакогь у ‘илбемь, по ‘опред 
ленйю, два равенства: 

чу „ 
‹ Уи и "=, 

нифюцуя одинаковое значеше. 
®>— 

Сичволь И называется радикаломь порядка п; п—показателемь корня; 
если показатель * равенъ 2, его не пишутъ. ( 

Дйстве нахождешя корня называется 4эвлечещемь корня. 
Въ этой главф мы займемся выводомъ основныхь правиль извлеченя корня 

‘утлаю положительнало порядка. 

117. Правило знаковъ. — Слфдуеть разсмотрёть 4 случая, смотря по тому, 
_ будеть ли подкоренное количество положительное или отрицательное, а пока- 

затель корня — четный или нечетный. ь 
о 1. Корень четнаю порядка изь положительнаю количества имтеть 

0ва значеная, одинаковыя по абсолютной величинъ, но противополож- 
ныя по знаку. 

Такъ квадратный корень изъ 9 имфеть два значешя: Зи — 3. То 
и другое удовлетворяеть данному выше опредфлению корня, потому что какъ 
(3) =- 9, такъ и (—3)*=-- 9. Такимь образом можно написать, что 

У-9 =-ЕЗ (читается: квадр. корень изъ -|- 9 равенъ плюсъ или минусъ 3). _ 



} = а 

9 жа ‘порядка изъ, а вЫ два значения: Е и 
— ® зэтожу что какъ (-- 2)* = + 16, тавъ и (—2)* = -+ 16. Итакъ ИЕ 16 
== 2. Вообще 
: "уе а, 

№ что к (-- 4)" =--а?", в (—4а)”" = а”. 

3 Корень нечетнало порядка из» положительнаю количества есть 
положительная. 

 Тыь 8 2, вотожу что (-|- 2) = 8. Также ИЕ125=--5, 
виз какъ (-|-5)* 125. Очевидно, чтопервый корень не можеть равняться 
— 3. а второй — 5, бо эти числа не удовлетворяють опредленю корня; въ 
вывнь 42. —2 в — 5, будучи возвышены въ кубъ, даютъ —Зн — 125, 
Заыие ы 

урана, 
Зесику что (С 2)": — -|- а"; между тбиъ какъ (— а)? = — а", 

3 Корень нечетнаю порядка изь отрицательнало количества есть 
чезичкмя отприцательная. 

Зы ’— потому что (—2)=—8; И— 64 = —4, и 
о 4 — — 64. Вообще 

Иан а, 

168 (— а)" Н = — а"; между тбиъ какъ (а) -Н = а. 

4. Корень четнаю порядка изь отрицательнао количества есть ве- 
личина мнимая. 

Въ самомъ дфлф, пусть требуется извлечь /— 25. Искомый корень, если бы 
опъ_ быль возможенъ, по абсолютной величин долженъ быть равенъ 5; но пи 

ни — 5, будучи возвышены въ квадрать, не дають — 25, такъ что 

И— 25 не можеть быть выражень никакниь положительныхь и никакимь 
отрицательнымь числомъ. Таюя величины называють мнимыми. Въ противо- 
положноеть имъ, обыкновенныя положительныя и отрицательныя количества, съ 
которыми мы до сихъ поръ имфли дфло, называють дъйствительными. 

Изъ предыдущаго слфдуеть, что правило знаковъ при извлечены корня мо- 
жеть быть выражено такъ: 

Корень нечетнаю порядка имъеть знакь подкоренною количества; 
корень четнало порядка изъ положительнало количества имтеть двой- 
ной знакь (--); корень четнало порядка изь отрищательналю количества 
есть величина мнимая. 

118. Относительно двойною знака необходимо замтить, что его слфдуеть 
ставить только тогда, когда происхождене подкоренного количества остается 

неизвфотнымь. Напр., 4* — 246 -—-5* можеть явиться какъ результать возвы- 
шешя въ квадрать или разности @ — 6, или 6 — а, такъ что Иа? — 26-56 
= (@—5). Но если требуется извлечь квадратный корень изъ (@—6)*, то 
ве Сич полагать У (а — м Е ее — 5), но приписывать ему НИ 



с ; 

Относительно правила знаковъ при извлечени корня слфдуетъ еще замтить, 
что данное нами въ предыдущемь $ правило—далеко неполное. Въ главз ХХХ 
будетъ доказано, что корень изъ какого угодно числа имфеть столько различныхь 
алгебраическихь значений, сколько единиць въ показателв корня; такъ, кубич- 
ный корень имбегь эиры различныхь значеня, корень четвертаго порядка— 
четыре и т. д. 

Примтчане. Въ предстоящемь намъ изложени преобразоваый корней мы 
будешь разсматривать только такъ называемыя ариометическая величины кор- 
мей, т. е. какъ подкоренныя количества, такъ и самые корни будемъ брать 
положительные. 

119. Правило показателей. — Пусть требуется извлечь корень #“? порядка 
иЗЪ 4”, гдф а-— нфкоторое положительное количества, а ®ирр, сверхь того, 
числа цфлыя. Искомый корень долженъ представлять нфкоторую степень буквы 
@; назвавь неизвфстнаго показателя этой степени черезъ 2, имфемъь равенство 

а. 
Уа’—= а". 

По опредфленю корня, послфдай, будучи возвышень въ степень, изобра- 
жаемую показателемъ корня, даетъ подкоренное количество, & потому 

(а")* == а; 

или по правилу возвышеня степени въ степень; 

Е а" — 07. 

Чтобы это равенство было возможно, необходимо, чтобы показатели обфихь 
частей были равны, т,-0, 2% == р, откуда 

а 2 
Итакъ Уф =а". 

(/тсюда правило: для извлеченмя корня изъ степени должно показателя 
‘степети раздълить на показателя корня. 

Такъ напр. У =; Уай=а; У@-- (+5 ит. д 

120. Корень изъ произведеня. — Пусть требуется извлечь корень %“® по- 
рядка изъ произведешя АВС. Докажемь, что для этого должно извлечь ко- 
‚рень даннало порядка изь каждао производителя отдъльно и резуль- 
тпатиы. перемножить, т.-е. что 

Улвб=Улх ВХ Ус... 
Дуйствительно, если окажется, что вторая часть равенства, будучи возвы- 

шена въ 9 степень, даеть АВС, то, согласно съ опредфлешемь корня, этижь 
и будеть доказано, что она въ самомъ дфлф представляеть корень 7“° порядка 

изь АВС. Итакъ, возвышаень УЛ ЖХУВЖ,/С въ 29° степень; замфтивъ, 
что для этого каждаго производителя отдфльно нужно возвысить въ #9® стеё- 
пень и результаты перемножить, найдемь, 

(Иххувхро"= (Ил). (/в". (70 



а ‚ справедливость теоремы (1) и доказана. : 
‘Очевидно, что способъ доказательства не зависить отъ числа вокиюнйй ы 

‘теорема доказана для какого угодно числа множителей подкореннаго 

| а. Корень изъ дроби. Пусть требуется извлечь корень %“ порядка изъ. 

В° Докажемь, что для мзвлеченвя корня изь дроби должно ‘извлечь 

ыы рвьыть ор 
й, т.-6. что 

В 

что 74“ степень второй части равенства равна 5, —упбиь 

равенства будеть доказана. По правилу возвышеня въ степень 

и испытуежое равенство доказано. 
Теоремы о корнё изъ произведеня и дроби доказаны не прямымъ путиь— 

способомь повфрки. Впрочемь, что касается второй теоремы, то она можеть 
быть. доказана и прямымь путемъ. Въ самомь дфлЪ, пусть 

я изъ обфихь частей а 71° порядка и примфняя ко а заст: 
г $ 120, найдем 



сво 

осадное равенство показываеть, что 3 есть частное от ‘раздвленя Ук А на 

УВ, аа. 58 

ИА. 
Ув 

Подставляя вуВсто 2 въ равенство (1) его величину, находим, 

УХ. 
в Ув 

122. Извлечеше корня изъ одночлена. — Цфлый одночлень есть произве- 
деше, а потому для извлеченя изъ него корня нужно извлечь корень изъ каж- 
даго производителя и результаты перемножить. Такъ, 

Унанье— у" у > ку ау ху (еум 4 (2). 

‘Отсюда 0: чиюбы ‘извлечь корень изь одночлена, должено извлечь 
©10 изъ ийента, а показателей воъть буквенных» множителей 

‘раздълить на показателя корня. 

При извлечени корня изъ дроби слфдуетъ, примфняя это правило, извлечь 
требуемый корень отдфльно изъ числителя и знаменателя и первый раздфлить 
на второй, Такъ 

#=— 

Золя У ЗЗиииь зоб р 
@—-2 У @— а 

ГЛАВА ХИ. 

Извлечен!е квадратнаго корня изъ чиселъ и многочленовъ. 

'Опредфлен!я; предварительныя теоремы.—Извлечене квадратнаго корня: изъ ицзлаго 

числа и изъ дроби съ точностью до 1 и до в -— Сокращенный способъ.— Извлече- 

и!е квадратнаго кория изъ многочленовъ; приложешя. 

123. Когда число есть квадратьъ другого числа, то первое называется 7оч- 
нымь квадратомь, з второе точным». квадратнымь корнемь изъ перваго. 

Такъ, 49 есть точный квадрать 7-ми; число же 7—— точный квадратный 
корень изъ 49. 

124. ТворЕмА. Ко\0а цълое число не есть точный квадрать, то 
квадратный корень изъ нею нельзя выразить точнымь образомь не толь- 
ко 6% Цтъмиль единицать, но щ ни вь какижь доляхь единици. 

Пусть данный неточный квадрать будеть №. Такъ какъ цфлое число № не 
есть квадрать другого цфлаго числа, то очевидно, что квадратный корень изъ 
Х не можеть быть равень ин какому цфлому чисау. Посмотримъ, нельзя ли вы- 



_ ржать УХ точно нёкоторою дробью 3. › которую всегда можно предотавлять : 

_ ризеденною къ виду месократимой дроби. Допустивъ возможность равенства 

УХ=у---(1), 
ыы 
вы. возвысивъ 06$ его части въ квадратъ, нашли бы 

(а Х=я: 

Но дробь, | =, сл. числитель ея содержитъ только тфхъ множителей, 

вторые находятся въ а, а знаменатель — только тёхъ, которые заключаются въ 6; 
Ъ суть числа первыя между о слЪдовательно а? н 65° не нифютъ 

множителей, а потому дробь уз несократима. Такимъ образомъ, хдопуще- 

в». выражаемое равенствомь (1), привело къ ложному заключению, что ифлое 

зело Х равно несократихой дроби » & потому это допущене невозможно. > 

_ Итакъ, квадратвый корень изъ числа, не представляющаго точнаго квадрата, 
точно выразить ни повторешемъ цфлой единицы, ни повторешемь какой- 

ея доли. Таке корни называють месоизмтримыми съ единицею, въ, 
отъ цфлыхь чисель и конечныхь дробей, которыя можно точно выра- 

въ частяхъ единицы, и которыя называются поэтому соизмюримыми съ 

Такъ, квадратные корни изъ чисель 2, 7, 10 ит. п. суть корни несоиз- 
Далфе мы увидимъ, что таке корни можно вычислять съ какою угодно 

. Когда приближенный корень разнится отъ истинной величины мень- 
фжъ на 1, то онъ называется точным» до единицы. 

_ 125. Опредфленя. Квадратный корень мзь цълаю числа, точный д0 
‚ есть корень изь намбольшиио квадрата, заключающейося въ 

числь, или этоть корень, увеличенный на 1. 
Пусть М есть неточный квадратъ, и А* — нанбольшй квадратъ, заключаю- 

ВЪ этожь числф; въ такомъ случаЪ, очевидно, М будеть содержаться 
двумя послфдовательными квадратами: А? и 1 т. в. 

+1 >> Аа, 

переходя къ корнямъ, находимъ: 

з А4+1>УХх>А. 

Ве разность между А--Т и А равна единии®; а потому разности между . 
.А, съ одной стороны, и между АТ н УХ, съ другой, меньше 1; | 

какъ А, такъ и А--1 выражають УХ съ точностью до 1. Но 
А корень изъ А®, т.е. изъ наибольшаго деи содержа- м 

а А-Е1Т есть этоть корень, увеличенный на 1: этим данное — — 



—.132 — © 

Такъ, замбчал, что ваибольшй квадратъ, содержапийся въ 109, есть 100, 
заключаемь, что квадратный корень изъ 109, точный до 1 по недостатку, есть 
10, а по избытку— 11. 

126. Остаткомь квадратнаго корня называютъ разность между даннымъ 
числомь и квадратомъ его корня, точнаго до 1 по недостатку. Такъ, въ преды- 
дущемь примфрв остатокъ корня будет 

109 — 10% или 9. 

Вообще, если данное число есть № и корень изъ него, точный до 1 по не- 
достатку, равенъ А, а остатокъ В, то, по опредфлению остатка, В =№— А?, 
откуда 
т А-В. 

Въ частномь случа, когда число есть точный квадратъ, остатокъ корня ра- 
венъ нулю. 

Теорвмл. Остаток» корня не больше удвоенналю квадратнало корня 
изъ данназо числа, точнало 00 1 по недостатку. 

Въ самомъ дфл, пусть А есть квадратный корень изъ №, точный до 1 по 
недостатку. Въ такомъ случаф М содержится межлу А* и (А--1), а потому 
разность между № н А? меньше разности (А -|- 1) — А или 2А-|- 1; слёд. 

М— А < 2А--1 

или М— А <2А, 

ибо № — А* — число цфлое. Но Х— А? есть ничто иное какъ В; слёд. 

В=2А. 

Слъдствте. — Если между цълыми числами №, Ки В импють 
мъсто собтношетя: 

= А-В и В=2А, 

то это значить, что К есть квадратный корень изъ №, точный 00 1 
по недостатку, м что`В есть остаток» этою корня. 

Въ самомь дфлЪ, равенство доказываеть, что А® содержится въ М, а не- 
равенство доказываеть, что № не содержить въ себ (А- 1), ибо В не со- 
ставляеть 2А-|- 1. 

Извлечен!е квадратнаго корня изъ цфлаго числа съ точностью 
до единицы. 

127. Теоршю этого дйствя мы подраздьляемь на три случая. 
Первый случай. Данное число меньше 100. 
Въ этомъ случа квадратный корень находять при помощи таблицы квадра- 

товъ первыхъ девяти чиселъ. 

Числа: 1'23 456 7 8 9 
Квадраты: 1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

з Пусть, напр., требуется найти квадратный корень изъ 58 съ точностью до 1. 



ы 
таблицы квадратовъ видимь, что 58 содержится между 49 и 64, сл. 

$35 заключается между 7 и 8, поэтому о м точный №1 по не- 
„ равенъ 7, а остатокъ = 58 — 49 или 9. 

128. Второй случай. Данное число содержится между 100 и 100оо.. 
Пусть данное число будеть 7865; оно содержится между 100и 10000, или 

10 и 100, а потому квадратный корень изъ 7865 заключается между 
1% = 100. Но между этими предфлами находятся двузначныя числа, а потому 
езежый корень, точный до 1, состоитъ изъ десятковъ и единицъ: пусть число, 

его будеть 4, а простыхь единиць м; искомый н выразится 
‚лою 1049-м, и если остатокъ корня назовемь буквою В, то, замфчая, 

из основани 5 126, что данное число равно квадрату своего корня, точнаго, 
№ 1 по недостатку, -|- остатокъ, получимъ: 

7865 —(104-| и) В = 10042.10. ии В... (1) 

Чтобы найти цифру (@) десятковъ корня, замфчаемъ, что слагаемое 10042, 
закъ цвлое число, оканчивающееся двумя нулями, есть цфлое число сотенъ, и 
зюотому должно содержаться въ 7800 суммы, а слбд. 4® содержится въ 78. 

78 заключается между 64 и 81; или между 8% и 9: 

8 <18< 99°. 

Помножая эти числа на 100, мы не изибнимь неравенствъ, сл, 

80° < 7800 < 90° 

Если къ 7800 прибавииь 6: 65, то этимь не измёнимь смысла неравенствъ. 
Въ самомь дёлЬ, такъ какъ 80° меньше 7800, то оно и подавно будеть меньше 

5 1865. Но 7865 будеть также меньше 90°. Дьйствительно, 7800 и 90° (или 
\ 8100) суть два цфлыя числа сотенъ; и какъ второе больше перваго, то оно 
<> превосходить первое, по крайней мфръ, одну сотню. Слёд., прибавляя къ 
-- первому 65 — число меньше 100, получимь результать, во всякомь случа, 
>, меньший 90°. Итакъ 
в 80° < 7865 < 90, 

а отсюда, переходя къ корнямъ, получихъ: 

80< У7365 < 90. 

Эти неравенства показываютъ, что искомый корень больше 8 десятковъ, 
но меньше 9 десятковъ, т.-е. что онъ содержить цълызь десятковь 8 и, м0- 

#> (ибо величина корня меньше 9 десятковъ). Такижъ образомь @=8, т.е. 
корня равна квадратному корню изъ наибольшаио квад- 

рата, содержащалося в5 числь сотень даннаю числа. 
Подставляя въ равенство (1) 8 вифсто 4, найдемъ: 

7865 =6400--2.80ы-|- и В, 

Докажемь, что квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, заключающагося — 
®ъ 78, и дасть намъ 4. Въ самомъ дьлф, изъ таблицы квадратовъ видимъ, что _ 

жетъ быть, нфсколько простыхъ единицъ, число которыхь никакъ не больше 9 

Ре 

15 4 РУ 
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‚а вычтя изъ обфихь частей по 6400: 

1465 =2.80ы-- м? -{-В...(2) 

Постараемся теперь опредфлить цифру и единиць корня. Для этого зам$- 
‚тимь, что слагаемое 2.50.м суммы 1465, т.-е. удвоенное произведеше 8 де- 
сятковъ на простыя единицы № корня, есть цфлое число, оканчивающееся ву- 
лень и потому представляющее цфлое число десятковъ. Число 2. 80м заклю- 
чается, поэтому, необходимо, въ 146 десяткахь суммы. Но въ составъ этихъ 146 
десятковъ могуть входить также десятки отъ слагаемаго (квадрата единиць 
корня) и оть возможнаго остатка В. Въ виду этого мы не можежь утверждать, 
ее члень 2.30м равняется 1460: онъ можеть быть и меньше числа 1460. 

"такъ: 

2. В0и < 1460. 

Сокративъ на 10 и раздфливъ 06% части на 2`Х 8, получимь 

164 
“<: 

Цифра единицъ м есть число цфлое, а потому изъ послфдняго неравенства 
_ заключавмь, что, раздфливь 146 на 2.8 и взявъ ифлую часть частнаго, мы 
найдехь число равное цифр единицъ корня, либо ее превышающее, —однихть 
словомъ, найдемь высшйй предфлъ цифры единицъ корня. ЗамфтивЪ, что число 
1465 называется первымьъ остаткомъ, выводимь изъ сказаннаго слфдующее пра- 
вило для нахождешя цифры единицъ корня: отлив» 6» первом» остаткзь 
правую цифру запятой м раздъливь находящееся влпво отз запятой 
число на удвоенную цифру десятковь корня, въ цълой части частнаю 
будемь имтть высшёй предьль цифры единиць корня. 

Вь данномъ случаф цфлая часть частнаго отъ раздфлешя 146 на 16 есть 
9; заключаем, что цифра единиць корня будегь или 9, или число меньшее 9. 
Чтобы испытать, годится ли 9, мы должны корень 89 возвысить въ квадрать 
и вычесть изъ даннаго числа: если вычитане будеть возможно, то цифра 9 

будетъ требуемая; въ противномь случа$, т. е. если окажется, что 89? больше 
7865, надо уменьшить цифру 9 на единицу н испытать цифру 8, ит. д. до 
тфхъ поръ, пока вычитане будеть возможно. Но 

89° — (30-1 9)*— 80° -|-2.80.9-[ 9%; 

мы уже вычли изъ даннаго числа 80° и въ остаткф нашли 1465; остается изъ 
_ этого остатка вычесть 2.80.9-!- 9%. Но, вынеся въ этой сумиф за скобки 9, 
получимь 

- (2.80-9). 9, или 169.Х 9. 

откуда замфчаемь, что число, подлежащее вычитаню изъ перваго остатка, с0- 
кращенно составляется такъ: удвоивъ цифру десятков корня (что даеть 16), 
приписывають справа испытуемую цифру единиць и составленное такимьъ обра- 
зомь число множатъ на эту же цифру; выполнивъ вычислене, найдемь, 

169 9 = 1521, 

результатъ, превышаюний первый остатокъ, откуда заключаемь, что цифра 9 
велика. 



ао 

Взявъ 8 вифсто 9, составляемъ такимь же образомь 

(2. 80-8) Х 8, т. 168.8 = 1344. 

Полученное число меньше перваго остатка, слЗд. 8 и есть истинная цифра 
елиниць корня, ибо она ни слишком велика, ни слишкомь мала. Итакъ, иско- 
жый корень = 88, причемъ остатокъ, 

В — 1465 — 1344 — 121. 

Вычислене располатаютъ такимъ образомъ: 

78,65 = 88 
64 

168 [146.5 

Дая повфрки дфйствя, руководясь $ 126, слфд., сравниваемь остатокъ съ 
удвоеннымь корнежъ; такъ какъ въ данномь случав 121<2.Х 88, то заклю- 
чзежь, что 58 есть дф@ствительно квадратный корень изъ 7865, точный до 1 
ве велстатет. 89 есть корень, точный до 1 по избытку, 

129. Изь прелылущато выволижь слфдующее правило вычисленая двузнам- 
эиозе коржл: лфлииь данное число на деф грани отъ правой руки къ лёвой, по 
12 цифры въ каждой грани (въ лфвой грани можетъ быть и одна цифра), и 
иззлекаемь квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, содержащагося въ 
верой грани (слфва): полученная цифра будеть цифрой десятковь корня. Ква- 
драть цифры десятковь вычитаемь изъ первой грани и къ остатву сносимъ 
вторую грань; въ полученномжь остатк отдфляемь послфднюю цифру справа за 
пятой, а оставшееся влфво оть запятой число дфлимъ на удвоенную цифру де- 
сятковъ корня: частное дасть высшйй предфлъ цифры единищь корня. Для по- 
вфрки къ удвоенной цифр® десятковъ корня приписываемь справа цифру едивиць, 
и образовавшееся число умножаемь на испытуемую цифру единиць. сли преиз- 
ведеше не превышаеть остатка, то испытуемая цифра единиць есть истинная, 
Въ противном случа ее уменьшають на 1, ит. д., поступая такимь образомь, 
до тёхъ поръ, пока составленное вышеуказаннымь способомь произведене не 
будеть числомъ, не превышающимь перваго остатка. Если во второмь остатк% 
получится ноль,—это будеть означать, что корень извлекается точно; въ против- 
номь случа приближенно, съ ошибкою меньшею 1 

130. Приводижь нЪсколько примвровъ. 

ПРимзрЪ 1.— Найти У1369, Руководясь сказаннымь правиломь, пыфень 

И13;69 = 37. 
9 

67 46,9. 

т. 4: 
Г 

Получеше нуля въ остатк показывает, что квадрать 37-ми въ точности 
равень 1369, т.-е. что 37 есть точный квадратный корень изъ даннаго числа. 
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ПРиизРЪ П.— Найти У6341. 

А 

149 т 1 
х9 1341 

100 

При опредфлеши цифры единиць пришлось дфлить 144 на 14, причежь въ 
цфлой части частнаго получилось 10; но какъ цифра единиць не можеть быть 
больше 9, то испытываежь прежде всего эту цифру. Получеше остатка показы- 
вать, что цифра единиць корня дфйствительно равна 

ПРИМФРЪ 11.— Извлечь 5088 

50.38] 70 
49 

14 | 13,8 

Для 13 на 14, находимъ въ цфлой части частнаго 0; сл. цифра единиць 
корня равна 0, н самый корень — 70, Удвоенное произведеше десятковъ на 
единицы и квадратъ единицъ корня составляютъ 0, поэтому остатокъ дфйствя 
есть 138; онъ меньше удвоеннаго корня, сл. 70 есть корень точный до 1 по 
недостатку. 

Корень точный до 1 по избытку равенъ поэтому 71. 
131. Трет случай.—-Это есть общйй случай, который приводится къ двулъ, 

предыдущихь при помощи слфдующей теоремы. 
Теорема. Число десятковь квадратнало корня точнало д0 1 то не- 

из» даннаю цълало числа равно квадратному корню изь нам- 
‘большало р, содержащелося в числь сотень этою числа. 

Пусть данное число будетъь 78658143, и пусть нанболышй квадратъ, содер- 
жапйся въ 786581, т.-е. въ числв сотенъ его, будеть а?. 

Вели число 786581 есть точный квадрат, то оно равно 4?, если неточный, то 
будеть больше 42; но въ томъ и другомъ случа будеть меньше квадрата слф- 
дующаго за @ цфлаго числа, т.-е. меньше (@ -|- 1). 

‚ Итакъ 
аз 2186581 < (а- 1); 

Помножая эти три числа на 100, найдемъ: 

(10а)< 78658100 < [(а-- 1) . 10}. 

Придавъ къ среднему числу 43, мы этимъ нарушимъ возможное равенство, 
обративъ его въ неравенство (10а) < 78658143, усилимъ первое неравенство, 
увеличивъ его большую часть, и, наконець, не нарушимъ второго неравенства. 
Посльднее обстоятельство объясняется тфмъ, что 78658100 и [(@-- 1). 10 
суть цёлыя числа сотенъ, и какъ второе больше перваго, то оно превосходить 
первое по меньшей мфрф на одну сотню; слдовательно, увеличивъ меньшее чи- 
сло на 43, т.-6. менфе чфмъ на сотню, получижь результать все-таки меньшй 
[(@-НП. 10]. Такимь образомь иифежь, 

(10а)* < 78658143 < [(@-1) . 10], 



= 87 —— 

чтетла. переходя къ корнямъ, найдехъ С. 

10а < / 78658143 <(а-- 1). 10. 

Эта неравенства доказываютъ, что искомый корень, будучи больше @ десят- 
заеъ. содержить въ себ эти @ десятковъ ин однако же не содержить @-|-1 
Зеситка, такъ какъ онъ меньше этого числа десятковъ (въ силу второго нера- 
зезстза). (Слфдовательно, опредфляемый корень состоить изъ @ десятковь и, 
вжеть быть, нфсколькихь простыхъ единицъ, число которыхъ не больше 9; 
чЕЕжь словомь, УъЪлыь десятковь в немь будеть а. Замфтивъ же, что @ 
®еть квадратный корень изъ а*, т.е. изъ наибольшаго квадрата, содержаща- 
тес въ числ сотенъ даннаго числа, заключаемъ, что’ теорема доказана. 

132. Итакъ, число десятковъ квадратнаго корня изъ 

78658143 

есть квадратный корень изъ наибольшаго квадрата, заключающагося въ числ 
сотенъ этого числа, или, что то же,— квадратный корень, точный до 1 по не- 
достатку, изъ 786581. 

Число десятковъ этого корня, или, что все равно, число сотенъ перваго, 

есть, на осневани теоремы $ 131, квадратный корень, точный до 1 по недо- 
статку, изъ 7865. 

Число десятков этого корня, т.-е. число тысячъ перваго, по той же тео- 
ремф, есть квадратный корень, точный до 1 по недостатку, изъ 78. 

Такимъ образомъ, отдфляя отъ правой руки къ лЪвой по дв цифры, мы 
уббдились, что искомый корень состоитъь изъ четырехь цифръ, что для нахо- 
ждешя старшей его цифры нужно извлечь, съ точностью до 1 по недостатку, 
квадратный корень изъ первой грани слфва, и что число граней равно числу 
цифръ искомаго корня. 

Прилагая теорему 5 131, мы видимъ, что число сотенъ искомаго корня равно 
точному до 1 по недостатку квадратному корню изъ 7865; находимъ этоть ко- 
рень по правилу $ 129: 

. 73,65 | 8143 | 88 
64 

168 |`146,5 
* Ж8| 1344 

121 

88 есть число десятковъ квадратнаго корня изъ 786581; чтобы найти цифру 
единиць этого корня, или, что то же, цифру десятковъ искомаго корня, нужно 
изъ 786581 вычесть квадрать 880. Вычитане это, по частямь сдфланное, дало 
въ остаткЪ 12100-|-81 или 12181-—число, которое находимъ, снеся 81 къ 
остатку перваго корня. Этотъ остатокъ заключаеть, слфдовательно, удвоенное 

: 10 88 десятковь на единицы и квадратъ единиць корня изъ 786581. 
ик такниь же образомь, какъ было указано въ $ 128, можно дока- 
_зать, что, раздфливъ число десятковь 1218 новаго остатка на удвоенное число 
$$ лесятковъ, т.-е. на 

2.88, или на 176, 

зы зайдень въ цфлой части частнаго высший предёть цифры единицъ корня 
> 786531. Этотъ предбль есть 6; для испытаня этой цифры удвоиваежт 88, 



— 138 — 

къ 176 приписываежь справа 6 и множимь 1766 на 6. Произведеше 1766 Ж 
Ж 6 = 10596 не превышаеть 12181, а потому цифра 6 годится. 

Итакъ, цифра дееятковъ искомаго корня есть 886. Оотается найти цифру 

единиць. Для этого изъ заданнаго числа слфдуетъ вычесть 8860. Вычитане 880 
десятковъ въ квадрат® одфлано и дало въ остаткф 1218100, который въ с0- 
вовупности съ 43, составляеть 1215143. Вычитая отсюда остальныя дв части 

8860. т.-е. 10596 сотенъ, находимь 158543. 
Въ оэтожь остаткв заключается удвоенное проязведеше 8860 на простыя 

единицы искомаго корня и квадрать единицъ. Раздфливъ число десятковъ этого 
остатка или 15854 на 2.386 — 1772, въ ифлой части этого частнаго будемъ 
иифть высший предфль для цифры простыхъ единицъ искомаго корня. Предфлъ 
этотъ есть 8; для испытаня цифры $, приписываежь ее къ 1772 и ‘множимь 
17728 на 8. Произведеше 141524 можно вычесть изъ 158543, сл. 8 есть ДЪй- 
ствительно цифра единицъ искомаго корня. Итакъ, корень == 8868, а остатокъ == 

158543 — 141524 = 16719. 

Дьйствье располагается слфдующимь образомъ: 

43 — 8868 

368 [1465 Зи лииоы 1-й частный остаток, 
ХЗ |134 

р 1766 АВГ. я 2-й » › 

ъ » 

167 АЕ окончательн, остатокъ. 

Окончательный остатокъ меньше 2`Х 8868 — 17736, слфдовательно 8868 
есть дфИствительно корень изъ даннаго числа, точный до | по недостатку. 

теюда выводимъ 

133. Правило извлеченая квадратналю корня точнало д0 1 по недо- 
статку изь цьлаю числа. 

Раздъляють данное число на зрани по двъь цифры, оть правой ру- 
ки ко иьвой (‘послюдняя зрань можеть имъть и одну цифру); число 
зраней` равно числу цифрь корня. 

Чтобы найти первую цифру корня, извлекают» квадратный корень 
из> нанбольшало квадрата, заключающейося в первой зранм (‘ слтва ). 

Чтобы найти вторую цифру корня, вычитають изъ первой зрани 
квадрат» первой цифры корня и кь остатку сносять слъдующую 
зрань: получають такь называемый первый частный остаток. Отдъ- 
лять в немь одну цифру справа запятой, а стоящее вльво оть за- 
пятой число дълять на удвоенную первую цифру корня: частное дасть 
или вторую цифру корнл,: или больше ся..Для повтрки приписывают» 
эту цифру съ правой стороны дълителя и полученное число умножа- 
оть на ту же цифру: если произведенае возможно вычесть из» первало 
частнало остатка, то испытуесмая цифра 4 будеть второю цифрою 

1 
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; #3 вротивномь случа ее уменьиииот» на 1, и дълають новую 
звахмимь оке точно образомь, какъ и первую; продолжають та- 

образам» 00 тльхь поръ, пока вычиташе сдълается возможнымь. 
Занобы хайти третью чифру корня, къ остатку послтдняло вычи- 

авеять третью фань, и получають второй частный остаток; 
в немь одну цифру справа запятой, а оставшееся ` влтво 
й число дълять на удвоенное число, образуемое первыми 

звефрами корня: частное дасть высшёй предъль для третьей 
Ве» хорнл. Провъряють цифру частнаю такимь же образом», какь 
= эредыдущемь случа. 
Тажимь образомь продолжають поступалть д0 тъхь порь, пока не 

снесены всъ зрани, и не будеть отредълена посльднимь дтъле- 
вез цифра простыль единиць корня м окончательный остатокь. 

134. Примъры. 

1. Найти У2816. 
О =5307 

Ц, Извлечь И58374987 т 
У ы ‚37.49.87.64.29 = 764035 

в Ю 146 их т 
Ж3| 309 Ж6 | 876 

1060] 74.2 1524 | 6149 
хХ0000 Ж4 | 6096 

10607 7424,9 152803 | 5 3876'4 
Хх о ЖЗ | 458409 

Г 1528065 | 8035529 
Ж5 | 17640325 

395 204 

Такъ какъ остатокъ меньше удвоеннаго корня, то 764035 есть корень 
- точный до 1 по недостатку; слёд. 764036 есть корень, точный до 1 по из- 

< быку. 

: 135. Опредфлижь, который изъ двухъ корней, точныхь до 1, — корень по 
недостатку, или по избытку, точн®е выражаетъь истинную величину несоизм®ри- 
маго корня. Можно доказать, что если, найдя корень точный до 1 по недо- 
статку, окажется, что остатокъ корня не болфе самаго корня, то этоть корень, 

ошибочень менфе. чфиъ на -5; если же остатокъ окажется больше корня, 1 

корень по избытку будеть ошибочень менфе чфжъ на 5. 

‚Пусть данное число веть № корень, точный до 1 по недостатку, пусть 6у- 
@тъ а; остатокъ выразится разностью № — а. 

Первый случай. — Имфемь 

< у< (а-- 1% 
по условшю, остатокь № — аа; сад. М — аа ‚ откуда 

З-на 1: 



<\< (=>) 

откуда 

в а<УХ<а- 3 . 

Такъ какъ разность между крайними величинами равна г то разность 

между УМ на меньше 1: (лёд. а есть корень, точный до у ‘по недостат- 

Ку, т.-6. истинная величина УХ отличается оть @ менфе, чЬмь отъ а 1. 

Второй случай. Если окажется, что 

\— а > а, 

то заключаемь отсюда, что М — 2 >а-- г потому что (М — а?) есть число 

цлое; слЪд. 

х> а -а-- т или Х> (+5) 

Итакъ, 

(4+5) << 
откуда, 

а <ИХ <а-1. 

Но разность между крайними числами равна о слёд. разность между 

(«--1) и УХ меньше + Заключаемь, что @-|-1 отличается отъ корня изъ, 

1 
№ меньше нежели на -5., 1.-6, этоть корень ближе ложить къ @-|- 1, чфиъ къ а, 

'Изъ сказаннаго слёдуеть, что въыподнье брать корень то избытку только. 
тофа, козда остатокь превышаеть величину корня, взятаю то недо- 
статку. 

Такъ, въ примфрь П, $ 134, получился остатокъ меньшй корня по недо- 
статку, и потому 764035 точифе выражаеть величину оискомаго корня, чм 
число 764036. Въ примёрф 5 132 остатокъ больше найденнаго корня, и по- 
тому число 8869 ближе къ истинной величин® корня, чВиъ число 8868. 

Извлечен!е квадратнаго корня изъ дробей съ точностью до 1. 

136. Ткоремл. Корень квадратный из» несократимой дроби несо- 
измтримь, если ею нельзя извлечь отдъльно изъ числитвля и знаме- 
нателя. 



№ 

ег 

_ Пусть $; есть данная песократимал дробь; равенство 

Ук 
 — число цфлое, невозможно, потому что, возвысивъ об части въ’ квад- 
„ нашли бы 

а Зы, 

1-е. что несократихая дробь равна ифлому числу. Итакъ, квадратный корень 
_ изъ несократимой дроби не можеть быть выражень цфлымъ числомъ. Посмот- 
_ижъ, нельзя ли его выразить дробью, т.-е. не будеть ли возможно равенство 

и 82 
Ут-а 

тд подъ 5 всегда шожае разумвть дробь несократимую. Возвысивъ 06% части 

испытуемаго равенства въ квадратъ, найдемь 

в _@ 
а 

т 55 ть дробь. весикратиная, такъ какъ, во уеловю ‚ си 4— числа вза- 

имно - первых. Ве 22 зесократиных лроби жогуть быть равны только тогда, 
когда числителе ятъ ед: собою. а энамеватели — между собою *), т.-6. 
КОГДА @—6* в} —4* что воьчаеть. что а и В должны быть точными квад- 
ратажи. Итажъ, вифевь кзалратвый изъ несократихой дроби только тогда мо- 
жетъ быть течи» выфажеть дробью, когда оба члена данной дроби суть точ- 
вые кзалраты Въ противаомь случаф корень изъ дроби нельзя точно выразить 
ви ифлыкь часзожь. вв дробныхь; поэтому онъ будетъ число несоизифримое. 

Такь. кзадратный корень изъ - извлекается точно, потому что 64 и 

$1 — точные квадраты. Имфемъ 

а 5 
*) Пусть 5 "й будуть дв несократимыя дроби, и посмотримъ, при какихъ 

условяхъ возможно равенство 

а 
'Опредфляя а, имемъ: «=; такъ какъ а — число цфлое, то а должно дф- 

литься на 61; но а1 есть число первое съ М, сл. Б должно длиться на М. Опредф- 

лия изъ (1) ай, имфемъ: а! = —ь › откуда тавимъ же точно образомъ заключаемь, что 

должно дЪлиться на 5. Но два числа только тогда могутъ дълить .взаимно другъ 
друга, когда они равны; слбд. $ —М. Но въ такомъ случа изъ равенства (1) сл%- 
дуетъ, что и а=а\. Итакъ, чтобы дв несократимыя ий были равны, необхо- 
димо, чтобы числители ихъ были равны и знаменатели. ‘слове, очевидно, есть 
и виолнз достаточное. 
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Б и И. и И 2 — посоиззивримы, потому что у первой дроби знамена- 

тель, у второй — числитель, а у третьей — оба члена суть неточные квадраты. 

137. Творкхл. — Квадратный корень изь дробнаю числа, точный 
90 1, есть квадратный корень изь наибольшало квадрата, заключаю- 
эщалося в Цьлой части даннаю числа, или этоть корень, сложенный 
с» 1. 

Пусть данное дробное число будеть а--6, гдь а цлое число, и В — 
правильная дробь. Разсмотримъ два случая. 

Первый случай: а — точный квадратъ, вапр. а==7?; тогда очевидно, что 

а-ь> ям. 

Съ другой стороны: а, будучи =, меньше ("-|- 1); но если изъ двухъ не- 
равныхь цёлыхь, (”-|- 1)? и а, первое больше второго, то оно больше его, по 
меньшей мёрф, на 1, са. ("-- 1) —а>6, нан ("-{- 1) > а--6. Итакь: 

(и а-ь >”; 

откуда, переходя къ корнямъ, находимъ: 

г--1>Иа-5 >". 

Разность крайнихь чисель: ^--Т и равна 1, а потому 

Иа-Е "Ши (0 —-Иа- <, 

савд. какъ ”, такъ и ^--1 выражають величину И@--8 съ ошибкою, мель- 
шею 1; но" есть квадратный корень изъ а, ах--1—этоть корень Е 1, 
сл. для этого случая теорема доказана. 

Второй случай: а — неточный квадрать, и пусть наибольний квадрат, 
содержапуйся въ а, будеть 7; въ такомь случа 

‘ т <а< (г-- 1%. 

По первому неравенству: ам, а потому и подавно 

а--6 >". 

Въ силу второго неравенства, изъ двухь иблыхь чисель: ("-- 1)* на, пер- 
вое больше второго, сл. оно больше, по крайней хёрЪ, на 1; а потому разность, 
ихъ больше правильной дроби 6: 

(1) —а>Ь, откуда 

(1) а-5. 

(Иа; 
переходя къ корнямъ, находижь: 

(> Иа-ь>», 

Итакъ, имел: 



Е > 

опять заключаемь, что числа ^ и ”--1 выражають Иа сь ошиб- 
‘жевьшею 1.Но ® есть корень изъ цфлой части @ числа а-- 6, точный до’ 

№ ведостатку, а “-|-1 — этоть корень -- 1, слфд. теорема доказана и для 
врирех случая. Отсю) 

138. Правило. Для. извлеченя квадратнало корня’ изь дробнало числа 
ч — 40 1, слъдуеть отбросить дробь м извлечь, съ точностью д0 1, . 
вирежь из пой части. 

= 
. Такъ какъ у правильной дроби цфлая часть равна нулю, то 

_ эъзжщю изъ предыдущаго, что квадратный корень изъ такой дроби, точный. до’ 
1 ззень: 0 — по недостатку, и 1 — по избытку. 

Шежизты: 1. Найти ут 5 | точно до 1. 

Фткадывая дробь, извлекаемъ ув съ точностью до 1; находимь, что ко- 
ить данной дроби. съ требуемою точностью, равенъ: 8 — по недостатку, и 

МЫТЕТ. 

зто искомый корень равенъ: 27 — по недостатку, и 28 — по 

3417,31 
№8 Найта, съ точностью до 1, дБ 

Шрежде всего нужно выполнить указанное дфленёе, ограничиваясь нахожде-. 
засти частнаго, и извлечь изъ нея корень съ точностью до 1. 

располагають такъ: 

р 3417310 |452. 
а 3164 75,60 = 86. 
ь 2533 64° 

2260 166 | 1160 
п х 61 99% 
2712 7168 

190 вм 

Итакъ, искомый корень равенъ: 86 — по недостатку, и 87 — по избытку. 



Извлечен!е квадратнаго корня изъ Е чиселъ и изъ дробей 

еъ точностью до „- 

139, Извлечь квадратный корень изъ цфлаго или дробнаго числа А съ точ- 

ностью до „ значить найти такую приближенную величину для искомаго кор- 

ня, которая отличалась бы отъ его истинной величины менфе чЪмъ на т. 

Пусть требуется извлечь ИА, тдф А — цфлое или дробное число, предста- 

вляющее неточный квадрать, съ точностью до-„, при чемь дробь „_ называется 

степенью приближешя. Помноживъ и раздфаивъ У А на ®, мы не изифнимь его 
величины, слфд. 

"Ул 
И=",. 

Но п= И 1; поэтому числителя можемь представить въ вид УХ ИЛ, 
или, по правилу извлеченя корня изъ произведеня, въ видф УАя?. 

Такихъ образомъ 

вит 
п 

тдЪ Ап? — неточный квадратъ, потому что тавово А. Извлекаемъ, по извфст- 

ныхъ уже намъ правилажь, УАя? съ точностью до 1; найдемъ дв величины— 
> по недостатку, и ”--1 по избытку, такъ что 

т--1> ИА? >. 

в ь 
Раздфливъ эти три числа на № и зажфтивъ, что ий А, найдемь 

- +1 
п >ИА> =. 

Разность между крайними числами, = д г равна: ть слёдов. каждая изъ 

‚разностей: УХ — г \ ЕТ ИА, меньше Е это значить, что каждая изъ, 
п 

дробей: Ти Е 
ъ Г 

Отсюда выводимь 

г 1 
выражаеть величину У/А съ ошибкою, меньшею < 

$40. Правило. Чтобы изь данназо цъьлало или дробназо числа ‘извлечь 

квадратный корень с5 точностью до * › нужно умножить это число 

на квадрать знаменателя степени приближения, изь полученнаю про- 
‘изведеная извлечь квадратный корень съ точностью д0 1 и раздьлить 
ею на знаменателя степени приближеня. 

ПРИЯЬРЫ. 1. Найти У 327. съ точностью до а 



этого числа квадратный корень съ точностью до 1, и раздёлить его на 
. Квадратный корень изъ 2425059, точный до 1 по недостатку, есть, 
‚а по избытку — 1558; раздбливь тоть и другой на 278, найдемъ: 

7 = 192 
Такимъ образомь У заключается между Миих 55 и 5, отли- 

: 1 
® оть каждаго изъ нихь менфе чёмЪ на 57. 

_ № Найти УЗ съ точностью до 0,001. Е 
_ Шажзоживь 3 на 1000, извлекаемь /3000000 до 1; получимь числа 1732 

® 1733. Раздьливъ каждое на 1000, найдемъ 

1,782 и 1138. 
20965 зыражзеть ИЗ съ точностью до 0,001 по недостатку, вторая— 
же зещистью во избытку. : 

' 31415836 х 
Ум } я 

“р . 
Фежвожаюь верыфеные час» ва 100%. извлекаень квадратный корень 

я <Ъ точиктью лю 1. Цалая часть частнаго есть 59275, а корень 

Ев. точкЫй ло 1 по недостатку, есть 243, а по избытку 244. Раздёливъ 
ить нить ва 100, получимь для искомыхь приближен, точныхь до 

часа: 

2,43 (по нед.) и 2,44 (по изб.) к’ 

Сокращенный способъ извлечен!я квадратнаго корня. 

_ №1. Продыдупйи правила показывають, что ‘извлечене квадратнаго корня 
_ Юнза приводится къ извлечению его изъ цфлаго числа съ точностью до 1. Это 

вжяёднее дЬйстые дфлается тВмь сложнфе, чфиъ больше цифръ содержить под- 
зафенное число; въ такихь случаяхь дфйстве значительно упрощается при по- 
щи такъ называемаго сокращеннаю способа. :. . 

_ Пусть будеть А цфлое число, изъ котораго требуется извлечь квадратный 
корень съ точностью до 1. Искомый корень можеть имфть или мечетное, или 
четное число цифръ. 

1-й случай: корень имъеть нечетное число цифуъ. Пусть въ немъ на- 
_ ходитея 2% -Н 1 цифрь; найдемь обыкновенныхь снособомь больше половины 

его цифръ, въ данномъ случа и -- 1 цифръ, и буквою а обозначимь число, 
‘образуемое этими цифрами, сопровождаежыми столькими нулями, сколько цифрь 
‘осталось найти, т.-е. ® нулями (напр., если корень долженъ содержать 5 цифръ 
и найденныя три первыя его цифры будуть 234, то буквою @ мы обозначает — 

ы я 10. 
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число 23400); такижь образомъ, @ будеть число (2% -|- 1) — значное. Далфе, 
назовемь буквою 2 то, что слфдуеть придать къ а, чтобы получить истинный 
корень (2 состоитъ изъ цфлой части, имфющей ® цифръ и, можеть быть, еще 
изъ несоизибримой десятичной дроби); полный корень выразится суммою а-|-2. 
Наша цфль-—дать правило для вычислешя цфлой части 2-а, т.е. для нахожде- 
ня 2 съ точностью до 1 сокращеннымь путемъ. 

По опредфлению корня имфемъ: 

А — (а--2)* — а*-|- 2а2-|-21, 

тдВ а уже известно; вычтя а? изъ обфихь частей и раздфливь ихъ на 2а, 
найдемь 

А—а ‚м НЕ > - (1). 

А — а* есть остатокъ посл нахожденя засти а корня (назовежъ его буквою В); 
раздфливъ его, какъ указываеть формула, на 2а, назовемь частное этого дфле- 

‚ Шя буквою 4, а остатокъ— 7, такъ что 

В г в=9-Н ад 

подставижь это выражене въ первую часть равенства (1); найдемтъ: 

’ 22а 
Ч. =2-+ 5 

откуда, 
” 22 

Докажемъ, что 4 и выражаеть величину 2 съ ошибкою, меньшею 1. Такъ какъ. 

разница между 2 и 4 выражается формулою =- [а то и слёдуеть доказать, 

что 
т 22 
С о 

ДъЪйствительно, такъ вакъ х есть остатокъ дфлешя, въ которомь 2а есть двли- 

тель, а остатокъ меньше дфлителя, то 5 < 1. бъ другой стороны, въ цфлой 

части 2 находится ® цифръ, а потому 2 меныше наименьшаго (я -|- 1) — знач- 
наго числа 10"; а слёд. 2 < 10%"; затфмъ, а есть (2*-|- 1)—значное число, 
сад. оно >> 10%; а слёд. 24552.10”. Составивъ дв дроби 

‚ый 
а № 2х 102" 

и замфчая, что числитель первой меньше числителя второй, а знаменатель пер- 
вой равен или больше знаменателя второй, заключаежь, что первая дробь 
меньше второй: 

Е 102”. в.а. 
За < 510’ ИЛИ 2а < 5 

Итакъ, каждая изъ дробей разности #_= меньше 1, слёд. и самая раз- 

ность < 1, т.-е. ошибка, происходящая отъ замфны 2 частнымь 4, если только 



‘случай. ЩЕ ВА цифрь Эп. Найдем опять 
ыхъ способомь больше половины всфхъ цифръ корня, т.-е. ®-ЕТ 

‘стается найти ®— 1 цифръ. Въ цлой части 2-са находится (я — 1 
засл, & Потому 2 меньше наименьшаго % — значнаго числа, т.-е. — 
1, откуда 2 < 1031—2; а есть 2ю — значное число, слЬд. оно = или > 
но 2и — значнаго числа, т.е. а> 10%*-1, откуда 2а52.10-1._ 

10-2 
ан ее а 

е относительно 9 прежнее. 
—=8 цфлая часть корня, состоя изъ четнаго числа цифръ, имфетъ первою 

5 или больше 5, то достаточно обыкновеннымъ способомъ ‘найти ровно’ 
всфхъ цифръ корня. Въ самомь дфаЪ, въ этомъ случа 2 < 10", а 

т 22< 10%; съ другой стороны а, какъ 2п — значное число, начинаю- р 
цифрою 5 или большею, будетъ >> упятереннаго нанменьшаго 2% — знач- ых 

зкла, т.-е. а>5Х 10%-1, откуда 2а> 10. 10%"-1, или 2а5 10”, а $ 
тельно 

ай _10 22 
54 Зо» Иан и < 1. 

нее заключене относительно 4 и здфсь нифетъ исто. 
‘сказаннаго выводимъ слфдующее ` 

0. — Для извлеченя квадратнало корня изъ цълало числа сь 
этью 00 1 сокращеннымь способомь, находять обыкновеннымь спо- 
болте половины всъль цифрь корня, или же ровно половину, если, м 

№ чемномь числь цифрь корня, первая ею цифра не меньше 5; осталь- 
ке чары найдемь, раздъливь полный остатокь на удвоенную найден- 

сть корня. 

ПРимзРъ. Найти квадратный корень съ точностью до 1 изъ числа, 

7316723456713. 

№ имфеть семь цифръ; находимъ четыре первыя прямыхъ путемъ: 

УТ, 31, 67, 23, 45, 67, 13| 2704 
4 

7 [331 ыы 
ХТ [329 Е 
5404 | 2672,3 
Ж4 21616 

5107456713 | 5408000 
48672000 944 
24025671 
21632000 а— 2704000; 
23936713 Е = 5107456713. 
21632000 4= 944. 
2304718 т— 2304713. 
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Найдя первыя четыре цифры коуня (2704), находижь съ точностью до 1 
частное оть раздфлешя полнаго остатка 5107456713 на удвоенный найденный 
корень 2704000, т.-е. на 5408000. Это частное = 944; слЪд. искомый корень, 
точный до 1, есть 

2704944. 

143. По величии частнаго 4 и остатка х дфлешя можно всегда узнать, 
будеть ли найденный корень а-|-9 точный, или приближенный; и въ посл®д- 
немь случав — опредфлить, будеть ли онъ ошибочень по недостатку, или по 
избытку. 

Въ самомъ дфлВ, мы имбемъ равенство 

А — а*=В, откуда А = а*-- В; 

но В — 2а4-- *", слвдовательно 

А=а*-|- 2а4-|-”. 

{ара а -- 24-9". 
(бъ другой стороны 

Отсюда: 
1) Вели х> а? то 

а*-|- 24-57 а-- 24-Е Ф, 
ИЛИ 

А>(а-- 9), 
откуда 

ИА>а--4, 
т.е. а-Н 4 будеть приближене, точное до 1 по недостатку. 

2) Если "= 0*, то 

а 24-5" = а*-|- 24-9, 

А= (9%, 

Ул=а-Е1, 
т.-в. а--4 есть точный корень изъ А. 

3) Если, наконець, ”<_ 4, то 

Или. 

откуда 

а? -|- 204-- "< ай 24 --Ф, 
или 

А<(а-- 9’, 
откуда 

Ил<а- и, 

и потому а-|-9 есть приближене, точное до 1 по избытку. 
Итакъ: корень а-|-4 будеть приближенный по недостатку, точный, или же 

приближенный по избытку, смотря по тому, будетъ ли остатокъ ” дфлешя больше, 
равень или меныше квадрата частнаго. 

Такъ, въ предыдущемь примфрф остатокъ 2304713 больше квадрата числа 
944; поэтому корень 2704944 ошибочень менфе чфиъ на 1 по недостатку. 



примфняется.  способъ; при этомъ | 
аветря по тому, иифетъ ли найденный этимъ способомъ о “три 
зелостатку, или по избытку. 

#— 4 есть приближен по недостатку. Обыкновенный сикобь лы 
= зеличину, а потому, называя остатокъ корня буквою ©, получимь _ 

= —@+4 
что 

А = а*-- 24-7, и (а--9)* 

второе равенство изъ перваго, найдемъ: 

А—(а--4*=+—9, 

р="— 9. 

аз -- 294--4', 

№такъ, на матриваемомь случаф: остаток» корня равень избытку 
надь квадратом» частнал. 

сме по избытку. Обыкновенный способъ далъ бы для 
величину 

а-- 9—1. 

аа 2аа-- т, и аа 15а —П--@-—1% | 
что остатокъ отъ обыкновенной операщи быль бы 

=А— (@--а— 1 =и--2а —92--24—1 >. 
=и+3а-9—@-у. к 

„ что *вЪ данномъ случаф остатокъ корня найдется, если к» остатку Аз 
й придать Удвоенный найденный сокращеннымь способомь корень, 
‘результата вычесть сумму квадрата частналю сь единицей. 

145. Сокращенный способъ, вмвст® съ указанными замфчанями, даетъ сред- 

заходить сколько угодно цифръ корня. Пусть, напр., требуется найти У? 
веограниченнымь приближешемь. Напишемъ справа отъ 2 вдвое больше ну- 

НЕ чфжь сколько желаемь найти десятичныхь знаков, и вычислижь три пер- 
‚ щифры корня обыкновенныхь способомъ. 

34 10,0 
4 | 96 

_ 381 |400 

а 
и. 

Е Мы зашли 141 въ корзф и 119 въ остатк®. Такимь образожь, 141 суть _ 
> о: И ИЕ 
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нымъ слособомъ. Для этого нужно полный остатокъ, равный 1190000, разд- 
лить на удвоенную найденную часть корня, т.-е. на 28200, 

119000.0 | 28200 

11280042 — 42 
62000 ха 
56400 2 — 84 
5600. 168 

. — 1764 1764 
3836. 
Находимь въ частномь 42 и въ остаткф 5600. Чтобы узнать, въ какую 

сторону ошибочень корень 14142, нужно полученный остатокъ сравнить съ ква- 
дратожь частнаго: 5600 > 42°, ся. 14142 есть приближеше по недостатку, 
и потому послёднюю его цифру (2) уменьшать не слфдуетъ. 

Имя пять цифръ корня, можно сокращенвымь способомь найти слфдующия 
четыре цифры. Для этого надо знать остатокъ, который дала бы обыкновенная 
операшя послф нахожденя части 141420000 корня изъ 20000000000000000, 
Т.-6. остатокъ корня р. Такъ какъ а-|-9 = 14142 есть приближеше по недо- 
статку, то р==и— 9* = 5600 — 1764 = 3836. Приписавь сюда 8 нулей, 
дВлимъ полученное число на 2а = 282840000 

1356 
28284 | — 1356 1356 
100760 8136 
84852 6780 
159080 4068 
141420\ 1356 
176600. 1838736. 
169704 

65960000 
— 1838736 
^ 67121264 

Находимь въ частномъ 1356, а въ остаткв 68960000. Такъ какъ этотъ остатокъ, 
больше 13567, корень снова ошибочень по недостатку: онъ равень 141421356. 

Зная девять цифр корня, можемь сокращеннымь способожь найти слёдую- 
ця восемь; для этого опредфляемь остатокъ корня: 

2 =68960000 — (1356)* = 67121264. 

Приписавъ къ остатку корня 16 нулей, а къ удвоенному найденному корню 
8 нулей, дфлимъ, 

6712126400000000 |00000000| 282842712 | 00000000 

1055272160. 23730950 
2067440240. 

875412560 | 
2688442400 
1428579920 

143663600 



В. р ин нашли. Е какь остаток и, больше. а 
частнаго, найденный результать ошибочень по недостатку; нифемь — 

2 = 1,4142135623730950, 

‘точностью до 1 шестнадцатаго десятичнаго мфста. Очевидно, можно, а 
такимь образомь находить сколько угодно ‘новыхь цифръ корня. 1 

_ 146. Извлечене квадратнаго корня изъ числа, мало а оть 1. 

г — Воавысивъ въ квадрать 1-| > пойдем [1 | $) 1-е 2, реуль- 

жало разняи!йся оть 1-е, если = есть весьма малая дробь; откинувъ. х 

олучимь приблизительное равенство (+) = 1-Е =, откуда, извлекая — 

‘объихь частей квадратный корень, найдемъ: 

ИГЕ== 1-5 6» 

првблизательно. Опредфлимь предвль погршности этого приближеня, т.-е. | Ё 

а=(1-+-$)-Ит-Ее. 
_ Уввакакь в рыдАликь ого выражеше ва сумму 

1+) РИЕЕь 

| — (1-Е = 

аи ЕЕИСЕЕ. 
Откинувъ въ знаменатель малыя дроби 5 3 и (подь знаконь корня), мы Я 

этижь знаменателя уменьшимъ, а сл®дов. И второй части увеличимъ, 5 
тавъ что будетъ +6 

- 2 

я 

пит 
Отсюда заключаемь, что для извлечечя квадратнаю корня изь числа | 

1-Е, мало превышающимю 1, достаточно прибавить кь 1 половину 
@ 

избытка =: найдемь результать, точный 00 < то ‘избытку. 
8 

ПРиизръ. Найти приближенно У 1,000694. 

По правилу имфень: 

к И 000694 — 1--°050684 — 1.000347 
7 > У 

съ точностью до тов или до Г Заключаемь, что ошибка не вляеть на 10- 

_ сафдн десятичный знак приближя 1,000347, у 

Г 
› или а< чз. а< 



147. Признаки неточныхь квадратовъ.—Въ заключеше укажемь нфкото- 
рые признаки неточныхь квадратовъ. 

1. (2т)* = 42, т.-е. квадрать всякаго четнаго числа (2%) дфлится на 4, 
а слБд. обратно, четное число только тогда может» быть квадратомъ, когда 
оно дфлится на 4. Само собою разумфется, что изъ этого не слёдуетьъ, чтобы 
всякое число, дфлящееся на 4, было необходимо точнымъ квадратомъ; такъ, 40 
м неточный квадрату. 

2. (би 1 44-1, тТ.-6. всякое нечетное число имфеть ква- 
драть вида 49° -|-4®-|-1, т.-е. такой, который, будучи уменьшень на 1, д$- 
лится на 4; слфд. обратно, нечетное число только тогда может» быть точ 
`нымъ квадратомъ, когда оно, уменьшенное на 1, длится на 4. 

3. Изъ умножешя цфлыхъ чисель извфстно, что произведеше двухъ такихь 
чисель оканчивается тою же цифрою, какою и произведеше ихъ простыхь еди- 
ниць. Но квадраты чисель 1,2, 3,....9 оканчиваются цифрами 1, 4, 5, 6, 9, 
но не оканчиваются цифрами 2, 3,7 и 8. Изъ этого слдуетъ, что всякое цф- 
‘лое число, оканчивающееся одною изъ цифръ: 2, 3, 7н8, не можеть быть точ- 
нымъ квадратомъ. Зд®сь опять слфдуеть замфтить, что если число оканчивается 
‘одною изъ цифръ: 1,4, 5,6 и 9, то оно не есть необходимо точный квадрать; 
такъ, 625 есть точный, а 15—неточный квадратъ. 

4. Если число оканчивается 5-ю, его квадрать долженъ оканчиваться 25-ю. 
Въ самомъ дфлф, разсматривая число какъ сумму десятковъ и простыхъ еди- 
ниць, находим, что квадрат десятковъ оканчивается двумя нулями, удвоенное 
произведеше десятковь на единицы, въ данномъ случаф, будетъ оканчиваться 
также двумя нулями, слфд. квадрат’ числа, оканчивающагося 5-ю, необходимо 
оканчивается 25-ю. СлЬд., всякое число, оканчивающееся 5-ю, котораго пред- 
послдняя цифра не есть 2, не можеть быть точнымь квадратомъ. 

Квадратъ числа, оканчивающагося нулями, имфетъ нулей вдвое больше, 
1.-6. четное число ихъ. Слд., число, оканчивающееся нечетнымь числомь нулей, 
не есть точный квадратъ. 

'Извлечен!е квадратнаго корня изъ многочлена. 

148. Корень изъ жногочлена только въ исключительныхь случаяхь извле- 
КомЪ, Т.-6. можеть быть выражень въ форм ращюнальнаго многочлена. 

Для возможности извлечешя квадратнаго корня’ изъ многочдена, послёдийй 
долженъ содержать не менфе трехъ неприводимыхь членовъ. Въ самомъ д®лЪ, 
если данный многочдень есть двучлень, то корень изъ него не можеть быть 
выраженъ точно ни одночленомь, ни хногоченомь, потому что квадратъ одно- 
члена есть одночлень, а квадрать простфйшаго многочлена — двучлена, содер- 
жить три неприводимыхь члена. 

Пусть данный многочдень будеть точный квадрать: 

25424 — 20а -|- 14а42* — 48а? -|- 57452? — 28а’ -|- 4а*, 

расположенный по убывающимь степенямъ главной буквы 2, и пусть 

э-аи-Ез--- -- - 

будетъ квадратный корень изъ него, также расположенный по убывающимь сте- 



из. - -)%; или, раскрывъ этотъ квадрать, получимь равенство 

_ Вторая часть этого равенства, по раскрыты скобокь и по приведеви, должна 

— члены въ обфихь частяхь должны быть равны. Но вторая часть есть произве- и 
_ деню (р-ра--. --)(р--а---.-), а потому высший члень ея равень * 
_ произведеню высшихь членовъ  сомножителей, т.-е. =р.р или 2°. Итакъ р? = 

А 

еняхь 2. Данный иногочлень, какъ квадрать своего корня, будеть = (р„-Ра-- 

2538 — 20айа8-- 74а мя — 4Вазая-{- 57а — ЭВали-- дав =? ра @-- В 
(р а'-® | 
-2(р-ра- 8-я...) ы 

давать первую часть, поэтому равенство это есть тождество, а слФдов. выспйе 

— 254%‘, откуда 

р=у25аза. 

Слфдов. чтобы найти высшёй члень корня, нужно извлечь квадрат- 
корень изь высшило члена даннаю полинома. 

22* — - бал*. Возьмемь для р его значеше со знакомъ —|-, т.-6. поло- 
5ал?. Вычтя изъ первой части равенства (1) 254226, а изъ вто- 

'. иафлечь тожлество 

— Зо 1 = — 450354... — 2р4-|-01--2(р-Наг-"*--..-(2), 

т зыклые 22 @тхз4 2 четы ето должны быть равны; но высший члень 
ЗастЕ есть 229. вотонт что р в 4 суть высше члены корня. Слёдоват. 

308723. вле. такъ какъ р = 542%. то: 10а22.4 = — 200%, откуда м 

4—= — 20а: 10423 = — 2а%2*, 

това: чтобы найти второй члень корня, нужно вычесть изь дан- 
зе яолинома квадрать перваю члена корня, и высиий члень первало 
чека раздълить на удвоенный первый члень корня. 

Вычтемь изъ обфихь частей тождества (2) по 

229--4, или (2р--9)4, 
т.е. въ данномь случа . 

(1042° — 24251) (— 2243) = — 204123 -|- 4а%е*; <... 

найдем тождество > 

Тода ваза. (р-не... 
Высице члены обфихъь частей его должны быть равны; во высш членъ второй 
части есть Зри, слфдов. Зрг = 70421; а какъ р = 542%, то 

1044%.+—70а%2', откуда 

7 = 7042: 1044 = Таз. я 

теюда’ заключаемь: чтобы найти третёй члень корня, нужно вы- 
честь изъ первало остатка произведене второю члена на аллебрамче- ый 



= 

скую сумму удвоеннаю первало члена со вторымь, и высийй члень вто- 
рою остатка раздълить на удвоенный первый члень корня. 

Вычтемь изъ обонхь частей тождества (3) по 

2(р-На"-и?, те. (2р--2а-Ё»).”, 

или въ данномь случав 

(10422 — 4425? -- Таз) „Та = Т0алая — 28а? -|- 49487, 

„Одфлавъ это, получимь тождество 

— 2баыя | Вабий — ава -|- дав разв. - - (4). 

Высиие члены обфихъ частей должны быть равны, и какъ высний члень вто- 
рой части есть 25, то 2рз = — 204728, или 104%. — — 20454, откуда 
$ = — 20433; 10448 — — 244, 

Отсюда: чтобы найти четвертый члень корня, нужно вычесть изь 
второю остатка произведение третьяло члена корня на амебраическую 
сумму удвоенныхь первыль двухь членовь корня съ третьим», и высиий 
Член» третьяю остатка раздълить на удвоенный первый члень корня. 

Вычтемь изъ обфихъ частей тождества (4) по 

эра, пле Ор-ь +9 в, 
или въ данномь случай 

(1042 — 4ах*-|- 14а2—3а\). (—2а\) = — 2033 -|- За%х* — 28а72-|- 40%; 

въ первой части тождества получается въ остатк® ноль, слд. данный полиномь 
всть квадратъ полинома р --9-|-”-|- 3, т.-6. въ данномь случав корень въ т0ч- 
ности равень 5422* — 2а%2* -|- а — 2а\. 

ДЪйствю располагаютъ слВдующимь образом: 

25а?а8— 20432-74 —4Вазая-|- 57а —28а7--4а* | 5 —242а7--7а15—2аА 
о яЕ а о бытия — 
ЭЗГобт.. ., Тоамисававятеотавте овала да ааа о (1аая-амач лоза) пам 
ЗИ о... . Г; бант Вавя-овалЕ--аат — дааа. —2а\)(- 248 

3204 я Заба-=2Вал--4а8 ие а ны 

149. Правило. — Чтобы извлечь квадратный корень изь цьлало по 
буквь х полинома, предотавляющало точный квадрать, располалають 
полиномь по убывающимь степенямь буквы`х; извлекая квадратный ко- 
„рень мзь первало члена полинома, найдемь первый члень корня. 

Вычтя ‘изъ даннало полинома квадрать первало члена корня, м раз- 
Оъливь первый члень остатка па удвоенный первый члень корня, полу- 
чимь второй члень ею. 

Чтобы найти трепий члень корня, вычитають изь первало остатка 
произведене второю члена корня на ‘алебраическую сумму удвоеннало, 
первало члена корня со вторымь, и дълять первый члень второо остатка 
‘на удвоенный первый члень корня: частное и будеть третьимь членом 
корня. 
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Дая нахожденя четвертало члена корня вычитають изь второю 
остатка произведене третьяю члена корня на алмебраическую сумму 
‘Удвоенныхь первыхь двуть членовь корня сь третъимь, и дълять первый 
члень третьяю остатка на удвоенный первый члень корня: частное 
этою дъленя и дасть четвертый члень корня. 

„Продолжають эти дъйствёя д0 тльть порь, пока вь остаткъ не то- 
лучится ноль. 

Это правило безъ изибнешя прилагается и къ тому случаю, когда данный 
полиномь будеть расположень по возрастающимь степенямь главной буквы, 

150. Примьчаня. — 1. Степень корня, очевидно, вдвое меньше степени 
полинома. 

П. Для перваго члена корня ($ 148) мы могли бы взять: — 5428; изъ 
формуль для 4, ги $ видно, что въ такомъ случа® нашли бы: 9 = - 2427, 
т— — 741%, з—=--2а'; слЬд. второе значене корня будеть: — 542* -|- 2а%2* 
— 74% -- 24‘. Оно отличается оть перваго только знакомъ. Итакъ, искомый 
ворень ихфеть два значеня: 

Е (5а2' — 2а2* —|- Тазх — 2а'). 

151. а правило $ 149, мы предполагали, что существуеть многочлен 
р--а--. - ---Е съ конечнымь числомь чденовъ, квадрать котораго равенъ 
данному оибну Р. Но обыкновенно напередь неизвфстно, существуеть ли та- 
Бой многочлень р--9-—- - ---Ё, т.е. будеть ли Р точный квадраль. Чтобы 
зополнить празало, ужо. слфл.. воказать, что, примфняя его, всегда посль 

числа бъйстеьй можно узнать, будеть ли Р точный квадратъ, 
или ифть. Въ тожлеств® (1) $ 14$, когда оно существуеть, если полиномъ Р 
и корень расвозежены по убывающихь степенямъ главной буквы, низшйй членъ 
{22} кладрать кодах. ве ихфя с60Ъ подобныхъ, съ которыми могъ бы быть 609 
ивент призеленень. лолженъ равняться низшему члену, —назовемъ его 1,— 

зинны» золивока. т.-е. должно быть #1 =[, откуда = иг. Сльдовательно, 
ии члеяъ корня можеть быть непосредственно найденъ извлечешемь корня 
и: вжышаго члена даннаго полинома. Поэтому, показатель главной буквы члена 
® лохжень быть числомь четныхь. Пусть это такъ и есть, и пусть это число 
— Е. Когда, выполняя дфИствя, мы дойдемь въ корнф до члена степени №, 
зайдя, наприм., что этотъ членъ = 0д^, то, чтобы данный В быль точ- 
выхъ квадратомъ, #60бдодимо: во- 1-х, чтобы было (07 ̀)* = 1, и, во-2-хъ, 
чтобы сльдующий остатокь быль нулемь. Эти услошя, будучи необходимы, 
очевидно, вибстВ съ твмъ и достаточны. 

Т% же разсуждешя приложимы и къ случаю, когда 0ба полинома располо- 
жены по восходящимь степенямъ главной буквы: стоить только везд№ слово 

«низЫЙ» замфнить словомъ «выспий>. 
Когда указанныя услойя не имфють жбста, то данный полиномъь не есть 

точный квадратъ. 
Пусть, въ такомь случаф, данный многочлень есть Р, остатокъ, который 

должень бы быть нулемь—В, а корень—П; такъ какъ остатокъ получился по’ 
вычитани изъ Р всфхъ членовь квадрата многочлена 0, то Р— 02 =В, откуда 

РВ. 

$ Эта формула и служить для преобразовашя неточнаго квадрата. 
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Ч ПРИМЗРЪ Г. Возьмемь полиномь, расположенный но убывающимь степеняхь 
тлавной буквы, наприм. 

Эазди — 24а? —|- 46а — 205 —|- 1345. 

Если этоть многочленъ есть точный квадратъ, то низный членъ корня долженъ, 

быть равенъ У 134°, а слфдующИй затфмъ остатокъ долженъ быть нулемъ. Вели 
оба эти условя окажутся невыполненныхи, то должно заключить, что данный 
полиномъ не есть точный квадратъ. Примфняемь правило $ 149. 

Эа? — 24а -|- 46412 — 20ах -|- 13а" | Зах? — 4а=-|- баз 

Е 24а328 = 16а? ре (бад? — 4а*2) (— 4а*2) 
304%? — 20а5%-|- 13а° | 

— 304427 + 40а == 2 ак 
20435 — 12а* | 

_ Найдя въ корнф члень -- 54%, и замфчая, что: 1) онъ не равень У13ав, а 
2) что слфдующ остатокъ не есть 0, заключаемь, что данный полиномь не 
есть точный квадрать. Примфняя формулу Р = 03-|- В, можемъ его представить, 

_ ВЬ вид 
ь (Зал? — 4а*ж -|- 5аз)*-|- 20456 — 1245. 

ЦРимзРЪ П. Пусть данный полиномъ расположенъ по восходящимь сте- 
пенямъ главной буквы, наприм. 

1— 52-42 — 62-821. 

Если этотъ многочлень— точный квадрать, то дойдя въ корнф до члена, содер- 

жащаго 2*, и получивъ затфмъ остатокъ неравный 0, должны заключить, что 
данный полиномь есть неточный квадратъ. 

— ба -- 8 

9 62°-- За% 

_ Разница этого случая оть предыдущаго заключается въ томъ, что степени 
тлавной буквы въ послфдовательныхь остаткахь повышаются, а это ведеть за 
собою возможность получешя въ частномь неограниченнаго числа членовь цф- 
`лыхъ относительно главной буквы, такъ что разложеше многочлена по формул 
Р= 02-Е, 148 Пи В цфлыя относительно 2 выражен, — неопредвленно. 
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152. Прщгоженя. — 1. Найти услове, необходимое и достаточное 
зпоже. чтобы квадратный триномь 

: ааа с : 
вочиеымь квадратомь. 

2$ жетодь. Найдем остатокъ квадратнаго корня изъ даннаго тринома. 

ааа -е | Иа т . 

ыы (Уи) 57 
тт ^ о 

обы триномь быль точнымь квадратомъ, необходимо и достаточно, чтобы 
быль равенъ нулю, т.-е. чтобы 

0, или 6 — 446 —=0. 

2-й методз. Положивъ х 

аа -- а --е=(аж- 3) к 

\ раскрывъ вторую часть, найдемъ тождество 

ал -|- ее = 0921 -|- 208 -|- 81; 

зриравнивая коэффищенты при одинаковыхь степеняхь 4, найдемь три усломя: 

а= а; == 208; с= 8. К 

Эти три условя должны существовать совифстно, а потому величины @и8; 
выведенныя изъ 1-го и 3-го, должны удовлетворять второму. 

Такижь образомъ найдемъ: 6=2уа.Уе или 6? — 446. р: 

ПримъчантЕ. Если бы @ равнялось нулю, то изъ условя 65° — 4ас, слф- 
дуеть, что и В должно —0; триномъ приводится въ этомь случа къ с; это 

есть квадрать количества Ус. Поэтому можно сказать, что каково бы ни было а, 
искомое услове есть 5* — 4ае —=0. 

П. Найти услове, необходимое и достаточное для тою, чтобы 
триномь 

ая Зву оу" 
быль точнымь квадратомь. 

Различаемь два случая: 1) а=0; 2) а не равно 0. 
: Когда а=0, то, какъ триножь не можеть имфть высшею степенью 2— 
о первую, необходимо положить и =0. Это усломе, будучи. необходимым, вуЁ- — 
_ СТВ съ тёмь и достаточно; ибо, если оно выполнено, то триномь приводится 
кЪ 6; а это ость точный квадрать количества У . У. . 
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‚Пусть “а” не равно нулю. Извлечеше корня даетъ:. 

аай-|- Эа ву м 

я — 

Заключаемь, что если в или ты не равно нулю, т.-е. если 5°— 

ас отлично отъ нуля, триномъ не есть ой квадратъ. Итакъ, необходимо, 
чтобы 53 — ас равнялось нулю. Этого условя, вифст съ тфиъ, и достаточно; 
‘ибо равенство 

аа Зблу ву (Из. =) 
показываеть, что какъ скоро 5% — ас, данный триномь превращается въ точ- 
ный квадратъ количества 

и ъ ах + Бу 
а.=--—- —. 
ВХ 

Ш. Найти условя, необходимыя м достаточныя для тою, чтобы 
полиномь 

ал? -|- а’? а"21-|- Эбуг -|- 6/32 -|- 26" у 

быль точнымь квадратом. 
Къ этому примфру можно приложить обиуй методъ, которымъ мы пользова- 

лись въ двухъ предыдущихь примфрахъ. Но мы выведежь искомыя условйя изъ 
условй, найденныхь въ предыдущехь примр%. 

Различаемь опять два случая: а = 0 и а не равно 0. 
Первый случай. Когда а=0, то, какъ данный полиномъ, чтобы быть 

лочнымь квадратомъ, не должень содержать членовъ съ первою степенью 2, мы 
Должны при всякихь У и 2 ить 

уу = 

откуда, извфстныхь уже путемъ, заключаемь, это 

О Я 

Полиномъ приводится къ 

ау? -|- 26у: - а". 

ь Изь предыдущаго примфра знаемъ, что триномь этого вида будетъ точныхь 
квадратомъ при услови 

Итакъ, искомыя условя суть: 

9—0, 5—0, аа" =0. 

а’а” — 9—0. 



“У. 

; _ Вто ‘можно разематривать какъ ОИ относительно 2 триномь, кото- 
_ раго первый коэффищенть @ отличень отъ нуля. Прилагая сюда доказанное въ 
предыдущень рые ыы найдемъ 

"у Ь')1 = а(ау?-|- 26уг | а"2*). 

; Такъ какъ это равенство должно быть ождествомь, оно должно поет — 
_ Мото иры осякомь у и три всякомь 2; откуда извстнымь образом ыы 

_  услови: к 
ааа; Ба; = аа". 

$ 
} Этихь условй, вибстВ съ тфиъ, и вполнё достаточно. Въ самомъ дфлЪ, изъ 
, нихъ нифемъ: 50 и. в 

‚6. ПВ —_6. = М = 
. 

Подставляя эти зназешя а’, а’ивъ данный полиномь, дадимъ ему видь — 

= к ИУ 
| ® 4 а а 

ас -|- 25" 

ав Бу ли 4 у: + ЗаБгх -- Зар"ту 5 
* 

ах + "у: \* ва 
Отсюда видно, что при найденныхь условяхь данный полиноиь есть пол- 

ный квадрать количества 
ар уе. 

Уа 

ГЛАВА ХИП, 

Извлечеше кубичнаго корня изъ чиселъ и многочленовъ.. 

_ Озредфленя; предварительныя теоремы. —Извлечен!е кубичнаго корня изъ ифлыхь и — 

дробныхъ чиселъ съ точностью до 1 и до — » - — Сокращенный епособъ. аи 

Е кубичнаго корня то многочленов. 

153. Когда число есть кубъ другого числа, то первое называется точныме _ 
‘кубомз, а второе — точнымь кубичнымь корнемь изъ перваго. Такъ 125 
‘есть точный кубъ 5-ти, а 5 — точный кубичный корень изъ 125. 

154. Разсуждещями, приведенными въ 5 124, докажемъ, что: 
_ Коба цълое число не есть точный кубь, то кубичный корень изъ _ 

_ нею, не выражаясь точно вь цъльхь единицажь, не можеть быть точ- 
‚но выражень и ни вь какить доляжь единицы. у 
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Так корни называются несоизибримыми с единицею: такъ, кубичные кор- 
ни изъ чисель: 3, 10, 15 ит. д. суть числа несоизмфримыя. 

155. Опредфленя. —Кубичный корень изь упало числа, точный д0 
единицы, есть корень изь наибольшиио куба, заключающилося в» этомь 
числь, или этоть корень -|-1. 

Первый называется корнемь точнымъ до 1 по недостатку, второй — по из- 
бытку. Такъ, замфчая, что наибольший кубъ, заключающийся въ 70, есть 64, 
заключаемь, что кубичный корень изъ 70, точный до 1 по недостатку, есть 4, 
& по избытку — 5. 

156. Остаткомь кубичнаго корня изъ цфлаго числа называется избыток 
этого числа надъ кубомъ его корня, точнаго до 1 по недостатку. Напр., оста- 
токъ кубичнаго корня изъ 70 есть разность 70—64 или 6. 

Вообще, если данное число есть №, кубичный корень изъ него, точный до 
1 по недостатку, равень А, а остатокъ — В, то, по опредфленио остатка, 
В—=\№М— Аз, откуда - 

ХА В. 

Въ частности, когда Х есть точный кубъ, остатокъ корня равень нулю. 

Творкхл, — Остаток» кубичнало корня не больше утроеннало тро- 
изведеня корней изь даннало числа, точныль 00 1 по недостатку и по 
‘избытку. $ 

Въ самомь дл, пусть А есть кубичный корень изъ №, точный до 1 но 
недостатку; въ такомь случаз М содержится между АЗ и (А-- 1), и сл, 
разность между № и А* меньше разности (А -- 1) — А? или ЗА(А-РЮ-НТ, 

ых ВАА. 

Но Ви ЗА(А-НИ-НЕ суть числа цфлыя, и К — меньше изъ нихь, то оно’ 
меньше второго по крайней мбрЪ на 1, т.-е. 

вазА(А--1). 

Сльдотвте. Условая, необходимыя и достииточныя для тою, чтобы 
А было кубичнымь корнемь изь №, точнымь 00 1, то недостатку, суть: 

= А-В и ВеЗА(А-1). 

Въ самомъ дл, равенство выражаеть, что кубъ числа А содержится въ 
№, а неравенство означаеть, что № не заключаеть въ себ куба числа А-Р1. 

Извлечен!е кубичнаго корня изъ цфлаго числа съ точноетью до 1. 

Эту теор подраздёляемь на три случая. 

157. Первый случай. Данное число меньше 1000. 
Въ этомъ случаЪ кубичный корень находять прямо при помощи таблицы 

кубовь первыхь девяти чисел 

Числа: 1 2 з 4 5 6 7 8 9 
Кубы: 1 8 27 64 125 216 343 512 129. 



требуется извлечь кубичный корень, съ точностью до 1, изъ 427. 
кубовъ видно, что это число содержится между 343 и 512, слёд. 

ий кубъ, въ немъ заключающийся, есть 343; поэтому искомый корель 
`_ а остатокъ есть 427 — 343 или 84. 

Второй случай. Данное число содержится между 1000 и 1000000. 
ть дано число 341254; оно больше, 1000 иди 10%, но меньше 1000000 

‚ 100?, з потому кубичный корень изъ него больше 10, но меньше 100, 
‘бостоитъ изъ десятковъ и единищь; пусть число его десятковъ будеть @, 
стыхь единнць — и; искомый корень будеть 109-|-м, и если возможный 

назовемь буквою В, то получижь равенство: $ 

Г 54 — (10-м) == 10008 -{- 3.10042.и-{ 3.109. мз--и?--В...(1). 

тобы найти цифру десятковь корня, замбчаемь, что слагаемое 10004" 
илов число тысячъ, а, потому необходимо содержится въ 341000 суммы, 

ы. 4* заключается въ 341. Докажежь, что кубичный корень изъ наиболь- 
куба, заключающагося въ 341, и дасть намь 4. Въ самомъ дфль, изъ 
 убовь замбчаемь, что 341 содержится между 216 и 343, или между 

63 < 341 < 73. 

Помножая эти числа на 1000, мы не изифнимь неравенствь, такъ что: 

— —3 
60 < 341000 < 70. 

рибавивь къ 341000 число 2541 мы усилимь первое неравенство. Что ка- 

ен второго, то какъ 341000 и 70 суть цблыя числа тысячь и первое 
в второго, то оно меныме его по крайней мфрф на 1000; слфд., увели- 

ь первое на, 254 — число, меньше 1000, получимь результать, во всякомъ 

$, меньшй 70, такъ что и второе неравенство не-нарушится. Итакь - 

— —3 
60 < 341254 < 70, 

да, переходя къ корнямъ, имфемъ: 

60 < /341254 < 10. 

Эти неравенства доказываютъ, что искомый корень больше 6 десятковъ, но 
— № заключаеть въ себЪ 7 десятковъ, т.-е. что онъ содержить 6 цфлыхь де- 

хатковъ, и, можеть быть, нфсколько простыхъ единицъ, число которыхъ не боль- 
ше 9. Итакъ, 4=6, т.-6. умфра десятковь корня равна кубичному кор- 
_яю изо наибольшало куба, содержащийося вы числ тысячь даннало_ 

изъ обфихь частей по 216000, найдемь 

125254 —3: 3600. и-|-3. 60. м -Низ- ЕВ. 



‚ нахожд ен ЕН 3600.и 
ость цфлое число сотенъ, а потому необходимо заключается въ 1252 сотняхь 
уммы. Но вь составъ этихь сотень сумиы могуть входить сотни и отъ осталь- 
ныхь членовъ ея (т.-е. оть 3.60. м3, м? и В). Поэтому, члень 3. 3600м 
или равенъ, пли меньше 125200. Итак 

3. 3600 < 125200, 
откуда 

Но цифра единицъ м есть число цфлое, а потому, раздфаивъ 1252 на 3.36, 
и взяв цфлую часть частнаго, найдемь высий предфлъ цифры единиць корня. 
Замтивъ, что 125254 называется первымъ остаткомь, выводимь изъ сказан- 
‘наго слфдующее правило для нахождешя цифры единицъ корня: оли» в> 

‚ остаткт двъ цифры справа запятою: м ‘оставшееся 
6лтво отъ запятой число на утроенный квадрать цифры десятков 
корня, в» утлой части частналю будемь импть высийй предтль чиуры 

_ вдинии» корня. 
Въ данном случа, цфлая часть сказаннаго частнаго есть 10; сл®д., циф- 

ра единиць корня будеть 9 или меньше 9. Для испытавя цифры 9, мы долж- 
_ вы составить сумму 3.3600.9--3.60. 93-|{-9* и вычесть ее изъ перваго_ 
_ остатка: если вычиташе будеть возможно, то цифра 9 будеть требуемая; въ, 

_  Противномь случа ее надо послфдовательно уменьшать на 1 до тфхъ поръ, 
пока вычиташе сдфлается возможнымь. Сумму, подлежащую вычитанию, можно 
написать так: 

[3 3600-| (3. 60-9) Ж 9] Хэ. 
кр : 
ав 10800: 3 60--9=189; 189% 9—1701; 10800 1701 = 

—_ =12501; 12501 Х9= 112509, что меньше 125254. 
‚такт, цифра единицъ равна 9; искомый корень = 69, а остатокъ корня _ 
125254 — 112509 = 12745. 
Двйстые располагаютъ слёдующимь образомъ: 

7341;254| 69 189 
216 Хэ 

108 195254 1701 
1125'09 ++ 10800 ы 
72745 | 12501 СЕВ 

У е 
—19509 ; 

_ 159. общ случай. — Этоть случай приводится къ двумъ прехалущимь 
пря помощи слфдующей теоремы. 

ТЕОРЕМА. — Число > хубичнаю корня изь даннало числа _ 

^ Пусть данное число будеть 495864349, и пусть а? будеть наибольший кубь, 
- инмкананыя числа, т.-е. въ 495864; въ такомъ У 

А _9'5495864 < (а -- 1% 
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откуда, умноживъ всф числа на 1000, получимъ: 

(10а) < 495864000 < [10 (а-- 1); 

или, придавая къ среднему числу 349, что не измфнить смысла неравенствъ, 
но обратить возможное равенство въ неравенство: 

(104)3 < 495864349 < [10(а-- 1). 

Отсюда, переходя къ корнямъ, найдем: 

10а < 7195864849 < (а--1).10. 

Итакъ, искомый корень заключается между @ десятками и а-|-1 десятком, 
з потоху содержить а десятковъ, и нфкоторое число единицъ, не большее 9. 
Теорема такимъ образомъ доказана. 

160. Мы нашли, что число десятковъ кубическаго корня изъ числа 495864349. 
есть корень кубичный изъ 495864; число же десятковъ этого послёдняго корня, 
или число сотенъ перваго, равно кубическому корню изъ 495 (по той же теорем). 
Отсюда заключаемъ: 

1. Чтобы найти цифру высшало разряда кубичнао корня мзь цть- 
дало числа, достаточно раздълить ею на зрани, отдъляя по три ци 
фры отз правой руки къ лпвой, и извлечь кубичный корень изь первой 
праны сатва. 

2. Число щифрь корня, точнаю д0 1 то недостатку, изъ итьлало 
числа равно числу сказанныхь раней. 

161. Извлечень кубичный корень изъ 495864349. 
Извлекая кубичный корень изъ 495864 такъ, какъ указано въ $ 158, 

зайдемъ число деслтковъ искомаго корня: оно будеть 79. Назвавь цифру еди- 
виць корня буквою м и возможный остатокъ черезь В, нхфемъ: . 

495864849 —79.. 1000--3.79. 100. и- 3. 790. мм. 
6 

Вычитая изъ обфихь частей этого равенства по 79. 1000, получим: 

= 

2825349 =3.79.100.и-- 3.790. м м В. 

Отсюда, извфстными разсуждешями убфдимся, что высший предфлъ цифры еди- 
ииць С найдемьъ, опредфливъ цфлую часть частнаго отъ раздфлешя 28253 на 

3. 79. › Т.е. на 18723. Цфлая часть этого частнаго равна 1; поэтому цифра 
_ вдиниць корня будеть или 1 или 0. 

Для испытаня 1, составляемь остальные три члена куба корня, т.-е. 

3. 79. 100Ж1--3.790Ж 1-13, что даеть 1874671; такъ какъ : 
число не превышаеть остатка 2825349, заключаемъ, что цифра единицъ корн: 
есть 1, самый корень =—791, а остатокъ корня лв, 
или 950678. ы 

о 



ДЪйстве располагаютъ слфдующимь образомъ: 

И 195,364.349 | 701 
343 49 Ж3= 147, 2199—1911 

147 9 1528,64 14700 
1500 39 {1971 

187231 [28258,49 | — 16671 Ж9= 150039 
18746 71 197. т г 
9506 78 16671 

81 т 

18723 =3Ж79, 2371 Ж1=2371. 
1872300 

2371 
1874671 Ж1 

Отсюда выводимъ: 

162. Правило извлечешя кубичноло корня съ точностью 90 1 изъ 
цао числа, 

Раздъляють данное число на зрани по три цифры оть правой руки 
ко лтвой, при чемь первая зрань слпва можеть имъть и двъ цифры и 
даже одну. 

Первую цифру корня найдемь, извлекая кубичный корень изь первой 
зрани слтва. 

Чтобы найти вторую цифру, вычитають изь первой зрани кубь 
первой цифры корня, м кз остаитиу сносят». вторую зранъ: такимь об- 
‘разомь получается первый частный остаток». Отдьаяють сь правой 
стороны ею двъ цифры, а оставшееся влпво оть запятой число ди 
лять на утроенный квадрать первой цифры корня: цълая часть част- 
наз дасть высиёй предъль для второй цифры корня. 

Чтобы узнать, зодится ли эта цифра, приписывають ее справа кь 
‘уутроенной первой цифръ корня, и умножають полученное число на 
‘испитуемую цифру; ‘кз произведеню придають утроенный квадрать 
первой цифры корня (служивиий сейчась дълителемь), приписавь къ 
нему справа два нуля, и умножають полученную сумму на испытуемую 
цифру. Если это произведенще не превылиаеть первало остатка, испы- 
туемая цифра юдится; вь противномь случаъ умёньышають ее на 1 и 
снова исполняють указанное испятане, и т. 0., пока испыташе не 
дасть произведения, не превышающейо первый частный остатокь. Най- 
денную цифру приписывають справа оть первой цифры корня. 

Даля нахождетя третьей цифры корня, вычитають составленное 
произведене изь перваю остатка, и къ разности. сносять третью уань: 
получится второй частный остатокь. Сь правой стороны ею отдь- 

‚ ляють двь цифры, и дълять оставшееся влтво оть запятой число на 
утроенный квадрат» числа, найденнало вь корнъ: цълая часть частнало 
будеть представлять высиий предъль третьей цифры корня: испыты- 
вають эту чифру вышеуказаннымь способомь. 

Таким» образом» продолжают» 00 тьхь пор, пока будуть снесены 
ись зрани. : 



‚ извлекается точно: 

_Извлечен!е кубичнаго корня изъ дробей съ точностью до 1. 

_ 163. Теорема. Кубичный корень из несократимой дроби несоизмт- 
› римь, если ею нельзя извлечь отдъьльно изъ числителя и знаменателя. 

То же ая въ $ 136. 

акъ, члены дроби 155 — точные кубы, поэтому кубичный корень изъ нея 

164. Теоремл. ее корень изь дроби, ‘точный д0 1, есть 
корень изь наибольшало куба, заключающалося въ цтлой части даннам 
числа, или этоть корень -—- 1. 

Доказательство аналогично $ 137. Отсюда 
Правило. Чтобы извлечь кубичный корень мзь дроби точно 901, 

надо отбросить ребут часть, и извлечь кубичный корень изо цтлой 
части точно до 1 

ПРихФРЪ. Извлечь кубичный корень изъ 2896,75 съ точностью до 1. 
Откидывая дробь, извлекаемь, съ указанною точностью, корень изъ 2896; 

находимъ результаты: 14 — по недостатку и 15 — по избытку. 

Извлечен!е кубичнаго корня изъ цБлыхъ чиселъ и изъ дробей 

съ точноетю до :. 

165, Правило. Чтобы извлечь кубичный корень изь цълало мам изо 

дробнао числа съ точностью д0 п’ МУжно умноюить это число на кубь 

знаменателя степени приближентя, изъ произведеная извлечь корень точно 
90 1, и ить ею на знаменателя степени приближеня. 

Доказательство такое же какъ и въ 5 139. 
а 1 

ПРиизРЪ. Вычислить У 3 съ точностью до тор" 

Для этого, надо извлечь кубичный корень изъ 3 100%, т.-е. изъ 3000000 
съ точностью до 1; и раздфанть результать на 100. 

7/3;000,000] 144 
1 344=186° — 

34 [20,00 300 
1744 136 

Г 2560,00. | 436 > ое 
2419 84 |136 4244—1696 
140 16 | 436 

16 
ь 58800 

| 1696 

60496 Х 4 — 241984 

Искожый корень — 1,44 — по недостатку, и 1,45 — по избытку. 



166. Пусть требуется извлечь кубичный корень съ точностью до 1 изъ цф- 
лаго числа А — случай, къ которому приводатся всф остальные. Положимъ, что. 

иифеть 2%--1 дифръ, и что обыкновенныхь способомь найдено т--1 
‚ т.-е. больше половины всфть цифръ корня, а остается найти послфдая 

цифръ. Обозначижь буквою @ число, составленное найденными %-!- 1 ̀цифра- 
‘ми, сопровождаемыми 7 нулями, а буквою < остальную часть корня, которая 
вообще есть число несоизифримое: истинный корень выразится суммою а-- 2. 

р _ Итак: ; 
х А = (а-- =) =а*-|- Зазс-- За -- 23, 

ыы т 
__ Найдем цфлую часть 4 частнаго оть раздфлешя А — а? на За*, и пусть 

‘остатокъ дфлешя будеть 7; слфд. получимь равенство: й 

А— а - А = 

Приравнивая два выраженя частнаго А, найдемь: 

ах 

синеве) 
в Докажемь, что абсолютная величина разности. 8-8 (1+ #) меньше 2, 

что сад. 4 выражаеть величину 2 съ ошибкою, женьшею 2 единицъ. 
Замфтивъ, что х есть остатокъ дфлешя, въ которожь дфлитель равенъ За, 

заключаемь, что за <1. ЗатВиъ, въ цфлой части 2 находится 7 цифръ, по- 

этому 2 меньше наниеньшаго (т -|-1) значнаго числа, т.-. 2 < 10”, а потому 
2} < 10"; съ друоой стороны а состоить изъ 2т--1 цифрь, слёх. «> 102; 
а потому ы <1. Наконець, За >> 3. 10%, & потому 5 < о Отсюда вид- 

что (1+=) <2, и сафдовательно ` 

2 (1+) <>, 
в значить и абсолютная величина раности вии) также меньше 
Отсюда вытокаеть сбдующее заключение: 
очтоды извлечь, съ точноетью д0 1, кубичный корень изь цтьлало ч 

обыкновеннымь способомь больше половины встьть ци ] 
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‘чежызтокь на утроенный квадрат» найденной части корня (т. числа, 
‘аветоящию изь ш-|-1 первыль цифрь съ ш нулями). 

Саяфдуеть замфтить, что лишь въ исключительныхь, рфдкихь, случаяхь при- у 
Чаижене будеть ошибочно болфе чёмъ на 1; обыкновенно же, ошибка бываеть, 5% 

1; во всякомъ случаВ, найдя указанныхь сокращеннымь снособожь ко- 

слбдуеть пряхо вычислять предфль разности я 1+#); 

_ 167. Можно всегда опредфлить, будеть ли корень, вычисленный сокращен- > 
_зыжь способомъ, т.-. а-|-4 — точный, или приближенный; а въ послфднемь 
чзтза$ — въ какую сторону сдфлана ошибка. 

Въ самомъ дфлЬ, назовехъ остатокъ по нахождени части @ корня буквою В; 
жифель равенство: 

А—а*—В, откуда А = а? -|- В. 

Раздфливь В на За?, въ частномь получимъ 4, и въ остаткВ и; слл. 

В — 341. а--”, 
а потому 

А =а?-|- Заза -|- . 
Отсюда: 

1) Если ">> (За--4)9*, то ^> (@--9)%, и саб. а--4 будеть прибли- 
ы жене по недостатку. 

$ 2) Если "= (3а--4)4*, о А=(а--9)*, слд. а-Ра будеть точный 
корень. 

3) Если же х < (3а-{-9)4*, то А < (а-|-94)}*, а саёд. а--а будеть при- 
ближешемъь по избытку. ы 

168. Извлечь кубичный корень изъ 96428639457679. Первыя три цифры . 
_ опредфляемь обыкновеннымь способомъ. < 

96,428,639,457,679 | 458 
324,28 4300 125 | 607500 1358 у 
5303639 _ 625 55| 10864 8 : 

356727 5425 618364 и 
25 _64 

6075 629295 С. 

Находим 458. Остатокъ В=356727457679; а=45800; За*—=6292920000, й 
Фышёливъ К на 3а*, находимъ въ частномь 56. Искомый корень = 45856. Е 

Вычисляемь предлъ разности из (1-Е). Такъ какь а>4.10% и $ 

= < №, 2 < 1 Затиь, За > 12.10%, сл. # < зиотону1-- $ 

<" сх: З(ЕНы) < Рая 10а) 1-4. < 1. бъязи #- > 
(1+2 <1- Корень 45856 ошибочень меньше чфиъ на 1, и какъ легко : 

Убфлиться — по недостатку. х. 
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” Извлечеше кубичнаго корня изъ многочленовъ. 

169. Пусть требуется извлечь вубичный корень изъ многочлена 

— 12542 -|- 150ази -|-165а71° — 172455 — 99а -|- 54а\ал -- 27а%2°, 

‘расположеннаго по убывающимь степенямь буквы 2, которую мы принихаемь, 
за главную. Допуская, что многочленъ этотъ есть точный кубъ, и что корень изъ, 
него, также расположенный по убывающимь степенямъ буквы 2; есть „--9-- 
-Е”-Ез-Н..., зажфчаемь, что давный многочлень должень быть равень 
Бубу своего корня, т.е. (р-Ра-Ру--8--...)*. Такимъ образомь ижфемь 
тождество: 

— 1254'5 -|- 150451 -|-16ба7х°—172а62° — 99а52*-|- 54а -|- 27а = 

взр -- Зра"-- а -- Зо дурой"). 
По свойству ‘тождества, высиие члены обфихъ частей должны быть равны, 

@ потому р? — — 12547512, откуда 

р=— 155а% — — бала; 

(Отсюда заключаем: для нахожденая высшиио члена корня нужно извлечь 
кубичный корень изь высшоало члена даннаю мноючлена, 

Вычтя изъ первой части тождества (1) — 12521, а изъ второй — рав- 
ное ртому количество р*, найдемь тождество: * 

150алаи -|- 16597249 — 172а%° — 99а | б4аа7 | ЭТазе® = Зы -- 
-- Зра*- 0 -- (р-дм-- (вади - "Е... (2). 

а потому высшие по букв» 2 члены обфихъ частей должны быть равны, т.-е. 

324 = 150а*2“1, или, такъ какъ р = — 54444, то 3.25а%2*. 4 =150а8211, 

откуда 
4 = 150а%2\ ; 75а48 = 2а%51. 

Отсюда заключене: чтобы найти второй члень корня, нужно изь 
даннало полинома вычесть кубь перваю члена м высийй член» тервало 
остатка раздълить на утроенный квадрат» выешиало члена корня. 

Вычтемь изъ второй части тождества (2) Зр3а-|- 329*-|-4°, а изъ первой 
равное этому выраженше: 3.(— 54324). 2а32-|-3(— 5а32) , (2а%21)*-|- (2422) 
или 1504%2'1 — 60а721° -|- 84628; найдемъ тождество 

2257240 — 804% — 99аза* -- 54а1а7 -|- ЭТазле = З(р-- 9) 
з-д". 8): 

Приравнивая снова высше члены обфихь частей, получимь равенство 

30% = 225а7х1°, или 3.254958. 7 — 225071, откуда. 
т — 22547419: 15453 = За2?. 



обоев аль кое корня. 
Вычтемь изъ второй части тождества (3) выраженше о и 
т а изъ первой равное ему количество: 3(— 5824 

5а те чин 
—{ 54а" | 27а3%° — 225а721° — 180а°2° — 99а22*-|- 54а\л7 -|- 27482. Но 

- Вычитани въ остаткЪ въ 1-й части получается ноль; поэтому, данный полиномъ 
есть точный кубъ, и искомый корень = — 54324 -|- 24353 -|- Зал. 

Дъйстве располагаютъ слфдующихь образомъ: 

поль и ола 

ы. рт 
СБ бо вине 

Э2бат6— 70а баз 5Чани Тала 3 — Ба Зин За р 
— 22547195 18046932 Звабл8 Е 54а 227928 --3( —балая-- 2а?ая) .Эа?ая-|- эта 

#13548 
Г 

Отсюда выводииъ слфдующее 
170. Правило. Расположивь полиномь по убывающимь степенямь 

злавной буквы, извлекаемь кубичный корень изь перваю сло члена: полу- 
чаемь первый члень корня. 

Вычтя кубь ею изь даннало полинома, найдемь первый остатдкь; 
`раздпливз первый члень этою остатка на утроенный квадрать тер- 
_ча10 члена корня, в5 частномь получимь второй члень корня. 

Вычтя изь перваю остатка утроенное произведеще квадрата тер- 
ва члена корня на второй, утроенное произведеще первало члена на 
хвадрать второю м кубъ второю члена корня,  получимь второй оста- 
токь. Раздъливь первый ею члень на утроенный квадрать первало члена 
корня, получимь в частном» трети члень корня. 

Вычтя из» второю остатка утроенное произведеще квадрата суммы 
первыхь двужть членов» корня на третёй, утроенное произведенще суммы 
первыхь двуть членов» на квадрать третьяю и кубъ третьяю члена, 
найдемь трет остатокъ. Раздъьливь первый ею члень на утроенный 
хвадрать первало члена корня, получимь в5 частномь четвертый члена 
корня и т. 9. 

Дъйстве продолкають д0 тъхь поръ, пока въ остаткъ получится 
ноль. 

171. Когда неизвстно, представляеть ли данный пелиномь точный кубъ 
или нЪтЪ, приифняють къ нему предыдущее правило, замфчая, что будеть ли поли- 
номь расположень по нисходящимь, или по восходящимь степенямь главной 
буквы, всегда можно предвидфть степень послфдняго члена корня, въ предио- 

_ ложеныи, что данный многочлень есть точный кубъ; она должна быть втрое 
‘меньше степени послфдняго члена его. Когда данный полиномъ есть точный кубъ, 
послёдай члень корня долженъ равняться кубичному корню изъ послднаго 
члена полинома, а слфдующ остатокъ долженъ быть нулежь. Въ противном 
случаф данный многочлень не есть точный кубъ. 
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ГЛАВА ЖУ. 

0бъ иррашональныхъ числахъ. 

Происхождене иррымональныхь К величины въ геометрн.— 
Способъ предфловъ. — Распространев!е основныхъ законовъ дёЙств на числа несо- 

‘измфримыя. 

172. Изучеше обратныхь дфИстыЙ служить источникомь для открыт я но- 
выхь разрядовъ величинъ. Такъ, три прямыя ариеметическя дЪйстия надъ ц- 
лыми числами, т.-6. сложенше, умножеше, которое есть только частный случай 
сложешя и возвышешя въ степень — частный случай умножешя, даютъ въ ре- 
зультатв всегда только цфлыя числа. При изучеши же трехъ обратныхь дй- 
сотый — вычитания, дфлешя и извлеченя корня, открываются новые роды вели- 
чинъ, & именно: вычитане приводить къ открыт отрицательныхь величину, 

 дБлеше — къ открытшю дробныхьъ, а извлечеше корня приводить къ двумъ но- 
вымь разрядамъ величин — несоизифримыхь и мнимыхь. Въ этой тлавё мы 
займемся изучешемь чисель несоизмьримыль или иррашональныхь. . 

173. Происхожденше ирращюнальныхъ чиселъ при извлеченм корня. 

Обобщимь теоремы $55 124, 136, 154 и 163 для корня какого-угодно по- 
рядка. 

ТЕОРЕМА Г. оли утлое число А есть неточная и-ая степень, то 
корень и-ю порядка изъ нею — несоизмьрима. 

“Вь, самомъ дфлф, такъ какъ А не есть точная я-ая стецень другого цф- 

_ лаго числа, то А не можеть равняться никакому цфлому числу. Допустивъ, 

же, что этотъ корень равняется несократимой: дроби =) т.-е. допустивъ воз 

можность равенства 

иифли бы отсюда, что 

„ 
Но р есть число первое съ 4, слд. р" — первое съ 4", а потому е не мо- 

жеть равняться цфлому числу А, и допущенное равенство невозможно. Итакъ, 
корень я-го порядка изъ цвлаго числа, не представляющаго точной т-ой сте- 

пени, месоизмюримь съ единицею. 

Таковы; /7, #32, 753, ит.д. 
ТЕОРЕМА 11. Корень п-ю порядка изъ несократимой дроби & несо- 

‘измтримь, если © нельзя извлечь отдъльно изь числителя и а 
нателя. 

"/^ 
Вь саможь дфлВ, равенство у 

В 

ибо оно приводить къ равенству = Р", выражающему, что несократимая дробь 

Р, гдё Р — число цфлое, невозможно, 
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равна цфлому числу. Такимь образомьъ, искомый корень не можеть быть выра- 
_— жень цфлыхь числомь. Но онъ не можеть быть точно выраженъ и конечною 

Е : " :. 
дробью. Въ самомь дВлЪ, допустивъ равенство У == О’ тдВ Ш рб не- 

_ совратимая, имфемъ: о тд вторая часть — также дробь несократимая. 

о Равенство этихь дробей возможно только тогда, когда А =”, и В= 0», т.е. 

А 
когда АиВ суть точныя и-ыя степени; если же этого нфтъ, то у в ая 

точно выразить ни въ ЦфлЛЫхЪ единицахъ, ни въ доляхъ единицы, слвд. корень 

этоть будетъ несоизмфрижъ. 

174. Хотя ирращональныя числа нельзя вычислять точно, но всегда можно 
ихъ опредфлять сз хакою-уюдно степенью точности. 

Пусть, напр., требуется вычислить 4 А, дБ А ебть цёлое чисдо, не пред- 

‘ставляющее точной ®-ой степени, съ ошибкою менышею р тд р—какъ угодно 

большое цфлое число. Умноживь и раздливь данный корень на р, получимь, 
(подводя множителя р подъ знакъ корня): 

В Е 
ИА АР. 

_ Если наибольшая т-ая степень, содержащаяся въ Ар”, будеть цфлое число ”", то _ 
#1 Ур", откуда, раздфливъ вс три’ числа на р и замтивъ, что 

Ур" „ 

р 
— А, найдемъ 

"_ 
откуда прямо слфдуетъ, что какъ ы такъ и т выражають УА прибли- 

женно, съ ошибкою меньшею р требуемое доказано. 

*/А А 
Точно такъ же, если в’ ТВ в дробь несократимая, нельзя вычислить 

точно, то можно найти его съ какимъ-угодно приближенемь. Въ самомъ дфлб, 
помноживь числ. и знам. на В"-1, найдемь: 
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а А ЕЕ НИ 

Г ма 1 оть УВ АВ"; 5 путь эти дроби будуть ри ЕТ, так что 

а >> 

раздфливъ вс три числа на В, найдемъ, 

откуда заключаемъ, что крайшя дроби выражаютъ искомый корень съ ошибкою, 

женьшею р ы 

175. Несоизмримыя величины въ геометрии. Геометря также предета- 
вляетгь примфры несоизмфримыхь величинъ; извфстнФйния изъ нихъ: окружность 
круга н даметръ, дагональ квадрата и сторона. Чтобы показать, какимъ обра- 
зомъ можно убфдиться геометрически въ несоизифримости двухъ лин, докажемь, 
й рмом,—сравнешемь на самомъ дЪлф этихъ линШ, что 0%аюналь квадрата 
несоизмтрима' сь ею стороной. 

М. 

ил) А 

[ В 

Черт. 10. 

Проведемь дагональ АС квадрата АВС и продолжимь ее 2а точку А. Изъ 
А, какъ изъ центра радусомь АВ опишемъ полуокружность, которая пересфчеть, 
дИагональ и ея продолжеше въ точкахь Ми №. Для доказательства, что АС 
несоизмфрима съ АВ, постараемся измфрить первую изъ этихъ лин помощю 
второй. 

>. АС. 
Итакъ, составихь отвошене хр 

Мы инфемь: АС = АМ-- МС —=В-- МС, откуда 

АС мс 1 дв 
мс 
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ЕЕ Вопрось приводится къ опредфлению отношеня т Заяфчая, что СВ сеть 

касательная, а С№М — сЪкущая къ окружности имфемъ: . 

м 
АВ — 08 — (МХ СХ, 

откуда, 
АВ СХ. 

х МС АВ 

Но СУ = МА -|- АМ-- МС -—= 2АВ-- МС, поэтому 

АВ __ 2АВ-- МС _ мс _ 1 Г 
ме дв = 2 ав = Рав... (2). 

. АВ 
Итакъ, снова приходится опредфлять отношеше угу” Но эта величина, нам 

извфстна: она опредфаяется равенствомъ (2); такимь образомь снова иы ввб- 

демъ га которое опать нужно будеть замфнить его величиною изъ (2), ит. д. 

Тая подстановки будуть продолжаться неограниченно, такъ что дфйстые ни- 
когда не жожетъ быть закончено, потому что всегда будемъ получать отношен!е › 
А . АС 

№ Итакъ, отиошенше >. представляется въ вид мс АВ 

так что оно никогда не можеть быть вычислено съ точности: лийи АС и 
АВ — суть, слВдовательно, лини несоизмфримыя, 

176. ДЪйстыя надъ несоизмфримыми числами подчинены тфмъ же законам, 
какъ и дфйствя надъ числами соизмфримыми. Доказательство этого положеня. 
‘основано на особожь способф, называемомь способом» предъловь, съ началь- 
НЫми осповашями котораго намъ необходимо, поэтому, теперь же ознакомиться. 

"в. 
м 

Способъ предфловъ. 

177. Количество называется яостояннымь, если въ данномь вопросё оно 
све измфняеть своей величины. Такъ: радусъ въ данномь круг есть величина 
востоянная, также сумма угловъ треугольника и т. и. 

Количество наз. перемьннымь, если оно не нифетъ одной. опредфленной 
зеличины, но изифняется въ болфе или менфе широкихь границах. Напр., углы 
треттольника, хорда круга, и т. п. ; 



Если перемфнная величина, изифняясь, приближается къ нфкоторой постоян- 
ной, такъ что разность между ними можеть быть сдфлана какъ угодно малою, 
то постоянная называется иредьлом» перемфиной. Для выяснея понямя о 
предфль приводимъ слфдуюние примфры. 

ПРимзРЪ 1.—Разсиотримь выраженше ро вЪ которомь буквз х 6у- 

демъь послфдовательно давать цфлыя положительныя значешя: 1, 2, 3,...; тогда 
1 1 1 

т будеть принимать величины: 1-- т 1-5 1----° постепенно умень- 

мающяся и приближающияся къ 1. 

бад. 1-- т будеть количество перемфнное, приближающееся къ постоян- 

ному числовому значению — къ 1. 
1 

При этомь, разность между перемфнныхъ т и постояннымь 1 выра- 

‚жается дробью ь которая можеть быть сдфлана какъ угодно малоюу въ са- 

момъ дЬлЬ, желая, чтобы эта разность была меньше то нужно только 2-су. 

дать величину, большую 100000. 

Заключаемь, что предфломъь перемфнной 1+ въ данномъ случа, 0у- 

деть 1. 

Слово предфлъ означають буквами 7% (отъ франц. слова ие — предфлъ), 
такъ что можемь предыдущий результатъ письменно выразить такъ: 

: 1 
т ( 1- з = 

Примвръ П. — Разсотримь еще величину а, выраженную лишей АВ. 

Раздфлииь эту лин пополамъ, потомъ одну изъ половинъ еще пополамъ 

и т. д. до безконочности, и разсмотримь рядъ 

Рот оч тии ТЕГ} 

Черт. 11. 

а а а а у а 

Ра Ра Рин 
состоящй изъ безконечнаго числа членовъ. Это будоть величина перемфнная, 
‘увеличивающаяся съ возрасташемь % и все болфе и болфе приближающаяся къ а. 

ели взять въ этой сумм ® первыхъ членовъ, то она будетъ меньше @ на = 

чфмъ больше будеть ®, тфмъ эта разница будеть ближе къ НЫ никогда, — 

однако, его нё достигая. Итакъ а есть предфлъ переяфнной а -.-- при 

неограниченном ‘увеличени ®. 



х 178. Зажфтимь, что одного приближешя перемфнной величины кЪ посто- 
_ янной еще ведостаточно для того, чтобы постоянную принять за предфль пе- 

`ремфнной: веобтодимо, чтобы разность между ними могла быть сдфлана какъ 
угодно жалою. Такъ перюдическая дробь 0,9898..., по мёр увеличешя 
числа десатичныхь знаковъ, увеличивается, приближаясь къ 1, но 1 незесть 
предфзь этой дроби, ибо разность между 1 и данною дробью, сколько бы’ въ 

послфлаей ни взяли десятичныхь знаковъ, всегда больше 95- Предфль данной 

38. 
дроби есть зд 

179. Выясняя поняте о 'предфаф, мы встрфтились съ особаго рода вели 
чизаже: перемфнными, имфющихи свойство неограниченно уменьшаться, прибли- 
жазсь къ нулю. Перемфнная величина, неограниченно приближающаяся къ нулю 
в сафловательно имфющая предфломь нуль, получаеть назваше безконечно- 
‚малой, осли ее разсматривать въ состоянш близкомь къ нулю. Такъ, разность 
жежду перехфнною и ея предфломъ, когда перемфнная приближается къ своему 
предфлу, есть безконечно-малая величина. 

Нужно остерегаться суБшивать понатйя — безконечно-малое и весьма ма- 
ое: эти понятя не имфютъ ничего общаго между собою. Назваше весьма-малой 
примфняется къ постоянной величин, настолько малой, что она ускользаеть 
отъ оцёнки ея нашими чувствами. Напротивъ, безконечно-малая, будучи суще- 
ственно перемфнною, не ихфеть опредфленной величины, и слфд. величина ея 
ничВиь не связана съ нашими физическими средствами оцфнки воличинъ. 
Сущность безконечно-малой заключается въ томъ, что она имфетъ свойство не- 
ограниченно уменьшаться, становясь какъ угодно близкою къ нулю. ` 

180. Безконечно-большою величиною наз. такая перемфнная, которая 
можеть быть сдфлана болфе всякой напередъ заданной величины, какъ бы по- 
слфдняя ни была велика. 

Прихфромъ безконечно-большой величины можеть служить дробь ь ‘дв = 

1 
‘безконечно-малая величина. Въ самомь дфл, „ можеть быть сдфлана больше 

всякой заданной величины: желая, наир., сдфлать эту дробь больше 100000, 
_  досталочно взять 2 меньше 0,00001. 
а Понят!е о безконечно-большой величин не слфдуеть суфшивать съ понятемь 
— 0 666ъма большой величинф. Такъ, 1000000 верстъ есть величина весьма 

большая, но не подходить подъ поня\е о безконечно-большой величин%. Названйе 
весьма большой дается величинф постоянной; напротивъ, безконечно-большая — 
есть величина существенно перемьнная. 

Не слфдуеть также сибшивать понят! о безконечно-большомъ съ абсолют- 
_мою безконечностью, взятою въ обыкновенномь смыслв. Абсолютная безконеч- 
вость исключаеть всякую идею ограниченя и численнаго опредфленя, и потому 
не можеть служить предметомъ математическаго изслфдованя. 

181. Свойства безнонечно - малыхь. — Г. Сумма безконечно - малыль, 
взятыхь вз лраниченномь числь, есть величина безконечно-малая. 

ь Возьшемь ® безконечно-малыхь величин: 2,, @,, 9, @„; требуется 
доказать, что сумма ихъ можеть быть сдфлана меньше всякой произвольно 

й величины 2. Такъ какъ @,, 4,,... суть величины безконечно-налыя, _ 



_ Сложить ихь, найдеь: 

ь а 
Е ааа .п, 

а, [9 бы. такъ какъ * берется слагаемымъ 7 разъ; или 

ааа, <а. 

"Итакь, сумма о, --..-Ра, можеть быть сдфлана меньше 8. 
и требуемое доказано. 

_. Разность двухъ безконечно-малыхь есть величина, бетоненно- 
‚малая. 

— ДЬЙствительно, ссли 9, и 2, суть величины безконечно-малыл, то зон = > 
ШивВЪ а, на а,, получижь разность 0; — 9, меньшую 44, а потому и подавно — 
‘безконечно-халую. к 

И. Иромзведене нъсколькижь безконечно-мальхть, взятыль въ траь: 
денномь числь, есть величина безконечно-малая. к 

Возьмень % безконечно-малыхь: а, 4, @:,..., @,„ и докажемъ, что про- 
изведеше ихъ можеть быть сдфлано меньше произвольно малаго количества 

_ 44, @,, @,.., а, будучи безконечно-малыхи, могуть быть сдфланы меньше 
тих имфемь: х 

Перемноживъ эти неравенства, найдежь: 

а; .а,.4,..0,<Иа.Иа.Уа..Уа, ^ 

или 24.03 .а,.. а, < (Уа)"; 
но, по опредфлению корня, (У/а)“ = а, слёд, 

„<Иа @;.4-а.... 9, < а, 

что и требовалось доказать. 

 Сльдствть, Такъ какъ степевь веть произведене равныхь зножатолей, 

* Пусть @, — безконечно-малое, а ® — конечное количество; доказать, что т 
ожеть ыы сдфлано меньше произвольно малаго количества @. т т з - 

Частное оть раздъленя безконечно-малой величины, й 
_ веть баотонечно- малая, и: : \ 



в — 17 - $ 

Въ санонь хат, если Я, безконечно-мало, то всегда, м сдфлать а, < па, 

тд = — вечно, а а— произвольно мало; а отеюда п < 4. 

УТ Жерекь сз конечнымь цълымь и показателемь изь 
безжещечино-жалой величины есть величина безконечно-малая. 

Сзкривих прежшя обозначешя, ихфемъ: < 4”, ибо а, безконечно-мало; 

а визесая юофень И-ой степени изъ обфихъ частей, найдемъ И а <а. 

182 Сжобъ находить постоянную величину, служащую предфломь перё- 
ивы зазывается сйособомь предъловь. Онъ основанъ на нижеслвдующихь 
тезрежить. 

183 ТЕоРвил 1. — сам постоянная величина К заключается ме- 
жар Фержя перемюнными и но (т.-6. оли и<К< и, ин и>К>5), 
разноеть которыхь безконечно-мала, то К служить общимь предъломь 

ии. 

№: сажомь дЬлЬ, такъ какъ К заключается между м и ®, то’ разности 
Е ив и КЫ— © численно меньше разности № — ®, т.-е. безконечно-малой, а 
зетит также безконечно-малы; отсюда, на основаши опредфлен!я предфла, за- 
хлечаень, что К служить общимь предфломь перемфнныхь м и +. 

ПШтиизвръ. Окружность круга заключается между периметрами правиль- 
звать однонменныхь многоугольников описаннаго и вписаннаго, разность между 
затерыхи при неограниченномь удвоеши числа сторонъ становится безконечно- 
таз; заключаемь, что окружность есть общ предфль для обоихъ пери- 
жетровъ. 

184. Ткоркмл |. Еслм перемьнная величина © заключается между 
перемьнною и и ея предпломь К, то ® имтеть тоть же предъль К. 

Въ самомь дфль, К есть по условшю предфль перемфиной м, слЁд. разность 
К — м есть воличина безконечно-малая; но © заключается между м и К, слвд. 

_ разность К— и численно меньше разности К — м, т.-е. и подавно безконечно- 
мала, а потому К есть предфлъ перомфиной ®. 

185. Теоремл Ш. Еслы 06 перемюнныя ввличины и’ и ® связаны 
‚между собою такъ, что при всъжь измюнешяль остаются равны между 
собою, или же разнятся одна оть друюй на безконечно-малую величи- 
Ну; вели, притомь, одна изь нить стремится кь опредъленному предълу, 
то м друшя перемьнная стремится к» тому же предълу. 

Дрйствительно, пусть № и # будуть дв перемфиныя, разность между кото- 
`рыми равна пулю или безконечно-малой, тогда 

и=о-|- 8, 

тдв 8 равно О или безконечно-мало; пусть, кромф того, м стремится къ пре- 
дфлу К; тогда, по опредфлению предфла, можно положить 

№  заальдь Зале. 

. и я и—К-е, 

1 = безконечно-мало. Сравнивая 0ба выражешя м, ифемъ 

= рёв, 

ыы и—К—==— 8. 

р до В 



Е, а 

Вторая часть равенства, какъ разность двухъ безконечно-малыхъ, безконечно- 
мала, слёд. Я же и первая часть: значить © ихфетъ предфломь К — ту же 
постоянную, что 

186. НИЕ "те: Если двъ перемънныя и и г имтють общёй пре- ^ 
дъль К, то всякая перемльнная 16, заключающаяся между и и 6, импеть 
тоть же предъль. 

Въ самомъ дфлЬ, если К служить предфломъ для м и ©, то 

=К- и э=К-е, 

тдВ 8. и = безконечно-малы. Вычитая второе равенство изъ перваго, имфежъ: 

и—в=ё— в, 

1.26. и— 0 ость безконечно-налая величина. Но 32 заключается между м и и, 
слфд. разности и —ю и №—© численно меньше безконечно-малой 8 —, а 
потому также безконечно-малы. Значить, перемфнныя м и 16 — съ одной стороны, 

: и бит — съ другой, связаны между собою такъ, что разнятся между с0б0ю 
на безконечно-малую величину, а потому, по теор. Ш, заключаемъ, что 10 ифеть 
тоть же предфлъ, что м и ®, т.-е. К. 

187. ТЕОРЕМА \. Предъль суммы конечнаю числа перемъиныхь 
равень суммъ ихь предъловь. 

Пусть имфемь п перемфнныхь (гдф * — конечное число): м, м,..., м„, ко- 
торыхъ предфлы соотвфтственно равны: К,, К,..... К„. Шо опредфлению предЪла 
имфемъ: 
К, — м =0, [ ЗаБеь 9, 9%, 9,... безконечно-малы. Складывая эти равенства, 
К — и, ==а, | находим: 

К ща | ВКО идара а, 
Вторая часть этого равенства, какъ сумма конечнаго числа. 

К,„—им, =, \ безконечно-малыхъ, безконечно-мала, слфд. равенство это по’. 
= что разность между постоянной К, -|- № -|- ... --К„ и пережфнной 

. мм, -- к безконечно-мала, а слфд. по опредфленшю предфла, посто- 
; янная , ЧЕ, К, служить предфломь перемфиной м, | м,-|- >< му 

римьчанае. Въ теорем оговорено, что число слагаемыхь должно быть 
ко! е и опредбленное: безъ этого ограничешя теорема не иметь мфета. 
Пояснимь это примфромъ. 

| 

в с 
Е р 

у А р 

Черт. 12. у . 

Раздлихь прямоугольникъ АВСО на нфкоторое число равныхъ частей прямыми 
рик АП (черт. 12). ели число дфленй неограниченно увеличивать, 
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то каждый изъ малыхь пряхоугольниковъ, ВСРЕ и т. д., становится безконечно- 
иалымъ, стремясь къ предфлу—нулю. При конечномь числ слагаемыхь сумма 

[3 предфловъ была бы равна нулю; въ данномъ же случаф эта сумма предфловъ 
3 равна прямоугольнику АВСУ. (лфд., при неограниченномь числ слагаемых т6о- 

рема не имфеть ифета. 

188. ТворЕмл \1. Предъль суммы перемтънной и постоянной равень 
суммъ постоянной и предъла перемтьнной. 

Пусть перемфнная м имфеть предфль К; по опредфлению предфла имфемъ: 
и—Ка, гд6 а— безконечно-малая величина. Прибавиеъ и вычтя въ первой 
части постоянную @, найдемъ: (и-- а) — (К--- а) =а. Это равенство показы- 
заетъ, что разность между перемфнною и-- а и постоянною К--а безконечно 

_ мала, а потому К--а есть предфль перемфнной “-|- а, и теорема доказана, 

189. ТеорЕмл УП. Предъль разности двухь перемънныхь равень 
‘разности ихь предъловь. 

Пусть перемфнныя № и м, ихфють предфлы К, иК,; по опредфленю пре- 
нуфемъ: 

щ —К=2 и м —Ю=а, 

11$ 1, и 2, безковечно-малы. Вычитая 2-е равенство изъ 1-го, нием: 

(м, — м) — ЕЮ =&—4. 

Шо 1,—2, — величива безковечно-налая; отсюда, по опредфлению предфла, 
заключдень. что перехфнная и, — м, ихфеть предфлонь К, — К», и теорема 
дюБазава. 

190. ТЕОРЕМА УШ. ПИредьль разности между перемьнной и посто- 
л янной равень разности между предъломь перемтнной и постоянною. 
х Если пережфнная и пифеть предфложъ К, то, по опредфленю предвла, 

и —КЫ— а, гдф а— безконечно-мало. Вычтя и придавъ къ 1-й части равенства 
‘постоянную @, имфемъ: (м — а) — (К — а) =а. Этимь Е и доказы- 
“вается, что предфлъ величины и— а равень К —а. 

191. ТеоРЕмл 1Х. Предьль произведенёя конечныхь перемтнныхь, 
_  взятыть вы конечномь числь, равень произведено ить й 

Пусть двф перемфнныя №; и м, имфють предфлы К; н К»; въ такомъ случа: 
Е. и к К,--2,, тд а, и 2, безконечно-малы. Перемножая оба 
равенства, имфе 

4, = (К, 2.) (К, {- 2%) = К, . К -- аи К, -- 2. К -- 4-9. 

Произведешя а, .К, и 2,.К;, въ силу пункта ГУ $ 181, аа, . 9, — въ силу 
*. Ш того же $, безконечно-малы, а потому послфднее равенство показываетъ, 
зто перемфнная м, .м, разнится безконечно мало отъ постоянной К, Ка, сд. эта 
постоянная и есть предёлъ перемфиной мм. 

Теорема справедлива для сколькихь угодно множителей; это можно доказать, 
‘разсиатривая произведене нЪсколькихь перемфнныхь какъ одну перемфнную и 
пралагая сюда теорему о двухъ перемённыхь. Такимъ образомъ найдемь: ›, 

пред. (мумумуи) — пред. (мумм,) . пред. м, — пред. (мумь) . пред. мг. пред. м. = 
пред. м; . пред. мз . пред. м; . пред. м.- 



ево 

Примъчане. Теорема справедлива только для случая, когда число яножи- 

телей конечно. Наприифръ, въ случав выраженя (+) ‚ щи т = © 

каждый множитель нифетъ предфломъ 1, между тфхъ какъ произведеше имфетъ. : 
предъломъ не 1, которая, повидимому, должна бы была составлять произведене 
предфловъ, а число е (2,11828...), какъ это будетъ доказано въ главё ХМХ. 

192. ТеорЕма Х. Предьль промзведеня меремьнной на постоянную 
`равень произведеню этой постоянной на предъль перемтънной. 

Пусть м есть переифнная, предфлъ которой =, и а — данная постоянная. 
Но опредфленю предфла имфемь и=К- 2,148 а — безконечно-мало. По- 

нноживъ 06$ части равенства на а, получижь: м.а = Ка-|-я.@; но аа есть 
величина безконечно-малая ($ 180, 1), сл. Ка разнится безконечно-мало оть ма, 
а потому пред. (ма) =К.а, и теорема доказана. 

193. ТЕОРЕМА ХТ. Еслы 06% перемънныя при всъть своижь измъне- 
щяхь сохраняють постоянное, конечное, отношете, то и предълы ить 
`имъють то же самое отношене. 

Пусть м; им, дв перенфнныя, отношеше которыхьъ всегда остается равнымь. 

постоянному 27, т.-е. ы — т. Отсюда: м, = и, .т; но по предыдущей теорем: 

пред. (и!) пред. (м) =т Х пред. (м,), откуда пред. (и) =”® и теорема доказана. 

194. ТкорЕмл ХИ. Предьль отношенёя двухь конечныхь перемтн- 
1 и м, равень отношеню ить предъловь К; и К». 

р 
Пусть 5’ =, откуда м, =м,.2. Изь этого равенства, ва осн. теор. Ш 

$ 184 и теор. [Х, 5 190 имфемъ: пред. (м,) = пред. (=) . пред. (2), а отсюда, 
пред. (м!) зы 

а 066 части на пред. (м,), получимь пред, (ша) — ИРОД. (2) пли = 

инь (} 
195. ТеоЕРмл ХШ. Шредъль частнаю оть раздьлешя перемьнной 

на конечную постоянную равень частному оть раздъленя предъла пе- 
ремънной на эту постоянную. 

Пусть предфль перемфнной м равень К, а постоянная — 7%. Положимь 

т=, откуда и— тт, гдь 2 — перемфиная. По теор. Ш $ 184 и теор. Х 

$ 191 имфемъ пред. (м) нан К ==. пред. (2), откуда пред. (2) = или. 

пред. (! 

196. ТеорЕмл ХШУ. Предъль частнало оть раздъленя конечной по- 
стоянной на конечную перемьиную равень частному оть раздьлемя 
этой постоянной на предъль перемънной. 

) к, что и требовалось доказать. 

Пусть данная постоянная = а, перемфиная — м, и пусть й т, гдф < пе- 

ремфнная; отсюда а==мх. Пусть пред. (м) =К, а пред. (2) =1; по опредф- 
леню фла: и==К--а, = -Е8, тд ан 3 — безконечно-малы. Пере- 
ножая ти равенства, нифемъ: и. = (Ка) (8) = КЬ-Е а 5 КЗ а8. 
Три послдые члена, представляя алгебраическую сумму безконечно-малыхъ, мо- 
тугь давать въ результатф или безконечно-малую, или нуль. Въ первомь влуча 



а а 

` й ` 

вторая часть была бы перемённая величина, а этого не можегь быть, потом 
что первая часть (м2) равна постоянной @; слёдовательно чай 
обращается въ ноль, @ потому м2 ==К.Г, или, замфняя м2 равной ей величи- 

вой а, находинь: а=К.Г[, откуда =, что и треб. доказать. 

197. Теоремл ХУ. Предъль степени перемънной равень той же 
‘темени предъла этой перемънной, полалая показатель цпиымь и то- 
лезжительнымь числом. 

Шусть м” есть данная степень; при цломь положительномь она пред- 
ставляеть произведене 9% перемфнныхь множителей м.м... м; если пред. 
СЫ по теор. [Х $ 190 имфемъ: пред. (мы... м) =й.К...№, или пред. 

198. Ткорвмл ХУ]. Иредьль корня сё цълымь положительнымь то- 
зоимителемь изь перемьнной равень корню тою же порядка изь предъла 
вой перемтнной. 

Шусть имфемь, Им, тдВ м — перемфнное и 2 — цфлое положительное число. 

Зажфтижь, что м = [#/(м)]", по предыдущей теорем имфемъ: пред. (м) 
ерел. (Им); извлекая изъ обфихь частей корень 2-го порядка, находижь: 

пред, (Ум) — пред. 

я в требовалось доказать. 

Распространеше основныхъ законовъ на несоизм$римыя числа. 

199. Мы видфли, что есть тая, называемыя несоизмюримыми, количества, ко- 
торыя нельзя точнымь образомъ выразить ни въ цфлыхь единицахь, ни въ какихь 
доляхь единицы. Однако и между такимъ количествомь и единицею существуеть 
извфотное отношене. Это-то отношене мы и попытаемся опредфлить; выяснимъ, 

что слбдуоть разужбть, напр., подъ УЗ. 
Извстнымь сиособожъ нахождешя приближенныхь квадратныхь корней, мо- 

жемъ вычислить сколько угодно десятичныхь знаковъ корня кв. изъ 2; сдфлавь 
это, разсмотримь рядъ чисель 

1 14 141 15414, 1,4142,.., 

которыя выражаютъ наибольшее число цфлыхь единиць, десятыхь, сотыхъ, ты- 
_сячныхь, квадраты которыхъ меньше 2. 

_ Разсмотримь затФмь другой рядъ чисель, 

2, 15 142 1415, 1,4143... 

повазывающихь наименьшее число цфлыхъ единицъ, десятыхь, сотыхъ..., кото- 
рыхь квадрать больше 2. Эти числа получаются прибавлешемь 1-цы къ посл®д- 
ней пыфрЪ чисель перваго ряда. 

„ взявъ неограниченную прямую ОХ 
и ифкоторый отрёзокъ ОА принявъ за 1, нанесемъ, начиная отъ точки 0, отрфзки 



_ 0, 0А, 0А", 0А”,--., равные 1; 1,4; 1,41;...; а затбжь, отрёзки ОВ, 05’, 
ь 08”, 08”... равные 2; 1,5; 1,42; 1,415,... Отрёзки ОА, ОА’, ОА"... идуть 

возрастая, но при этомъ всегда остаются меньше нфкоторой опредфленной длины; 
напр., они всегда будуть меньше ОВ. Но когда перемфнное количество постоянно 

0н- + № и х 

возрастаеть и, однако, остается всегда меньше нфкоторой опредфленной вели- 
чины, то очевидно, оно стремится къ нФкоторому предфлу. Слёд. и пережбнные 
отрёзки Ол, 0А’, 0А",... увеличиваясь, стремятся къ нфкоторому предфлу; пусть 
этоть предфалъ будеть ОМ. 

(Сь другой стороны, перемфнныя количества ОВ, ОВ’, 0В*,... постоянно умень- _ 
шаются и однако всегда остаются больше нЪфкоторой опредфленной величины; _ 
напр., они всегда больше ОА; сл. и этоть рядъ уменьшающихся отрёзковъ стро 
мится къ нфкоторому предфлу. Легко видфть, что этоть предфль будеть тоть 
же, что и для перваго ряда, т.е. — ОМ. Въ самомьдфлЬ, составивъ разности 
между 1-ми значешями того и другого ряда, затфмь между вторыми ихъ зна- 
чещяхи, потомъ между третьими, и т. д., замфчаемь, что эти разности суть 1; 
0,1; 0,01; 0,001;.., т.-е. постоянно убываютъ; заключаемъ, что разность между 
перемфнными, ОВ, — Ол„, есть величина безконечно-малая; а слфд. ОВ, стре- 
„мится къ тому же предфлу какъ и ОА, ($ 185), т.-в. къ предфау ОМ. 

Итакъ, оба рада значенй стремятся къ одному и тому же предёлу, и ква- 
дратъ этого предфла есть число 2; въ с, д, квадрать этого общаго предфла не 
м. 6. ни больше 2, ни меньше 2, потому что онъ служить общим» предфломь 
м чисель меньшихь 2, и чисель большихь 2. 

_ Этоть-то общёй предьль и называется квадратнымь корнемь изь 2, 
и обозначается символом У2. 

Совершая дфйстыя надъ несоизмВрижыми числами, необходимо дать этимь 
дйстыямь опредьленая, ибо точный смысль дЪйствй извфотень только въ 

_ отношени соизмфримыхь чиселъ. Достаточно дать опредфленя сложешя и умно- 
женя; за обратными дфйствями мы сохранихь ихъ обнйя опредфленя. 

200. Опредфлеше суммы. Пусть требуется опредфлить, что слфдуеть раз- 
умфть подъ суммою несоизмьримыть чисель т и У?. 

1 1 1 
Взявъ ихь приближенныя величины точныя до 10’ 106’ 1000'``° №0 недо- 

статку и по избытку, получимь: 

31 <1< 32 171<И3<18 
3,14 <=< 3,15 173 << 114 

3,141 <т< 3,142 1,732 < Из <1/183 



А. ? АВВ 

Ее —_  Отеюда, вявъ сумны, найдежь два ряда (А) и (В): 

Е Е и 32 18 
314 178 ° ЗЛ5- 1,74 

(| лат 1732 31421733 | @®) 

ох х р] 

*  Сужжы группы (А) идутъ постоянно увеличиваясь, но всегда оставаясь конеч- 
выхи, ибо ихъ слагаемыя конечны; слфд. эти суммы стремятся къ нфкоторому 
прелфлу. Суммы труппы (В) идуть уменьшаясь, но оставаясь конечными, ибо 

_ икъ слагаемыя конечны; слфдовательно суммы и этой труппы стремятся къ опре- 
хёленному предфлу. Каковы же эти предфлы? Взявъ разность двухь сумиь въ 

труппахь (А) и (В), соотвфтствующихь приближеню т находимъ, что эта 

разность равна, я слфд. при неограниченномь возрастани ®, она стремится 

къ нулю. Это значить, что оба сказанные предфла равны. Эжот» общий пре- 
дъль зрупть (А) и (В) и называють суммою несоизмтримыть пи З,и 

изображают» ве въ видъ т-- УЗ. 

201. Свойства суммы. 1. Сумма двузь несоизмъримыхь чисель не из- 
мюняется оть перемюны порядка слааемыхо. 

По опредфленю суммы несоизифримыхь чисель имел 

НИ? = пред. (@-- 5), 

называя буквою @ — приближенную величину числа т, а буквою ® — числа 
2; точно такъ же . 

И? я=нред. (6-| 

Но приближеня @ и суть числа соизмёримыл, слфд. по теор. И $ 15, 
&-|-6 всегда равно © -|- @; если же переифиныя величины при своихь измне- 
Ыяхь остаются равными, то по теор. ПГ 8 184 и предфлы ихъ равны; слвд. 

«И =иИЗ-т. 

1. Придать сумму двухь несоизмиримыть чисель— все равно что при- 
дать послльдовательно каждое изь нихь. 

По опредфленю суммы несоизибримыхь чисоль имфемь: 

УЗ --(&®-Р И?) = пред. [@-- ®- в), 

128 а, Би с суть приближенных величины чисель: У5, пи У2. 
Точно такъ же 

а). р 

Иб-Е=-РИ2- щек, @-- 5-Е о); 
з^. какъ а, Би с соизибримы, то всегда 

ао аа 



И 

предфлы же равныхь перемнныхь равны, слёд. 

ИЕ ие. 
202. Опредфленше произведеня. Опредфалимъ произведеше А ди 

этого составимъ произведеня приближенй чисель ти УЗ, точныхъ до 16’ т 

90": по недостатку, а также по избытку; такимъь образомъ получимь дв 

трупы произведенй: 

ах 3.218 
314 Ж1лз 315 114 

(А) | за Ж 1132 3.142 Х 5: (в) 

Произведешя труппы (А) постеценно увеличиваются; но, оставаясь конеч- 
ными, стремятся къ нфкоторому предфлу. Произведешя группы (В) идутъ умень- 
шаясь, но какъ онф остаются конечными, то приближаются также къ нЁкото- 
рому предфлу. Докажемь, что предфлъ обонхъ произведешй одинъ и тоть же. 

Въ самомъ дфлЪ, взявъ для ти Уз приближеня, точныя до 10" найделъ, 

а-1 
а 10 

1 
ПЗУ. 

Перемножая, получимъ: 

а (а. „Фу 1. 
а И Ч Х 

Разность между этими приближенными произведениями равна 

1 [а 6 1 
10” (=. я 1) я 102” 

Членъ т по бр неограниченнаго возрасташя ®, стремится къ нулю, 
а ь с сумма, ее стремится къ т-- ИЗ, т.-6. остается конечною, множитель же 

р стремится къ нулю, а потому произведеше р (я) стремится къ 

‘нулю. Итакъ разность между перемёнными приближенными произведенями стре- 
мится къ нулю, а слёд. сказанные предфлы равны. > 

Этоть общий предъль рядовь А и В и называють произведенемь п 

на Уз. 

203. Свойства произведеня. 1. Произведене двужь несоизмъримихь 
чисель не измъняется оть перемъны мъсть сомножителей. 

й 



— 185 — 

Въ самомь дфлф, по опредфленио произведешя несоизмёримыхь чиселъ, 
пифемъ: р 

т. И2=иред. (@.6) и У2.т= пред. ©.а) 

тд а и ® соизмфримыя приближешя чисель т и У?2. Но, по свойству произве- 
девя сонзифримыхь чисель всегда 46 — Фа; сл. и предфлы этихъ переифнныхь 
равны, т.-е. о 

т. У 12 ‚т. 

П. Чтобы умножить на произведене двуть множителей, достаточно. 
‘умножить послюдовательно на каждый изь нить. 

Въ самомъ дфлЪ, по опредфлению ($ 201), имфемь: 

ИБ. (*И2) = прах. [@ (65); 

У5.=.ИЗ=ири. (55). 

Но а, Вис соизмфримы; слфд. а(5с) = абе, в потому и предёлы этихь 
перемённыхъ равны, т.-е. 

У5(-УЗ)=УИ5.т.У?2. 

Ш. В» произведении сколькижь уюдно несоизмтримыль множителей 
‚можно какь уюдно измънять порядокь изо, 

Докажемь сперва, что можно изибнить порядокъ двухь послфднихь. Пусть 
@ есть произведеше всхь множителей, за исключешежь двухь послфднихь: 
У? и У5. Полное произведеще будеть 

и также 

а.У?.У5, 

а.(УЗ.У5); 
но, въ силу п. 1, это выражене == 

а.(У5.У?), 
а, на осн. п. П, это произведене равно 

а.И5.ИЗ. 

а.Уз.У5—аУ5.Уз, 
т.76. можно измфнить порядокъ двухъ поелфднихь, множителей. 

Отсюда слёдуетъ, что можно измфнить порядокъ всякнхь двухь смежныхь 
хножителей, ибо ихъ можно разсматривать послёдними въ произведени, соста- 
вленномъ изъ нихъ и имъ предшествующихъ. 

Изъ этого слфдуеть, что переставляя послфдовательно смежные сомножители, 
можно каждый изъ нихъ помфстить на какомъ угодно мфетВ произведешя. Слфд. 
порядокъ сомножителей не вляеть на величину произведешя. 

или, въ силу пункта И, 

Итакъ: 



Е в 

ТУ. Фпобы умножить данное число на сумму двузь несоизмтримыть 
чисель, нужно умножить ею на каждое слалаемое отдъльно и резуль- 
таты. сложить. 

Въ самомъ дфль, по опредфлешямь, ихфемъ 

И5. («+ И?) = щид. [а(5-- <); 

съ другой стороны: 

У5.=-РИ5. ИЗ = пра, [а6-- ас] = пред. [а(®-- ©]. 

Слвдовательно 

И5.®--У=И: 
'Итакъ, вообще, основные законы дЪйствИ, доказанные для соизмёримыхь 

чисель, распространяются и на несоизифримыя. 

ГЛАВА ХУ. 

0бъ ирращональныхъ выражен!яхъ. 

Происхождеме пррыцональныхь выражен. — Преобразоване ихъ н дЪйсть!я надъ 
ними. — Иррашональныя дроби. — Примёры. 

204. Происхождене иррацюнальныхъ выраженй. — ДЪйстве извлечешя 
корня изъ алгебраическихь выражен не всегда возможно. Такъ, когда пока- 
затель подкореннаго количества не длится на показателя корня, то извлеченю 
корня можно только обозначить, но нельзя выполнить на самомъ дВлЪ, 

5/-я 10, 
напр. ай, У/а® и т. д. Точно такъ же, коронь изъ многочлена, не представаяю- 
щаго точной степени, не можеть быть извлочень, а потому его только обозна- 
чають при помощи знака И ; примфромъ можеть служить У®-Е®. Подоб- 
наго рода выражения, которыя нельзя привести кь рашональному виду, 
называють иррацональными, также радикальными или коренными, 

Не слфдуеть смфшивать иррашональныхь выраженй съ несоизиримыми 
числами: ирращональное выражеше можеть представлять и соизмёримыя и ие- 
соизмвримыя числа, смотря по числовому значению входящихь въ него буквъ. 
Такъ, Уз представляеть соизи римое число 3 при @ = 9, и несоизивримое число, 

УТ щиа==7; точно такъ же, Увы представляеть соизиримое число 5 при 
—=Зи 6-4, и несоизмфримое чиело У5 при а=1иб=2. 

Впослфдетыи мы увидимъ, что Ух пифетъ 2% различныхь значенй, имбю- ^ 
щихь одну и ту же абсолютную величину; въ этой глав мы изучимь преобра- 
зоваше корней, ограничиваясь разсмотрьшежь ихъ абсолютныхь значений, 

205. Преобразоваше ирращональныхь выраженй помощью выведеня 
множителей изъ -подъ знака корня и введеня множителей подъ коренной 
знанъ. 



1. Если въ выражени Ух подкоренное количество № разлалается на 
паке два множителя, изь которыль одинь представляеть точную 
степень сь показателем, равнымь показателю корня, но этоть мно- 

китель — извлеченемь изь нею корня — можеть быть вынесень изь-подь 
р знака корня. 
т Пусть А =Р”"ЖХ 0, тдё 0 уже не есть точная 7-ая стешень; въ такоиъ 

случаЪ А 

Ул=7”. 6; 

прииёняя правило извлеченя корня изъ произведешя, и замзчая, что р" ==Р, 
найдежь: :, Е ;: 

УР ХЧУР ХУ Ч=РЖУ 4 
ПРиивры. 1. Упростить, выведешемь множителя изъ-подъ знака корня, — 

выражеше У 50аъ®. 
Подкоренное количество разлагается на два множителя 254019 > 24, изь 

которыхъ первый есть квадрать 54465; слфд. 

И 50а — (558519 За = У (ба) И За == бай. И За. 

2, Подобнымь же образомь получим: у 

с» 

И т2Вать Нея — у/ ба У Залей — (да). Зазс? — да, зале, 

3. Точно лакимь же образомъ: 

И И х 
Ие-у я -Ру в — у) = (@-Руа-Ну) Уз. - 

5. Ион у 174.55 МИОИРБИЯ аз ат таб 
ЭР став стата У ета" = И а" 

1. Если передь радикаломь находится множитель, то этот» мно- 
житель можно внести подь знакь корня, возвысивь в% степень, изобра- 
жаемую показателемь корня. 

Требуется доказать, что | 27/9= ИР". 0. 
х Захфтивь, что ТА Р", и что, по правилу извлечешя корня изъ произ- 

. ыы ($ 120): Улв=УАЖУВ, откуда обрати: Ул. /В= АВ, 
^® мЪ: 

РХУ9=УР" ХУ Р"ЖХ: 
требуемое, такимъ образомъ, доказано. 
Шримзры, Сдфлать внесеше множителей подъ знакъ корня въ прижбрахь: 

@—5). ИИ“ Утв =ИмЕЫ. 
а—ь 

п. 
ре Нея У 

Абу —" еуеия Нея — И. 
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Дъиствйя надъ иррацюнальными выражен!ями. 

206. Подобныя иррашональныя выражен; ихъ приведеше. — Два 
‘иррацональныя выраженя называются подобными, если у нижь пока- 

затели корня и подкоренныя выраженя одинаковы; такъ напр. 25 ас 

и — 32И ас суть иррац. выражения подобныя; а 27/762 и У2ае — неподоб- 
ны. Иногда корни, кажущиеся на первый взглядъ неподобными, могуть быть приве- 
дены къ виду подобных иррацюнальныхь выражен: для этого ихъ надо упростить, 
сдфлавъ, тдв возможно, вынесеше множителей изъ-подь знака корня. Напр. 
выражения У 27442 и У 124225, имфющия одинаковыхь показателей корня, но 
неодинаковыя подкоренныя количества, кажутся на первый взглядъ не-подобными; 
но сдфлавъ. въ нихь вынесеше изъ-подъ знака корня, приведемь ихъ къ виду 

ЗазУЗх и За? 3х, — 

подобныхь выражений. Множители 37 и 242” при радикалахь называются 
коэффищшентами. 

Соединене нъсколькихь подобныхь иррацональныхь выражен въ 
одно называется ить приведенемь. Дуйстые это состонтъ въ томь, что 
коэффищенты подобныхь иррац. выражен й заключають въ скобки, къ которымь 
и приписывають иножителемь общбй корень. Прижфры: 

1. Выраженю: И27а2? — Иза-Ну 7542 приводится къ 

Зах 32 — За УЗ2-- 543’ 

вынося въ немъ общий корень и @ за скобки, получим: 

. (За — 22'-|- База УЗх. 

И. Сдфлать приведеше въ выражены 

У10з --У20у—У5у-- 40 —У0у. 
Вынесошемь множителей изъ-подъ радикаловъ выражен приводится къ виду 

2 10#--2Ибу — Ибу-- 22 102—455; 
приводя подобные члены, получимь 

: 32/1023 У5у. 

207. Сложеше и вычитане. При сложены иррац. выраженй ихъ пинтуть 
радомъ съ тфми знаками, каке они имфютъ; при вычиташи же приписываютъь, 
къ уменьшаемому члены вычитаемаго съ ‘обратными знаками; затБмъ члены 

суммы или разности приводять къ простфйшему виду, и, если окажутся въ числв 
ихь подобные члены, дфлають приведеше. 

Швижары, 1. (УЗИ! 350) + (-3Уз-юо5у НИ 8 

ЯНУ -ЗУзкоу Ия 
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=изра-у ре-Увзха-ЗУрочозу зу хе 
Ву ИЗБУ З—ЗУЗ+ЗУ2--3 73 

и Улзбту 
\ 8 

8/ бу с /5тиб, бу. 8/5ву __8/ 1Збтвив — и" | ь 3 Вр | Е у 
т: и т ый АВА ГО 8 

тит Узи о Уз ря и бу | ел фр" Ия 

— ти У бу -- Зтий уу — 4ти? у/бу и бу Ибу= — т"? бу. 

208. Умножене. Въ 5 120 было доказано, что 

Ул.в.0=Ул. В.И 6; 

написавь это равенство въ обратномь порядкЪ, найдехь: 

УАХУВХУс=УХ в. 5; 

Отсюда правило: чиюбы перемножить нтъсколько иррац. выражений 
одинаковало порядка, надо перемножить подрадикальныя количества и 
‘изь произведеня извлечь корень тою же порядка. 

Примъры 1. У2а2/ ХУ базу" = У Т2атаяу7 — 2а?зу'УЗу. 

п. Иае-РайИаб-Еье = Иа Рав) = Инда =) = (в ®) И. 

Ш. о Ума Имя (Ум. 

у. (Ив Ув-- 3/7) (—6/) = — ва/а-3а* аб 
— 18а*/а® = — 6а*-|- 3а* — 18а, 

209. ДЪлене. Въ 5 121 было доказано, что 

Написавь это равенство въ обратномъ порядкВ, имфемъ: 

Н-и 



на второе, и изь частнам извлечь корень тою же порядка. 

_ Приизры. 1. 147/948: 2/4 ту у ”_ 

Па: ИЯ Уз: Газ = Иа: а = раз. 

у ЗЗазИа--а%-- Зав уаб 2аУа-+таУ5 

ое [39Уе— вУЗ-ЬИа 
Савва м 
Е ый 

3 а15-|- 5, Завуа5 

Зена Зови 

вх: 

1) Вычислеше 1-го члена частваго: таз: 2а/а= За уаз: 2а/а= 

_ 3) Вычисдеше 3-го члена частнаго: За: за/а—Зав/а:за/а — 

_210. Возвышене въ степень. Пусть требуется У/ай возвысить въ р-ую сте-. 
тдь т, Ки р—цфлыя положительныя числа. Это значить — данный ко- 
взять множителемь р разъ; слФд. 

_ (ж’=уахуяхуя. . . (веыъ иножителей р); 

по правилу перемноженя корней ($ 208), вторая часть равна, 

Таал.ат.. . . (раз) (5. 

(у) =, 
чтобы корень возвысить в» степень, нужно в5 эту степень возвы- 

кальное выражеше, и изь результата извлечь корень дан- 

я 

Пь ВЕ т (Уз =Ису В уу а оу у/дАуаз. 

у. я ‚бе. = (= Заз 
в г 85® 
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211. Извлечеше корня. Пусть требуется извлечь корень 9-го, порядка изъ 

Йа: положимь, что результать этого дйстйя будеть 2, т.-е. что 

УЙ-=. ..(). 

Возвышая 06 части равенства въ степень % и замфчая, что ‘извлечене 

корня 2-го порядка изъ. #/А и возвышеше результата въ т-ую степень, каж 
два противоположныя дЪфйствя, взаимно уничтожаются, найдемъ: 

Ик”, 

Возвышая 06% части этого равенства въ степень 2, получить 

А=”; 

а извлекая изъ обфихъ частей корень порядка 7, найдемь: 

Подставивь эту величину вмфсто 2 въ равенство (1), получимь: 

У =". ..@). 

Отсюда правило: чтобы извлечь корень изь корня, нужно подкоренное 
холичество оставить безь перемьны м извлечь изь нею корень, кото- 
рело показатель = произведению показателей данныхь корней. 

Пьихары. 1. И 2аая — /Заал. 

п. Из уая = за Иа, 

Если равенство (2) прочесть въ обратномъ порядкЪ, то найдемъ, что извле- 
чене корня, показатель котораго разлагается на множители, можно замфнить, 
послфдовательнымь извлечешемъ корней, которыхь показатели равны этимъ мио- 
жителямъ. Напр. 

1) УГУ = ИБ 
ЕН ЕЕ 

2) 'Узоббания — "У /зодбазилаь — Иу/баатрии — 
= 2а? Ува. 

212. Теоркмл. Величина корня не измьнится, если показатель 
Ю количества м показатель корня помножить или раздь- 

лить на одно и то же число. 
Мы видфли, что если Уи возвысить въ степень 7, то получится а; 

эзалекая изъ полученнаго выраженя корень порядка р, на осн. $ 211 найдемъ 

7 а®. Такъ какъ надъ выражещень Уа^ мы произвели два противоположныя 
Абстыя. то величина его не измфнилась, а потому 

рак ="Иае. 



_личина ао не измфняется отъ иножешя: ‘показателей | 
_ корня и подкоренного количества на одно и то же число; 2) обратно, "У и- } 
_ Вен Ум, слЪд. величина корня не измфнится отъ раздвлешя показателей кор- 
_ НЯ и подкоренного количества на одно и то же число. 

ы _ Сльдствия 1.—На первомъ изъ этихь свойствь основано, приведен: ир- — 
ъ количествь къ общему показателю корня. Для этого нужно со- 

щи. кратное вефхъ показателей корней; оно. и будетъ общимъ показа- 

множать показатели корней и подкоренныхь количествъ. При этомъ 
О тв же случаи, какъ и при приведенм дробей къ общему знаме- 

ов показатели корней числа взаимно первыя, напр. 

7: з Иа. 2а5з, } 

‘Общий показатель —=2 35 ==30; раздфливъ его поочередно на 2, 2 
и на 5, иножимь показатели корней и подрадикальныхь выраженй: парва- > 

то— на 15, второго—на 10, третьяго—на 6; найдемъ: * 

Иа= ава, 

И Ария ое 

в -И === 
2. Одинъ изъ показателей число в для остальныхь, напр. 

уз, р Ав, С. 

Общёй показатель корня =12; имфемъ: 

Из =У (А) У 164. 

| О 
УС остается безъ перемфны. 

3. Показатели корней инфютъ общихь множителей; напр. 

уь Ук 9 
Общий показатель — 180; получимъ: 

зи туди, уреувн ту ус-"уж 



Приведя корни къ общежу показатею 6, получи: 

рае аа у/абяся = © и 

Гаев = Раба 5 афе—а?. Гас. ы 

Иабзе 
И. Составить частное и “Приведя корни къ общему показателю, по- 

зальныя выраженйя; для этого нужно показателя корня и показателей = 
‘реннаго выраженя раздфлить на ихъ общаго наиб. дфлителя. 

Такъ: У4а3у* = УЗ "Уа”®бтеч = /атье; 16а: = Узай.. 

Иррашональныя дроби. 

213. Когда чиелитель, или знаменатель, или оба — иррацюнальны, дробь. 
зззывается иррацональною. Въ видахь упрощеня вычисленй, дроби съ зна- 
жезателяхи иррашональныхи выгодно замфвять равными имъ дробями, но ихёю- 
щижи рашюнальные знаменатели. Такъ, если бы требовалось вычислить величину — 

Я их. 
= 
УЗ Я 

то, найдя УЗ =1,732... и /2=1,412..., мы доажны бы были разд 
лить 1 на приближенное число 0,320... Но если умножимъ т — 

числителя и знаменателя дроби на УЗ-РИЗ, то найдем т. 

#—=УЗ-ИЗ, 
и простое сложеше чисель 1,732... и 1,412... дасть величину 2, 

&—=3,144.. й 

Такимъ образомь дфйстые дфлешя приведено къ простёйшему двйствю — 
ложению; другая выгода, Пе преобразованя состонтъ въ томъ, что най-_ 
денная для 2 величина 3,144... допускаеть непосредственное опредфленйе пр’ 

погршности, которая меньше 0,002, потому что каждое слагаемое 
но менфе чфиъ на 0,001. 
`Упичтожене ирращональности въ знаменатель дроби безусловно всегда в 
я а зы 
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° щемь изъ него общемь метод (о чежь рчь будеть ниже), разсмотримь здфсь 
частные случаи этой задачи, важные въ практик%. 

55 214. Укажежь приемы, которыми можно уничтожить ирращональность въ 
знаменатель, содержащемь только хвадратные корни. 

1 ее Умножая числитель и знаменатель на Ус, получимь: 

|: а аУс _аУс. 

5ус ва в 
——“_. Унножая числитель и знаменатель на /У® — Ис, вайдежь: 
РУБ 

а а(/Ъ—у2) (БУ ао). 
УБУе (05+У508—у® (01—05 5 

а ь Иа ь 7 3. НЕТ Унножая числ. и знам. на т УЪ--пИс, получимъ: 

а — а(туб--тУс) _а(тУБ--пуе). 
тУб—пуЕ (т) тт 

х © р ь _ : Уи Умножая числ. и знам. на У/б--Уе-—У4, найдены 

а са а(УБ--Ие—иа) а(УБ--Уе—Уа) 

Уб-ус-уа (Буса уе-уа) (Уб-уе-фа 

а(У5--Уе—иа) 
Бе а 256 

_ ужножая оба члена этой дроби на 5-|- с — 4—2, получихъ: 

а __ а(УБ-+уе—уа)6-+е—а—26) 

Ув уса 6-е—@)1— 45 

Обпий способъ исключешя изъ знаменателя квадратныхь корней, каково бы 

_— Ш было ихъ число, заключается въ слфдующемь. Если У есть одинъ изъ ра- 
_  Дикаловъ, который мы хотимъ исключить, выносимь его за скобки изъ вобхь 

членовъ, его содержащихь; знаменатель прижеть видъ Р-- 9 И 16 Ри— 
ращональныя или ирращональныя выражения, не содержания УЕ. Если теперь 
умножимь оба члена дроби на РЬ_ 9 УЬ то новый знаменатель РЗ— 0% 

уже не будеть содержать У. Такъ какъ произведенное умножене не вводить, 
новыхь радикаловъ, то очевидно, что примфняя указанный премъ послфдова- 
тельно къ каждому изъ нихъ, мы исключихъ всь радикалы. 

Этотъ именно способъ мы и прилагали въ предыдущихь прихфрахъ; прило- 
жимъ его еще къ дроби, содержащей въ знаменател® пять радикаловъ: 

т 

Ув УЕ-Уа-УЕ. 

Умноживь оба члена ея ва Уа-РИЗ--Ис--Иа— Ив шолучииь во- | 
вый знаменатель, въ котором / есть ращональная часть: 

Е+2(Уа/Ъ--ИаИс --УЪУе)-+2(Уа--И5--ИФуа. .. (0 
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Умножая оба члена полученной дроби на выражене, выведенное изъ (1) 

пережёною У@ на — У4, получимь новый знаменатель, въ которожь 9 пред 
ставляетъ ращюональную часть: 

4-е) «/ъ-4[(--2—24)уа- (24—24 УЗуе . 
Помножая оба члена новой дроби на выражене, выведенное изъ предыду- 

щаю перечёною Ус на — Ус, получимь новый знаменатель, котораго радуо- 
нальная часть обозначена буквою #: 

В: [80-26 — 24) — 39° (--2а— 24) ((--3Ъ —24)] /аё... (3) 

Умножая, наконець, оба члена послфдней дроби на выражене, выведенное 

изъ предыдущаго пережфною Уаб на — Иа, и означая числителя новой дроби 
буквою А, найдемъ 

А 
— Во (--2е— 24) — Зе (+ 2а— 24 {-% -— зар. 5 

Дробь, которой знаменатель ращоналенъ. 

Примючаще Г. Взявъ, напр., дробь 

1 

— УЗ-НИЗ-НУ5 
и прихфняя къ ней указанный премъ, мы должны начать исключеше съ боль- 
шаго корня, такъ какъ вычислешя при этомъ будуть проще. Умножая, поэтому, 

оба члена на У? -+-УЗ—У5, ные 

Ущвккая «ба чека этой дроби на 5 получижь окончательно: 

ы ИЭ-У 18—30. А 

Прижьчане ИП. Нерфдко можно значительно упрощать вычисленя, поль- 
эеась слбдующихь замфчанемъ. 

Выражене Уа--ИЪ--Ие-НИ@, состоящее изъ четырехь радикаловъ, 
разлагается на два множителя вида УХ--УИВ, если числа а, ®, си @ соста- 
вляють кратную пропорцио. 

Въ самомъ дфлЬ, пусть напр. 

Уа_У 
у У пам. Иа=Ус.ИЁ и УЪ=И4. И 

Знаменатель праметъ видъ 

ИСУИЕИЧУЕИ-/а=Ис --УВ--ИУИй= 
=({с-нияа-нив 

аи (ИС-НИЯ (Иа--ИО. 

а 
чАь откуда — 



: п ЗА 
^ Иб+ИБ-+ИНУЯ : 

Такъ какъ 10 21 = 15 Х 14, то, согласно сказанному, найдень: - Зе: 

ик» а ЗАРИ хх 
7 (5-3) (5--У7’ 

$ _уиноживь числ. и зна. на (ИЗ—И?2)(И7—И5), сразу уничтожияь ирра- ь. 
,. _ щональность въ знаменатель, и найдемъ: 

—03-Убти5, И 
ая р 2 ко 

в ‚ 215. Пусть знаменатель содержить только радикалы кубичные. { 

. А з/— эл я 
1. 3 ==’ Положивъ: ра=хи рб =у, изфень: а=2%, В= у. с Хану ий. 
Взявъ разложеше 2? уз — (2 -|- у)(2* —зу-|- у), и подставявъ "вивсто Г 

_ шину ихъ величины, найдемъ: 

а--5— (Уа-- 79 (а — Иа5--75, 
откуда видно, что оть уноженыя знаменателя дроби на }/а— 4-Я $? онъ 
обращается въ ращюнальное выражеше, равное @-|-5. Итакъ, умноживъ числ. 
и знам. на указанный триномъ, получимь: г 

„_АЯ-Уу+Ум, в 
а-+ь 

У Подобнымь же образомъ, пользуясь разложешемь: 2 — уз— _ 

_ @-бу(®-Еу- 9), вайдекы Ч 

д _ Аа у --у) у 

у ав“ 7 
* Положивъ въ равенств® 

А 

аул — Зее -ру-- а --у-- зу 22 —у) 
2=Уа, у=УЪ, 2=УС, найдежь: 

а-В-е— ЗИ афе — (Иа-Иа У а6— Кас нь } 
отсюда, умноживъ числителя и знам. ‚та т на 

а-я — го И, 
. а. ИИ. 

па, УИ $ Е 
рт 



а заб 
. 
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Если == есть точный кубъ, то преобразован!е окончено: новый знаменатель 
если же абс не есть точный кубъ, то представивъ знаменатель въ 

Иа-Е 5-0 — Улов, 
итазодижь вопросъ къ предыдущему случаю. 

А 
4. = узи, СЪ условеи 
Порука ть 

зто знаменатель можно представить въ вид произведешя двухъ множителей 
за Уи-- И, п вопрось приводится къ привру 1. 

216. Если знаменатель дроби есть сумма или разность двухъ радикалов 
хакого угодно порядка, то ихъ можно привести къ общему показателю корня; 
такихъ образомь знаменатель будеть вида Уа-- 5. Отеюда два случая: 

выс А... РУЗ 

и заибчая, что при всякомъ 7% — четномъ или нечетномь, нифемъ: 

д" — у — (2 — У)" ура... ау" у", 

подставивъ сюда вифсто & и У ихъ величины, найдем: 

а—6=( Иа-Иа" 5-я... НУ" -НУЬ" =). 

Это равенство показываеть, что если числит. и знам. данной дроби помно- 

жимъ на Иа" | а". + Ут, то знаменатель обратится въ 
рашбональное выражене а— 6; такимь образомъ. получимъ: 

Иа-Иа... ИМО, 
У «5 

А 
И. Яя’ Если т— число четное, то замфчая, что разность одинаковыхь 

| 
что ь Не трудно убфдиться, 

у”, Положивь /а= и У, откуда а 4” и 6 = 

зетныхь степеней двухъ количествь дфлится безъ остатка на сумму первыхь 
степеней, имфемъ: 

ауте" ура... ут. 
Подставляя сюда Уа вифсто 2, и У $ вибето у, дадимъ равенству видъ: 

а—6=(7/а-- 75) (а -- У"... УЗ. 

Фтсюда’ видно, что для уничтожешя ирращональности въ знаменатель м 
ира аа зетномъ, надо оба члена ея помножить на 7/4”? — 7/а"=% |. 
—7>- Сдфлавъ это, найдемъ: 

ее 
у” 
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Бели т — число нечетное, то припомнивъ, что сумма одинаковыхъ нечет- 

ныхь степеней двухъ количествъ дфлится на сумму первыхь степеней, ихфемъ 
‘равенство: 

Е ау оу ат а. . ут 
. положивъ въ немъ 2=Уа и у= 7, нифемъ: 

а--5—(Уа-- 7 (у — "6 -- У"... -РИМЫ). 
Отсюда слфдуеть, что для уничтожешя иррашональности въ знаменатель 

данной дроби, при т нечетномъ, надо оба ея члена умножить на Па а" — 

—Уе-5-- ‚. -НИ-Ь сдлавъ это, найдежь: 

А Ара" уа-5--.. 7) 

ых а-+ь : 
1 

ИУ ПРИУЪРЪ. - Приводя корни къ общему показателю 6, полу- 

чимъ дробь . 

уоуй. 
Множитель, обращающий знаменатель въ выражене ращюнальное, въ дан- 

номъ случаф есть 

(аз — У) чя-- ая — 7/8) аз): — У), иди 
Уе—уя. ру. /й—Ф-уа. Уи ры. 

Унноживь имъь числитель и знаменатель дроби, получимь: 

ы 1_ Урай. 6+ уа.5уб—5ув 

: РН? мЕй чит 
217. Въ заключено этой главы приведемь нЪсколько примфровь дфйствй 

_ надъ прращональными выраженями. 

1. Провфрить равенство: 

Уа-- 5. 

Проврка равенства двухъ данныхь выражений, которыя >> 0, приводится къ 
провфркф равенства ихь квадратовъ, т.-е, что 

р в. =“ и :. ву" ВЕЧЕ =а--Уь 

пли что и. 

Но это равенство вфрно; слфд. вБрно и предложенное. 
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2. Упростить выражене: 

уакуая—зузу 
уатузя-ув-уя 

Это выражеше можно представить въ вид 

ООС Даны фе рузут у 
__ ужеуя 
(уз ую) (уйму) 

или, по сокращени на И=— у: 

уни 
(Узи -Еуя— Уз) 

#— уу 

ау ° 
3. Разложить на иножители` выражение: 

Пай ума у/еми — (бе -|- Усия-|- У а). 

Назвавъ это выражене буквою Р, ихфемъ послфдовательно: 

ра рану уз уа(уя Ув) --уакув Иа) 
= (а Из) {уауе-н Ия) — Иа Уа} 
=(/а— ув) уа(уя а) —Иа(уя—Уа)} 
= Ув) н- уфе. 

Примъчане. Индусамъ уже были извфстны методы извлеченя корней — 
квадратнаго и кубичнаго. — Омар» Алкхайями (средина ХТ вфка) доказаль, 
точность этихъ методовъ и указалъ премы длЯ нахождения корней высшихъ по- 

рядковъ. Правила дЪФйствьй надъ коренными количествами находимь уже въ 
ариометикв Алькальцади (-- 1477). , 

ИЛИ 

тие. 

ГЛАВА ХУ!. 

Степени и корни съ дробными и отрицательными показателями. 

Дробные показатели. 

218. Происхожденще степеней съ дробными показателями.— Для из- 
влеченя корня изъ степени надо показатель подкореннаго количества раздёлить на. 

15 

показателя корня; такимъ образомъ: Иа — аз— а. Но если показатель под- 



ее 

кореннаго количества ие дфаится на показателя корня, какъ напр. въ случа 

и аз, то, примфняя указанное правило, мы найдемь выражене аЗ, не имфющее 
смысла степени какъ произведеня множителей, равныхъ основаню а: въ са- 

2 
момь дфлф, очевидно, что нельзя @ повторить множителемь 5 раза. Однако, 

вполнф позволительно допускать подобныя выраженя, если только подъ ними 
разумвть ничто иное какъ новый особый способъ изображать пррадональныя 

2 

выражешя. Такииь образомь пишут: а3 вифсто }/а?, а? вибсто Уа, а5 
ъ 

вибето Ия и т. д. Вообще, выражеше а" есть ничто иное какь Иа", и на- 
зывается количеством» съ дробнымь показателем». Итакъ: количество с» 

дробнымь показателемь есть корень, показатель которало равень знаме- 
нателю дробнало показателя, изъ количества въ степени, равной числи- 
телю дробнало показателя. 

‘словное обозначеше иррашональныхь выраженй въ видф дробныхь степе- 
‘ней, распространяя правило показателей при извлечеши корни и на тотъ слу- 
чай, когда показатель подрадикальнаго количества не длится на показателя 

корня, т.-е. обобщая это правило, волн соотвфтствуегь духу алгебры, стре- 
‚ мащейся къ обобщенямъ. 

Разсматривая правила дЪйств надъ дробными степенями, мы придемь къ 
тому важному заключению, что правила эти остаются тфми же самыми, какйя 
мы нашли раныше для показателей цфлыхъ. Обстоятельство это, говорить Ла- 
круа въ своей алгебрь, «служить однимь изъ замфчательнфйшихь примёровъ 
пользы знаковъ, когда они удачно выбраны. ЧФмъ дальше мы подвигаемся въ 
алгебр, тфмь болфе узнаем безчисленныя выгоды, кая повело за собою вве- 
деше показателей...» 

Дробные показатели были введены Ньютоном». 

219. Теоремл. Дв» дробныя степени равны, если показатели изь 
"р 

‘равны; т.-6. если е = 5 тоа" — а. 

ДЪйствительно, по опредфленю степени съ дробнымь показателемь имфемъ: 

= а 2. — 
а" = И и а! = Иа. 

Приводя корни къ общему показателю, найдежь 

д" =“... (а) на у — о: @ 

но изъ ублови 1 имфемъ: ид ==ир, слёд. вторыя части равенствъ (1) 

и (2) равны, а потому равны и первыя. Итакъ 

ры в 
а"— ат. 

-- р 

220. Уиножене. Умножить а” на а“. Шо опредфленю дробныхь степеней 
мифежь 



откуда а*ха уху. уч’ а”? (по приведены корней къ общему | 
показателю). Такъ какъ #4, 24 и пр—числа цфлыя и положительныя, то при- 

_ база жене юженя корней и степеней, доказанныя для такихъ показа- 

аут чат —="Уатчр. 

_ Такъ какъ 14 и тч-|-пр—ицфлыя положительныя числа, то раздёливъ въ. 
оны ан показатель подкореннаго количества на показателя я 

тр р ` 
"Уре -а м ам от + 

атхайща" +1... (1). 

_ Положивь въ этомъ равенствв сперва ® = 1, потомь 9==1 (на что им- = 
_ ежь право, такъ какъ ® и 9-—цфлыя положительныя числа) найдемъ, 

первомь случа: 

енства (1), (2) и (3) показывають, что: будут» ли оба показателя 
бные, „или одинь цълый, а рузюй дробный, при ‘умножещи степе- 

у ней одно и тою оке основаня показатели складываются. 

В Эн ыв зу атьы 
_ Такъ: 1) а Ха =а ?—=20;2) вха=в 3 =05. 

” г 

21. ДЪлеше. Раздёлить а” на а“, полагая, что а 
Гбеооьть им ем: 

а ра: Иа "у — У ат = "Учет. 

приведеши обфихъ частей неравенства РЯ. къ общему знаменателю, 

`катеваа. % при м положительныхь показателяхь имфемъ, 

Ир мт тор 
"Ут а м ам Май 1, 

Итакъ 

м 

_Подоживь »— 1, находимъ изъ этого равенства: 



Положивъ въ равенствф (1) ч=1, найдемъ: 

= 
ааа” * ИТ 

Равенства (1), (2) и (3) доказываютъ, что правило показателей при дфле- 
ни, доказанное первоначально для цфлыхъ показателей, остается справедливымъ, 
и тогда, когда оба или одинъ изъ показателей — числа дробныя. 

и ИЕ 2 
ПРИМ ЪРЪ: @* неа 9—2 8-43. ; 

222. Возвышеше въ степень. Пусть требуется а” возвысить въ степень 
т\? 

порядка Не т.7е. опредфлить (=): Замфняя каждую изъ степеней съ дроб- 

НымЪ ПИТА — корнями, получихъ: 

ВИ зат т фа" Иа? 

Такъ ре О 14 и тр — числа пфлыя и положительныя, то 

И ам — ай я :. РР 

т, рик 
(57) АСЯ А М лы. 

Отсюда слфдуеть, что правило показателей при возвышени въ степень, вы- 
веденное въ 5 104 для показателей цфлыхъ, распространяется и на т случаи, 
Когда одинъ или оба показателя — дробные. 

ы 

ПРиЯРЪ. (| 9 

223. Возвышене въ дробную степень произведешя и дроби. 

р А ЧЕ Ив У д: 
1.5)" УВ” у» р А, Заключаемт, что дая зозвыше- 

в 

на дроби въ дробную степень нужно отдфльно возвысить въ данную степень 
числителя и знаменателя и первый результатъ раздфлить на второй: то же са- 

мое правило, что и для возвышеня дроби въ цфлую степень. 
2 не тЫ ЕЕ 

2. (А.В) УВВ? = Уд”. ВР = А*.В", сд. правило зоввы- 
шеня произведешя въ дробную степень — такое же какъ и въ цфлую степень. 

224. ет корня. Пусть требуется извлечь корень порядка йе изъ 

" и 

а” т.-е. найти 7 а”. Распространяя опредфлеше корня и на этоть случай, 
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й условымся #005 корнемь порядка а а" О такое количество, 
т 

кознорое, будучи возвъйшено в стемень порядка ый давало бы а". Согла- 

сво этояу опредфлению, назвавъ искомый корень буквою х, т.-е. положивъ 

7 2. = 

р = 
зайдлежь, что А т возвышая 068 части въ степень т получимъ: 

я а ВН 
зе: , или ей й Подставивь въ равенство (1) вифсто 2 найденное 
она получим: 

2 
ит м2 
аа" 1.1. 5 (2), 

Полагая здфсь сначала 9—1, а потомь ® =1, имбемъ:” 

У: Ы- т о. 
0"... (3); И" =а"?. .. (4) 

Такихъ образомъ, будуть ли показатели — корня и подкореннаго количества 
оба дробные, или одинъ — ифлый, а другой — дробный, надо для извлеченя 
корня — показатель подрадикальнаго количества раздфлить на показатель корня: 
правило то же самое, что и для ифлытъ показателей. 

2 

ПРИМЪРЪ. 

225. Корень дробнаго порядка изъ произведеня, дроби я корня съ 
дробнымъ показателемъ. 

1 7 1 4 4 

вов в 224,4) = (АВ)’=А”. В’ ($ 293, 2) 

А ХУв ($ 224, 4). 
Заключаемь, что правило извлечешя корня дробнаго порядка изъ произве- 

дешя — такое же точно какъ и корня съ цфлымъ показателехъ. 

я 1.2 ух 
А? Аа А 222)“ = А. 
в? в" Ув 

но Нео мо рт № о 
АРА АА 9 =" (9224); 

и вЪ этом случаф для извлечешя корня изъ корня нужно показатели корней 
‘перенножить. 
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Итакъ, веб правила, доказанныя для показателей цфлыхь, распространяются 
и на дробные показатели. Заибняя радикалы дробными показателями, мы по- 
лучаемъ возможность совершать преобразовашя ирращюнальныхь выражешй по 
тфмъ же правиламъ, кая имфемъ для выражен ращональныхь, а это ведет 
къ упрощению вычисленй и болфе быстрому полученю результатовъ. 

226. Приводижъ примёры преобразований выраженй съ дробными показа- 
телями. 

1. Упростить выражеве 

41 ат [ера = (иле, 

4 О 
Вынося въ первыхь скобкахь общаго множителя а, а во вторыхъ Ь8, 

имфемъ: 

Ге -ры ети), 

1 
возвышая каждаго множителя отдфльно въ степень 5 находимъ: 

31 
аа уз в Ч}, 

2 21 

взявъ общимь множителемь (2-й) *, нмфемъ 

зо ана на) 
‘или, выполнивъ умножене: 

2 2\3 

(и + ь ; 

П. .Провюрить равенство 

3 3 
а з [а-я [а— (а — ый = (а--5)* —(а—Ь)*. 

Для облегченя повфрки положим: 

х=а--Ь. ..(1) ин у=а- 6. .. (2), 

Сложивъ эти равенства, получимъ: 

2а= + у, а отсюда а, 

перемноживь (1) со (2), найдемь 
1 

—=2у, откуда (а? — ыз = (в). 



Первая ее даннаго равенства посл подстановки приметь видъ: 

Е 

[ув] (. т. я) 

И 1 эр. эту 

ет —@Ш— 5, 

ято и требовалось найти, 

Отрицательные показатели . 

227. Въ $ 41 мы нашли, что а—" = 5, но тамъ формула эта установле- 

на была для случая 7 цфлаго. Если въ равенств 

прт 
ата" й, 

дюказанномь вЪ $ 221 при условн => условииея не дфлать послдняго, 

граниченя, и пожихъ оо меч ви в 1, а самое ра- 
г 

вевство въ 1: "= *. Итакъ 

1.76. степень съ отрицательнымь дробнымь показателемъ равна единиц, двлен- 
ной на то же основане съ положительнымь показателемъ, равнымъ по 26со- 

лютной величин отрицательному. Такимъ образомъ, будетъ ли # — цфлое или 
дробное, всегда имфемъ: 

«5 
Отрицательные показатели даютъ возможность изображать дробь въ фор 

ифлаго В (безъ еде Такъ дробь а можно написать въ ви- 

З: 54%. з - замфтивъ, что 1= ви 9-*  найдемъ, что 

баба: ба = бане, 

Такижь образомъ, чтобы дробь представить безъ знаменателя, надо всв мно- 
жителя знаменателя перенести въ числитель съ отрицательными показателями. 
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К 
Наоборотъ, всё множители числителя можно перенести въ знаменатель, на- 

писавъ ихъ съ отрицательными показателями; въ самохъ дфлЪ, напр. 

Перейдемъ теперь къ изучен дЪйствй надъ количествами съ отрицатель- 
ными показателями. 

228. Умножене. 1. Пусть требуется помножить а? на а-—® замфтивъ, что 

ат = получимъ: 

3 1 
а’. а =’ и=а 

такъ какъ р и 4—числа положительныя, то, будуть ли они цфлыя или дроб- 
ныя, нужно при раздфлени а? на а” вычесть 4 изъ р; слёд. 

ар 
а= аР-1 = ат (1), сл5довательно 

а’. а-1=а2+(-%), 

Т.7е. яоказатель произведеня равень амебраической суммъ показателей 
множимаю и множителя. 

2. Пусть оба показателя —отрицательны; найдемъ: 

1,1 ан = ар а-РН(Е4): = 
ар 1 4241 

ат. а- 

то же самое заключеше, что и въ предыдущемь случа. 

229. ДЪлене. 1. Пусть будеть одинъ изъ показателей — положительный, 
а другой — отрицательный. 

АЙ НОС д ай а Ро р ри рн = (2+1) =а в——@-Р-(+9), 

т.е. изъ показателя дфлимаго вычитается показатель дфлителя. 

1—4 И ль = а-Р44= а7Р-(-): то же заключене. 
НИЕ 2. ата р: аа 

230. Возвышеше въ степень. 1. (а-”)" = [и по правилу воз- = @а"" 

5=а-т-—а-".п, к, х 1 
вышена дроби въ положительную степень; дал$е: соя 

—а-т"—а".-*, 

а 
АТ 

во та" 

Ве три результата приводять къ общему заключению: при возвышении ете- 
пени въ новую степень показатели: перемножаются, будуть ли они цфлые или 
дробные, положительные или отрицательные. 

а" —а-".-*, 



1 1 
ав“ пвж-дя в" = 
Заключаенжь. что для возвышешя въ отрицательную степень (цфлую или 

зребатью) произведеня нужно отдфльно возвысить въ эту степень каждаго мно- 
о  жжтева в результаты перемножить. 

=, по перенесени А” въ чисдителя, а 

Е => знаменателя. Заключене: для возвышевя дроби въ отрицательную сте- 
зе» зтизо въ эту степень возвысить отдфльно числителя и знаменателя, и пер- 
вый резтльтать раздфлить на второй. 

232. Извлечеше корня. 1. Пусть требуется извлечь корень положительнаго 

заирахка изъ степени съ отрицательных показателемь: 7/22, гдё ти р—ц- 
Ей: С числа. Имфемъ: 

== у = Ур 

иеества нужно а на показатель корня. 
2. Разсмотримъ теперь извлечеше корня съ отрицательныхь показателемъ. 

Эирелфлене корня, данное для цфлаго положительнаго показателя и распростра- 
| зеззое затфиъ на корень дробнаго порядка, распространяють и на корни. от- 
_  |ательнаго порядка. Такимъ образомъ, корнем минусь т-го порядка изъ А 

р зазываютъ количество, которое по возвышени въ минусъ 7-ую степень даетъ 

. А: согласно этому опредфленю: 

ен УЛ-В, ‘о ВА. 
Докажемъ, что 

== 

1.26, что корень с» отрицательнымь показателемь равень единиць, раз- 
дъленной на корень съ тльмь же по величинь, но положительнымь по 
знаку, показателемь. 

ВЪ самомь дблЬ, пусть УЛ =; по опредфленю корня найдежь: 2-® = А, 

или» —А, откуда 2-1, а извлекая изъ обфихь частей корень т-го (по- 

ВЫ а получимь: 

ны и требуемое доказано. 

ие. теперь требуется навлечь корень (—7)-ой степени зь а?, тд вЫ 
‘зазажительно; въ снлу только что доказаннаго предложешя имфемъ: 

2 
=а^”, т.-6. и въ этомъ случа показатель под- 

радикальнаго воличества надо раздфлить на показатель корня. 



ны; найдень, что 
м сит 

т вы ое ; 
7: Уч?=а” ($ 232,1); слфдовательно 

Ака ИИ у # ‚ Иа = — ;=а“ =="; прежнее заключен. ‚ у 
=“ 

Итакъ, в0 воъжь случаяль, при извлечеви корня нужно показатель = 
зюдрадикальналю количества дълить на показатель корня, будуть ли 
оба показателя — цьлые или дробные, положительные ‘или отрица- 
_тельные. 

Напр. 2 > 

233. Извлечеще корня отрицательнаю порядка изь произведеня, 
_ дроби м корня съ отрицат. или положит. показателемь. 

1. "Ув= у 1 Хи . А УВ Д.В УЕУР о, по доказанному, 

р 1 — ух- ТА вв = УВ, ав. 

тИлв=-Улх УВ, 

1.6. для извлечешя корня отрицательнаго порядка изъ произведешя нужно 
извлечь его отдфльно изъ каждаго производителя и результаты перемножить. 

. 7з-УВ-(8) 
(по $$ 231,2 и 232,2), Итакъ 

т.-6. для извлечешя корня отрицательнаго порядка изъ дроби нужно извлечь 
его отдфльно изъ числителя и знаменателя, и первый раздфлить на второй. 

3. Пусть, наконещь, требуется извлечь корень (—7)-го порядка изъ и ВА. 
1ы/-Е . А ь 

А и 
затели корней слфдуетъ перемножать. 

Итакъ, всф правила, относящйяся къ вычислешямь надъ количествами съ 
положительными показателями, относятся и къ отрицательнымъ показателямъ. 

(Отрицательные показатели были введены раньше дробныхъ; ихъ введеше при- 
писывають Михаилу Стифелю (1509—1567). < 
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ГЛАВА ХУИ. 

Замфчательныя формы алгебраическихъ выражен!й. 

ОоОтпмо © 
Формы: м 0" ох <, > '©о.— Раскрыт!е неопредфленностей, 

234. Въ силу общности алгебраическихь формуль онф могуть представлять 
замфчательныя формы при частныхь предположешяхь относительно количествъ, 
входящихь въ составь ихъ. Займемся изучешемь этихъ особыхъ, зам чательныхь, 

форяъ. 
1. Форма: м 5 о 

235. Численная величина амебраическаю выражешя равна нулю, 
если оно является въ видъ частнало оть раздълешя нуля на конечное 
количество отличное оть ‘нуля. Такимъ образомъ, если 7 есть’ конечное 
количество, отличное отъ нуля, то 

0 
вы о. 

Въ саможь дфлВ, по опредфленю частнаго, оно есть такое количество, ко- 
торое, по умножени на дфлителя, даеть дфлимое; но только пуль, умноженный 
на количество отличное отъ нуля, можеть дать въ произведен нуль, 
ПРИМЪРЪ. — Дробь 

при х=2 обращается въ нуль; въ самомь дфлф, подставляя вифето 2 число 
0 

2, находихь Я’ т.е. 0. 

П. Форма: 5: 

236. Численная величина амебраическою выражешя равна’ безко- 
нечности, если оно является 1005 видомь частнало оть раздълешя чи- 
сл@ отлычнало оть нуля на нуль. 

т 
Въ сажомъ дл, взявъ дробь =’ Которой числитель т есть нфкоторое ко- 

нечное число отличное отъ нуля, станемь уменьшать ея знаменателя, неограни- 
мы приближая его къ нулю: дробь будеть безпредфльно возрастать. 

тт ==1 Такъ, дфля 1 послфдовательно на 1, на 

1 
10’ 100° 1000’`^° 

г = будемъ въ частномь получать: 1, 10, 100, 1000,..., т.-е, числа 

— 100  возрастающя, такъ что когда численная величина знаменателя 

п = 1000 будеть менфе всякой величины, т.-е. 0, то численная величина 

ит, д. дроби будетъ больше всякой величины, т.-е. будетъ безконечно- 

14 
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” Такъ какъ безконечность не можеть быть выражена никакииь числомъ, то 
для письменнаго изображешя ел необходимь особый знакъ; такимъ знакомь 
служить ©. Итакъ 

если 7% отлично отъ нуля. 

Знакъ со предложень Валимсомь въ ХУП столфии. 

Примьчате. Иногда говорятъ, что 5 есть символь невозможности; 

это нужно понимать такъ, что невозможно найти никакого конечналю числа, 

которое, будучи помножено на нуль, давало бы т. И въ самомь дфаЪ, всякое 
конечное число, помноженное на. 0, дастъ нуль. 

ПРИМВРЪ. Дробь 
2-1 

#— 3—4 

а вВЪ ©, если положить © 

5 ми <. 

4; въ самомь дфлё, тогда получимь 

Когда числитель и знаменатель дроби имфютъ одинаковые знаки, то при 
постененномь уменьшеши численной величины знаменателя до нуля дробь бу- 
детъ оставаться положительною, и потому она стремится къ положительной 

безконечности. Шели же числитель и знаменатель ихфютъ разные знаки, то по’ 
бр приближешя знаменателя къ нулю дробь стремится къ отрицательной 
безконечности. Положительная безконечность изображается знакомь -|- ©, 

отрицательная — знакомъ — со. Такъ, если въ дроби Е =, будучи больше 

3, приближается къ 3, то 2 — 3 будетъ оставаться величиною положительною; 
в потому, когда 2, въ конц своего измфненя, обратится въ 3, дробь обра» 
тится въ -- со. Если же 2, будучи меньше 3, приближается къ 3, то раз 
ность 2—3 все время будеть оставаться отрицательною; а потому, когда 2 

2 
достигнеть своего предфла 3, дробь обратится вь — ©. Но дробь С 6у- 

деть ли приближаться къ 1 уменьшаясь, или увеличиваясь, въ обоихъ слу- 
чаяхь при 2==1 обращается въ --с>, потому что и въ томь и въ дру- 
гомъ случа ея числитель и знаменатель остаются положительными. 

© т 
Ш. Формы: и. == 

237. Частное от» раздъленя безконечности на конечное количе- 
ство—всть безконечность; т.-в. 

если 7" конечно. 

Въ самомь двлЪ, по опредфленйю частнаго,— это послфднее, будучи умно- 
жено на конечное количество #2, должно дать ‘безконечность; но никакое ко- 

нечное количество, умноженное па конечное 9%, не можеть дать безконечноети;. 
поэтому частное— безконечно велико. 



_ если %® конечно. 
Въ самомъ длф, если дфлимое конечно, то при неограниченномь возраста- 

ви дфлителя частное неограниченно приближается къ нулю, сл. при безконеч- 
но-большомь дфлителв численная величина частнаго будеть нуль. 

239. Частное отз раздьлешя нуля на безконечность есть ноль, а 
частное от» раздъленя безконечности на нуль есть безконечность; т.-в. 

0 © 
== и в =<® 

Въ самомъ дЪлЪ, гы есть 0 по двоякой причин: съ одной стороны по- 

тому, что числитель —0 (5 235), съ другой потому, что знаменатель равен, 
безконечности ($ 238). — Подобнымь же образожь убфдимся и въ томъ, что 

$ ==. 
240. ТЕОРЕМА, Численная величина иъьлоло по буквь & полинома 

5 конечными коэффишентами, — конечна при х конечномь, и безко- 
нечно-велика при 2 безконечномь. 

Пусть нхфемь полиножъ 
ал -|- в? -|- сх -|- аз -|- с, 

ифлый относительно 2, съ конечными коэффищентами а, 6, с, 4, е, причемь а 
отлично отъ нуля; понятно, что при всякомь конечномь значеши 2 каждый 
членъ полинома конеченъ, & алгебраическая сумма конечнаго числа конечныхь 
слагаемых конечна. 

Пусть теперь 2 будеть безконечно-велико; вынеся 2 за скобки, дадимъ 
позивому видъ . к 

с е = (а-я) 
при 2 — сокаждый изъ членовъ въ скобкахъ, содержащ 2 въ знаменатель, 
обратится въ 0 ($ 238), такъ что въ скобкахь останется а; поэтому произве- 
деше, т.-6. данный полиномъ, обращается въ а Ж со, т.-е. представляеть про- 
иззедене конечнаго числа @, отличнаго отъ нуля, на безконечность; а такое 
произведеше, очевидно, есть беакопочность. Очевидно, знакъ этой безконечности 
будеть такой, какой имфеть члень ах‘ — высшйЙ членъ полинома. 

ТУ. Форма: т: 

241. Выражеше $ разсматриваемое само-по-себЪ, означаеть какое угодно 

я число. Въ самом дфлЪ, раздфлить 0 на О значить найти такое число, кото- 
ров, будучи ‘ужножено на 0, давало бы 0; но всякое конечное число имфетъ это 

свойство (такъ: 5 Ж0=0, —2Ж0=0 ит. д), а. 2 е не 

одно какое-либо число въ частности, но каки угодно числа. ев ‘назы- 

вають сииволомь неопредъленности. 

м 



Изъ этого слфдуеть, что если два количества А н В равны третьему С, 
то нельзя еще заключить, что А =В, не увфрившись предварительно, что С не 

воть ©. 
0 

242. ТЕОРЕМА. Коа алмебраическая дробь, которой числитель и 
знаменатель суть цьълые рашональные относительно 2 полиномы, при- 
нимаеть при нъкоторомь частном» значеми  неопредъленную форму 

и — эта неопредъленность—только кажущаяся, на самомь же дъль 

дробь имтеть совершенно опредъленную величину. 

Въ самомъ дфлЬ, пусть будеть дробь в, которой чиеслитель и знаменатель 

обращаются въ ноль при 2 =; это доказываеть, что и А и В дблятся на 
1—а (6 60). Пусть частное отъ раздёлешя А на х—а будеть А’; въ та- 
комъ случа 

А= (х— а); 

цфлый относительно 2 полиномь А’ можеть также обращаться въ нуль при 
&==а; тогда онъ будеть ихфть видъ 

А! = (#— а) А", 
а слбд. Аа, 

А", въ свою очередь, также можеть обратиться въ нуль при 2 = 4 ит. д. 
Такимъ образомь можно написать: 

А= (2 —а)".Р, 

тдЪ Р есть цфлый относительно = полиномь, не обращающся въ нуль при. 
&— а; онъ можеть быть и нулевой степени, т.-е. вовсе не содержать буквы 2. `. 

Таким, же ‘образомъ можемъ написать: 

= —а)”.4, 
тдф ФЬ— цфлый относительно 2 полиномъ, который можеть быть и нулевой 
степени, не обращаюцщийся въ ноль при 2==а. Данная дробь иметь, таким 
образомъ, видъ: 

(#—а)".Р. 
(2—а)?.( 

Изолфдуемь всевозможные случаи, полагая посл®довательно: 

т>р, Т=р, т<р. 

Первый случай. т> р. Положинь х==а, найдемь, что дробь обра- 

щается въ у: Но сокративъ еб на (1 — а)?, дадииь ей видъ 

тдф т — р — положительно; положивь =—а, найдем, что (2 — а)"-Р — 0. 
аРи {4 — отличны отъ нуля; поэтому, метинная величина дроби при 2 = а 
веть ноль. 
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ПРИиЗРЪ. ь 
ны (#3 (= И) 

@—Эа 2) 

при &==3 принимаеть видъ т но, сокративъ ее на (2 — 3)*, найдемь 

(@— Зе п) 
те. 

и, положивь & = 3, найдем 

УЕ или 0. 

Второй случай. т—р. Положивь 2==а, найдемь, что дробь обра- 

щается въ 1)’ а сокративь ое на (2 — а)" = (#—а)?, получимъ 

А ТС. р 
у: окт 

а какъ Ри ( не обращаются при 2 =а въ ноль, то ры представляеть н\- 

которое опредфленное число. 
ПРЕизРъ. Дробь 

ш— 1+2) 
@— 3) 

308 2—1 обращлетса въ о! во, по сокращены на (2 — 1)%, она обращается 

Г: 

2-2. 

#3 

Положивъ въ этой дроби 2 ==1, найдемь виолнф опредфленное число 3. 

Третёй случай. т < р. Положивь &==а, найдемь о но если пред- 

зарительно сократимь дробь на (2— а)", то найдемъ 

тие О ны 

В ба)" 5’ 

такъ какъ р — т — положительно, то при 2==4 знаменатель обратится въ 
воль; & какъ числитель отличень оть нуля, то дробь ня въ ©, 

ПРимзРЪ. Дробь 
(2-1) — 2) 
@ 1—3) 

при 2==—1 обращается въ г но, по сокращени на (2-- 1), принимает 

видъ 
$2. 

#1: # 29)’ 

золеживъ 2 —— 1, найдем ==. Такимъ образомъ, истинное зна- 

зе е дроби при 2 — —1 ыы р. 



— 214 — 

243. Первый способъ опредфленя истиннаго значеня неопредфленности 

вида-. 

Изь предыдущаго $ слфдуеть, что для опредфленя истиннаго значешя не- 
опредфленности, или, какъ говорятъ, для раскрытиёя неопредъленности, надо 

въ числителв и знаменателВ дроби выдфлить общаго множителя, обращающагося 
при сдЪланномъ частном предположения въ поль, сократить дробь на этого мно- 

жителя и потомъ ввести сказанное предположеше. 
ПРимЖРЪ 1. Найти истинное значене дроби 

а? - За+-2 
а-+-а—6 

при а=2. я 

Замбняя @ числомь 2, получаемъ 0’ Т.е. неопредфленность; тфиь не ме- 

инфе, мы утверждаежь, что при @==2 данная дробь имфеть совершенно опре- 
дленную величину. Въ самомъ дЪлЪ, мы знаем уже, что если числитель и 

знаменатель обращаются при @==2 въ нуль, то они длятся на а — 2, откуда 
‘находимъ, что дробь можно представить въ вид 

(@—2)@—1), 
@—)а+ 3)’ 

сокративь на а — 2, находимь 

положивъ здесь а==2, найдемъ, что истинная величина дроби равна 

2—1 1 
2-3 № 6 

Иримпчане. 0 данномъ предметв нельзя составить себ виолий яенаго 
представления, не обращаясь къ теоремамь о предфлахъ. Здёсь мы имбемь дв® 
пережённыя величины: 

а—3За-+2 а-—1 а—2 
ата—в # а8' 9—5 

которыя, если @ приближать къ 2, будуть при всякомь значенш а оставаться 
равными. Но мы знаемъ, что въ такомъь случаЪ, въ силу теоремы Ш, $ 184, 
и предьлы этихъ пережфнныхь, при @==2, будуть равны; такъ что 

@—3а--?\_ (а—1 а—2 к Я (хе) при @=2...(1). Тат ( 

Но, по теоремв Х1, $ 190, 

Ви (е 2 хе ) . № (=) при а=2. 

Но Ши (=), при а=2, равенъ Что касается Чиа (2 а ПВ м, 

по теор. ХЬ $ 192, этоть предфль = 

1 

5 
1. Подставляя въ (1), К 
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а? — За-- 2 

по ее) 
при а==2, ебть 1. 

ПРимвРъ П. Найти истинное значеше дроби 

у Т.е. что истинное значеше данной дроби, 

а — 421—420 | 242 —9 
48—22 — 215-45 

при 2 = 3. 
Подставляя 3 вифсто 2, замфчаемь, что оба члена дроби обращаются въ 

нуль; слфд. они дфлятся на х—3. Совершивъ дфлешя, найдемь въ частныхь: 
23 — 2 —1&--3 и 2--2=—15, такъ что дробь можно представить въ 

ф 
У (2—3) (—#—72+3) 

@— за 22—15) 

или, по сокращены на 2 — 3: 

#22 —7и--8. 

я -- 2% —15 

Для нахожденя истиннаго значешя нужно теперь положить 2 ==3. Сдё- 

лавъ это, ваходимъ, что новзя дробь также обращается въ |: это значить, что. 

^ оба члеа ея дёлатся снова ва 2 — 3, такъ что дробь можно представить въ 
вах 

@— 32425-10 20 22—1 
=—3@: „ или, по сокращении, ЖЕБ >. 

14 к. й 
Положивъ 2—3, находимь $ и ие это и есть истинное значеше пред- 

ложенной дроби при 2=3. > 

ПРИмЗРЪ Ш. Найти величину дроби В = при а=5. 

При @=6 оба чдена дроби дфлаются нулями; слд. они дфлятся на а—6; 
по сокращени на @— 6 дробь принимаетъ видъ 

1 + а" в"... ана 1. 
‘аР-1 { ат-% + ае-362 +-...-{ 6-1 

зпа*-1 =. 
_ положивь а=6, находимь = г или = 4”-2: это и есть истинное зна- 

р 
чеше данной дроби. при а 

244. Второй способъ нахожденя истиннаго значенй неопредЪленности о. 

Пусть дробь 8 принимаеть неопредфленный видъ Н при х=4. Положивъ 

2—а--1, подставимь въ данную дробь а--й вифсто 2: получимь дробь 

г сдфлавъ въ ней приведеше, найдем, что числитель и знаменатель ся 6у- 

дуть содержать общимь множителень №. Въ самомь дфаф, данная дробь при- 

нимаеть видЪ о при 2—4, сд. оба члена ея содержать общ множитель 

х— а, т.е. № (ибо изъ равенства 2 —а-|-й, сафдуеть 2 —@=й). бокра- 
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щаемьъ дробь г на №, и если по сокращеши количество № еще будеть нахо- 

_ диться въ дроби, нужно положить й — 0: полученный результать и будетъ пред- 
ставлять истинную величину данной дроби при 2==а, ибо изъ равенства 
2=в-|-№ слЬдуетъ, что положить # = 0 — тоже самое, что въ данной дроби 
положить = 4. 

Способъ этоть принадлежить Рушё (Коией6). 

ПрРихзруъ. Найти истинную величину дроби 

28 —2 

я — #— 37-5 
при 2 = 1. 

0 
Положивь 2==1, найдемъ, что дробь принимаеть видъ б` Подставляемть 

вь нее вето 2 биномь 1--; находимъ 

оО -ати В т 
ата |. 

Сокративъ на й?, получииь г Е а положивь здбсь №=0, найдемь 

или со. Итакъ, истинное значеше данной дроби при х =1 есть ©. = 

У. Форма: 0 Х <. 

245. т въ равенств Ахав положить: А =0 и В=0, то по- 

лучится 0х =. ши ОХ = Итакъ, символь ОХ ©, разматриваемый 

самъ по обй, у неопредфленность. 

Эта неопредфленность можеть быть только кажущеюся: ею можеть маски- 
роваться совершенно опредфленная величина. Напримръ: 

2х8 =; при 2=0 получаемъ: 0 Х &==0, 

ха: при 2=0 получаемь: 0 Х <= 3. 

} при += 0 получаемь: ОХ < = <. 

< Итакъ, подъ видожь неопредфленности 0 Х <> можеть явлаться и 0; и ко- 
нечное число, и безконечность. 

246. Изъ сказаннаго вытекаеть, что если одинь изь сомножителей про- 
‘равень нулю, то мы не виравь утверждать, что и произве- 

_дене равно нулю, не убъдившиеь предварительно, что ни одинь изь 
остальныхь сомножителей не есть безконечность. у 

247. Таким образожь, когда алгебраическое выражеше принимаеть видъ 
0 <®, при частномь значеши какой-либо буквы, то является вопросъ, объ 
опредфлеши истинной величины этого выраженя. 
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Пгимзръ. Найти истинную величину выражешя 

ха 
при #=— 2. 

у Подетавивъ (— 2) вифсто 2, находимь: 0 Х ©5. Шредставивъ данное выра- 
> жеше въ вид 
ие: Зал 5=-56) 

; 33 ' 

приводимъ вопросъ къ раскрытию неопредфленности ь при 2 = — 2. 

Примфняя премъ $ 243, находимъ: 

3 2)(=-+ 3) _з@&-+ 3) 
(#2 =” 

Истинное значеше будетъ: 

3(—2-3) 
ЕТ» пли 

{ У1. Форма: >. 

1 С 

248. Если въ равенств% -в положить А=0 и В—=0, то полу- 

в 
1 
о 0 0 © 

чниъ: =-5 п = 5 Са%довательно, снмволь сх’ разсматривае- 

о 
хый самъ по себЪ, означаеть неопредфленность. 

Неопредфленность эта можеть быть только кажущеюся. Такъ: 

2 
1) а; положив 2=0, найдемь: ©? = <. 

2) = 2; положивъ х==<0, найдемь въ этомъ случай, что а. 

3) == я; положивъ 2==05, въ этомь случаф найдемъ: 53 = 0. 

[.-) Итакъ, подъ видожъ неопредфленности „< можеть скрываться или ©о, или 

ь- конечное количество, или нуль. Отсюда задача о раскрыты неопредфленности 
. `разсматриваемаго вида. т 

249. Въ $ 240 мы видфли, что величина цфлаго ращональнаго по букв 
‘2 полинома равна безконечности при х = <. если коэффищенты его конечвы, 
Отсюда слфдуеть, что алгебраическая дробь. числитель и знаменатель которой 

суть цфлые относительно 2 полиномы, обращается въ ы при 2==©. Дока- 

жежъ, что истинная величина такой дроби при 2 безконечномь равна: нулю, 
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если степень знаменателя выше степени числителя; безконечновти — 
если, наобороть, степень знаменателя ниже степенм числителя; и ча- 
стному оть раздълемя коэффишентовь при высшижь степеняхь бук- 
вы 2, если степень знаменателя равна степени числителя. 

Первый случай. Найти истинную величину дроби 

#—#--1 
2-3 —4 

при 2= <. 

Дробь принимаегь видъ, > чтобы раскрыть эту кажущуюся неопредЪ®лен- 

пость, раздфлимь числ. и знам. на высшую стешень 2, въ данномь случав на 
21. Найдемъ : а : ; 

1 1 

НА ака 
Е а ое 
я 2 

©, каждый членъ, содержащий 2 въ знаменателв, обра- 

тится въ нуль, а дробь въ 5 или въ 0. 

Второй случай. Найти истинное значеше дроби 

Вели положить 

3-24 —1 
бая — 22 --3 

при #=<5. 
© 

Дробь принимаеть видъ >: Раздфливь оба члена ся на высшую степень 

<, въ данномь случа на =?, найдемь: 

При 2 = © дроби: 2, ей 2 и & обращаются въ пуль, и данная дробь, 

‘равна $, Т.-е. отношению коэффищентовь при высшихь степеняхъ 4. 

Третай случай. Найти истинное значене дроби 

8 —#--1 ` 

— 2-5 
при #==°. 

Раздфливъ числителя и знаменателя на 2, получимъ: 

При 2=<2 числитель обращается въ 1, а знаменатель въ 0 — 2 или 
въ—0, истинная величина дроби — — ©. . 
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УП. Форма; < — ©. 

250. Сумма двухъ безконечностей одного знака, очевидно, равна безконеч- 
пости съ тфиъ же знакожь; разность двухъ безконечностей съ противоположны- 
ми знаками равна безконочноети; но разность двухъ безконечностей одного знака, 
и сумма двухъ безконечностей противоположнаго знака суть формы неопред- 
ленныя. 

Въ самомъ дфлЪ, если въ равенств А, положимь А =0 и 

Зы До: 1510 г 70 
В 0, то найдем: о —0=0, ии © —®=5. 

Укажемь, какъ раскрывать кажущуюся неопредфленность этого вида. 
ПРимфРЪ 1. Найти истинное значеше выраженя 

2—2? 
при я = Е <. 

При #=-- <> данная разность принимаеть видъ со — со. Вынося 2 за 

скобки, мы дадимъ ей видъ: 23 (1 — 1 , что при 2 == -|- о обращается въ = ©, 

При 2 = — © данное выражеше = — < — © = — <, 
Пртимврь П. Найти истинное значене разности 

(#-Е = И — 32-1 
при = 5 <. 

При 2 = — <> данная разность обращается въ —с5 —©5 или въ — <. 
При 2=-|-2, 2-|-1 равняется --<5, равно какъ и 22? — 32-1; сл. 

хы получаежь разность двухъ положительныхь безконечностей — выражеше не 
опредфленное. Чтобы раскрыть эту кажущуюся неопредьленность, множимь и 
дЬлимь данное выражене на сумму --1-НИ2а? — 32 -ЕТ, и получаемь 

Ура ве Те- 1+ УТ), 

ИЛИ 

а. 
ИЗ 

Раздфливь числ. и знам. на 2?, находимь 

фееНУ:-27) 
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—1 
Положивъ здфсь 2 =-- ©, находимъ — или — со. и | би рУз 

ПРиизРрЪ Ш. Найти истинное значеше разности 

#2 Ия — 5-1 

При 2 = — < находимь — ©. 
При =-- <> разность принимаеть неопредфленный видъ <> — ©. 
Чтобы раскрыть неопредфленность, множимь и дфлимъ данное выражеше на 

а 2-- И — 5=-Е1; находимь: 

(#+2— 52 +1 ). 

#-+2-+ бе 1 
или 

9-3 

хоум! 

Раздвливъ числителя и знаменателя на 2, получаемь 

з 9+8 

Е 
9 

Положивь &= -- ©, находимь ———- ТЕ ги, или 5 Итакъ, истинная величина 

ланнаго выражены, при 2 ==-- ©, равна :. 



ОТДЪЛЪ ВТОРОЙ. 

УРАВНЕНИЯ и НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ. 

ГЛАВА ХУШ. 

Уравнен!я первой степени съ однимъ неизвфетнымъ. 

Опредфленл: равенство, тождество, уравнеше. — Уравнен{я эквивалентны. — Преобра- 
зовашя уравнешяхвъ другое ему эквивалентное. — Решеше уравиешя первой степени. 

съ однимъ неизвфстнымъ.—Примфры, 

Опредфленя. 

251. Соединеше двухь равныхь количествь знакомъ = (знакъ равенства) 
называется равенством». Такъ 7=5-|-2 есть равенство; общ видъ равен- 
ства есть 

А=В. 

Количество А, находящееся влЪво отъ знака равенства, наз. яервою частью, 
количество же В, стоящее вправо отъ этого знака, втюрою частью равенства. 
Равенства бывають двоякаго рода: тождества и уравненя. 

Всякое очевидное равенство называютъь тождествомь. 
Такъ, равенства, 

5=5; 10—=7--2-1;  (@--=@а-5 

суть тождества. 
'Тождествомь называют» также всякое равенство двуль буквенныть 

выражен, върное при встоь, какизь ушдно, значеняль входящихь въ 
нею букв», Такимъ образомъ, равенства 

(ао аб, 
а — 63 — (а--5) (а—5), 
ва" == а" 

суть тождества, 
Но если возьмемъ равенство 22 — 10 =—0, то легко убЪдимся, что оно бу- 

деть в®рво не при всякихь частныхь значеншяхь буквы 2; въ самомь дфль, 
чтобы первая часть была нулемъ, нужно чтобы 2 равнялось 10, а это воз- 
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можно только при 2 равномъ 5, и ни при какомь другомь значени буквы 2. 
Точно такъ же равенство 2? — 16 возможно не при всякомъ значени буквы 2, 
а лишь при двухъ частныхь значешяхь этой буквы, именно: при © и 
при 2=— 4; въ самомь дблЪ, какъ (--4)* = 16, такъ и (—4) к 

Такбя равенства, которыя впрны не при воть, @ лаишь три нтко- 
торыжь частныхь значеняхь входящить вь ниль буквь, называются 

м. 
Тв буквы, которымъ нужно дать особыя значешя для того, чтобы существо- 

вало равенство между обфими частями ур— я, иначе говоря, тф буквы, при 
частныхь значешяхь которыхъ уравнеше въ самомъ дфлё обращается въ тож- 
дество, называются неизвфстными количествами уравнешя, или просто неизвт- 
стными. Прочя же количества, входящия въ уравненя, наз. извюстными, 

Такъ, если мы ищежь, при какомь значени 2 равенство, 

а--6—=25—с 

будетъ справедливо, т.-е. обратится въ тождество, то 2 будеть немзвюстнымь 
> этого, ни, Легко видфть, что ур. это обратится въ тождество, если а>су 

дать значеше ое 6, въ самомъ дфлЪ, вторая часть обращается при `Этомь 

Ее с ван вь а-- 6-е —с, что равно @--6; ур—ме же 

дВИствительно дфлается тождествомь 

а-- 6 =а--5. 

Т% частныя_ значеня неизвфстныхь, при которыхь ур— не обращается въ 
тождество, называются ришенями или корнями уравненя. Въ вышеприведен- 

_ пыхь прижбрахь: 

ур—не 22 — 10 —0 иифетъ одинъ коренб =5; 

ур—не 2*==16 имфеть два корня: --4 и —4; 

ур ше а--6=22 — с пифеть одинъ корень: ты 

Рьшить уравнеше значить найти его корни, т.-е. тВ значешя для неиз- 
вфотныхь, которыя обращаютъ уравнеше въ тождество. 

Принято говорить, что корень Удовлетворяет» уравненио; этимъ сокра- 

щенно выражаютъ, что уравнеше обращается въ тождество, если замфнить въ 
пежь неизвфетныя корнами. 

Для отлимя неизвъстныхь количествь ур- шя отъ извфстныхъ, принято 
неизвЪстныя обозначать послфдними буквами азбуки: 2, У, 2, В м, %,...; 
извЪстныя же первыми: а, В, с, 4,...,т,п,... 

Такъ, въ уравнеши а -- $ = 22 — с неизвфстное есть 2, извфстныя же: 
а, Бис. 

252. Классификащя уравненм. — Уравнене наз. алебрамческимь, если въ, 
немъ надъ неизвфстными не совершается иныхь дЪйствй кромф сложешя, вы- 
читаня, умноженя, дЪленя, возвышеншя въ степень и извлечешя корня. 

Во вебхь другихь случаяхь ур. называется трансиендентнымь. 
Такъ уравнеше 10°—8 есть трансцендевтное; оно называется показатель 

нымь, ибо въ немъ неизвфстное является показателемъ. 

4% 



| ВВ патебраичьсыы уравненёя раздфляются па, два влет но рощональныя 

р нь я. называется рацгональныме, если въ немъ неизвистных 
ме входят» 10дь знакомь корня; если же въ уравнеши неизвфстныя встрё- 
заются подъ знакомь корня, то оно наз. мррацюнальнымь. 

Тавъ, уравнеше 

1-5 

есть разбональное, ибо въ немъ неизвфстное не встрёчается подъ знакомъ корня. 
Уравнеше же 

И52—1= 

есть ирращональное, ибо члень У 5х—1 содержитъ неизвстное подъ знакомь 

 РаЩональныя уравненя, въ свою очередь, раздфляются на цимыя и 

Цьзымь наз. такое ращональное ур., которое не содержить неизвфстное 
въ знаменатель; напр. уравненя 

2*—52—4=0, 32—10=55—1 и 2—2 =6 
суть цблыя. 

Если же уравнеше содержить нензвфстныя въ знаменатель, то оно назыв, я 
Оробнымь. Уравиене 

есть ур. дробное. 
Такимъ образомъ 06% части цфлаго алгебраическаго уравнешя суть моли- 

номы цълые относительно неизвистнало. 

Степенью пфлаго уравнешя съ однимь неизвфстнымъ называется высший 
показатель при неизвфстномь въ этомъ уравнени. Такъ: 

ур—не а2--5=0 есть ур— в первой степени; 

ур—не_а27?-|-65-|-с =0— второй степени; 

ур— ше 42* — 242*-|-5х — 1 ==0-—третьей степени. 

Если же цфлое ур. содержить нЪсколько неизвстныхь, то степенью его 
наз. наибольшая сумма показателей при неизвфстныхь въ одномь и тожь же 

_ Такъ, ур— ше 
] ах-|-Бу--сг=а 

есть ур. первой степени съ тремя неизвфстными (2, У и 2). 

Ук 42 — 529 —9=4у— Из 

есть тр. второй степени съ двумя нензвфстными, ибо наибольшая сумма пока- 
затез пра вензвфстныхь равна 2 (въ член — 52). 
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Ве. ау Ну =2 

есть ур. седьмой степени, такъ какъ наибольшая сумма показателей при неиз- 
вЪетныхь въ одномь и томъ же членф равна 7 (въ первомъ член®). 

Понятно, что нельзя говорить о степени ур—ня, если оно не есть ращо- 
нальное цфлое. Такъ мы не можемъ говорить о степени ур— и 

Е —ь а-РИа-1=0  еорета=® 

ибо они содержать члены или дробные, или ирращональные относительно неиз- 
вфотныхь. р 

Уравнешя раздфляють еще на численных и буквенныя; численнымь ур— мъ 
называють такое, коэффищенты котораго суть опредфленныя числа, а буквен- 
нымь такое, коэффищенты коего суть буквенныя выражешя. Такъ 

ур— ше 32 —у--5=0 есть численное; 

В ао т 
ур— не ах — “+ 2? —2—4 есть ур. буквенное. 

Вели два ур— я имфютгь одинаковые корни, то они наз. экеивалентныли 

ур—ми. Итакъ, уравненя 

А-В; . (Ю-В... (2) 

будуть эквивалентны, если всяк корень ур—нйя (1) удовлетворяеть (2), и 
обратно, каждый корень (2) удовлетворяеть (1). 

Такъ намр., ур ня 

22--1=7...(1) в 2244=1... (2) 

эквивалентны, ибо какъ то, такъ и другое удовлетворяются однимъ и тв\ъ же 
корнемь, равнымъ 3. 

253. Процессь рфшешя ур—вя заключается въ томъ, что отъ даннаго 
уравненя, путемъ послфдовательныхь преобразовашй, стараются придти кЪ та- 
кому уравнению, первая часть котораго есть само неизвфстное; понятно, что вто- 
рая часть такого ур—шя и будеть искомымь корнежь, если послфднее эквива- 
лентно данному. 

Сказанныя преобразованя основаны на слфдующихь началахъ. 

254. Первое начало. — Придавая къ объимь частямь уравненйя п0- 
ровну, или отнимая оть объить частей равныя количества, получимь 
‘уравненме эквивалентное данному. 

Пусть данное ураввене будет 

Е 

тдВ А и В суть нЪкоторыя алгобранчесмя выраженя, содержашйя одно или 
ифосколько неизвфетныхь. Пусть будетъ, далфе, М нфкоторое произвольное ко- 



Е. 
а 

личество, содержащее или не содержащее неизвфстныя. Требуется доказать, что 
уравнене 

А-М=в--М... (2) р 

эквивалентно данному. Это значитъ, нужно доказать, что всякй корень ур— ня 

(1) служить также корнемь и для (2), и обратно—всякй корень ур-— я (2) 
удовлетворяеть и ур—ню (1). Въ самомь дфл: 

1. Пусть 2==5 будеть корнемь ур— в (1); это значить, что при подета- 
новкф числа 5 вмфсто 2 въ уравнеше (1) количества А и В дфлаются рав- 
ными; но такъ какъ М всегда остается равнымъ самому себф, то очевидно, что 
при 2=5, и л--М будеть равно В-ЕМ, т.-е. подстановка 5 вифесто < въ 
уравнене (2) обращаеть его въ тождество, а это и значить, что 5 есть ко- 
рень уравнешя (2). Такимь образомь, мы доказали, что всяк корень уравне- 
ня (1) удовлетворяеть необходимо и уравненю (2), 

2. Наобороть: пусть 2==% будеть корнемь уравнены (2), т.-е, что при 
подстановкь количества @ вифсто 2 въ уравнение (2), А -|-М двлается равныхь, 
В--М; но какъ М всегда равно самому себЪ, то равенство суммь А--М и 
В--М требуеть равенства выраженй А и В. Итакъ, при 2==@ имфемь А=В, 
1.26. ФЕЯ служить корнемь ур—вя (1). 

Итакъ, доказано, что уравнешя (1) и (2) эквиваленты. Л 
Жели оть обфихь частей ур—нйя (1) отнять по М, то уравнене А—М=В—М з 

также эквивалентно уравненю А==В. Въ самомь дёлЬ, отнять М ве — 
равно что придать (— М) къ обфимь частямь даннаго ур—н!я; но уже дока- 
зано, что придаше равныхь количествь къ ,обфимъ частямъ уравнешя приво- 
дитъ къ уравнению, эквивалентному данному, 

255. Слъдотвие 1.— Всякий член» уравнемя можно перенести изъ 
одной части уравненгя в» друзую, написав» ею въ этой друюй части 
сз обратным» знаком». 

Въ саможъ дёлЬ, пусть данное уравненше будетъ 

ар —6—=е2-- 4... (1) - 

придавая къ обфижь частямъ по — с%, имфемь, ы. 

ах —ср—ф—ех—с5-|-4, или а —с—6=—-а... (2) ; 

причем, на основаши доказаннаго начала, ур. (2) эквивалентно (1)-му, При- 
давая, затмъ, къ.обфимь частямъ ур. (2) по -- 5, находимъ 

аз —с&—6--5=Ь--4, или ах—с#=Ь--а... (3), 

причемь это ур. эквивалентно (2)-му, а слёд. и (1)-му. 
Сравнивая ур. (3) съ (1), замёчаемь, что члень сх перешель въ первую 

часть съ знакомь —, жежду тбмь какъ во второй части ур. (1) этотъ членъ г 
нифль знакъ -|-, члень © перешель во вторую часть съ знакомь -|-, между 
тфмъ какъ въ первой части уравнешя этому члену предшествоваль знакъ —. 
Отсюда выводится заключеше: перенося члены изъ одной части уравнешя въ 
другую, слфдуеть у переносимыхь членовь мфнять знаки на противоположные. 

256. Ольдствие П. — Всякое уравнене можно привести къ виду 

Р—=0; 
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Въ самомь дфлЁ, перенеся вс зы изъ второй части И пер- 
ую, очевидно, будехь иифть во второй части 0. 

Напримбрь, Я 
. 4а— 12-2 =32—6 
_ эквивалентно уравнению 

42° —10#-- 8—0. 

‚Если имфемъ уравнене первой степени съ однимъ неизвфстнымъ, “то пере- 
_  еся вов члены въ первую часть и сдфлавъ приведеше, дадимъ такому ур— вю 

__ ВидЪ 
7 ах-- 6 — 

ва ань суть выражены, не содержашия 2. Это и есть, слёд., самый к 
видъ уравнешя первой степени съ однимъ неизвфстнымъ. 

Точно такъ же уравнеше 

аай-- фа --е=0, ‹ 

въ которожь а, Бис не зависять отъ 2, есть самый общ видъ Урны . 
второй стешени съ однимъ неизвестным. ь 

Уравнеше 
ал? -|- 622 -- св а=0 

представляеть общей видъ ур—Шя третьей степени съ однимь неизвфствыхь. 
Наконець, уравненю 

а 

^ воть общёй видъ ур— в эи-ой степени съ 1 неизвъстнымъ. 

257. Слъдствие Ш. — Можно перемънить знаки у всъхь членовь 
Уравнешя на обратные. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть дано уравнеше 

19—72=5—42... (1) 

"Замфтимь прежде всего, что воегда можно переставить засти уравнены, т.е. 
написать вторую часть уравненя влфво оть знака равенства и наобороть; ибо 
очевидно, что ур—ше \ = №, эквивалентно ур-ню №==М'). Одфлавь это, 
найдемь 

5 —42= 19 — 7х. 

_ Залбаь перенесемь члены второй части въ первую и наоборотьз получимь — 

—19-72=—5--4=... (2). 

_ Сравнивая это ур. съ (1), зажфчаемь, что оно отличается отъ (1) знаками 
при р членахъ. 

ай 



258. Второе начало. Помножеивь объ части уравненёя на, одно и то же 
количество, получимь уравнеше эквивалентное данному, если только взя- 
зтый множитель не есть ни нуль, ни безконечность, и не содержить 
мемзеъстнаио. 

Пусть дано уравнене 

А=В... (1), 

и М — количество, не равное ни 0, ни © ин не обращающееся ни въ 0, ни 
въ со. Требуется доказать, что при такомь ограниченйи относительно М, урав- 
неше 

А.М=В.М... (2) 

эквивалентно уравненшю А == В, т.-е. что всяк корень перваго удовлетворяеть 
второму и наоборотъ. 

Для удобства доказательства замнимь уравнешя (1) и (2) имь эквива- 
лентными 

А-В=0... (О и (&—В).М=0... 1 

ур. (1) эквивалентно (1)-му и (И) (2)-му, ибо перенесеше членовь изъ одной 
части въ другую приводить всегда къ ур—мъ эквивалентнымь данным. 

Итакъ, докажемь, что (1) эквивалентно (П)-му. 
1. Пусть 2 = будетъ однимьъ изъ корней уравнешя (1); это значить, что 

при подстановкв @ вибсто 2 въ ур. (1), это ур. обращается въ тождество, т.-е. 
А— В — въ нуль. Подставимь теперь @ вмфето 2 въ ур. (П); при этомь А— В, 
какъ уже знаемь, обратится въ 0; а произведеше двухь множителей: А — В 
и М, изь коихь одинъ равен нулю, само равняется 0, если только другой 
иножитель не обращается въ ©°; но, по условно, М не есть и не обращается 
въ со, сл. произведеше (А— В) М, при х==а, дЬйствительно обращается 
въ 0, а ур. (1) вь тождество 0 = 0. Значить 2 == а служить корнемь 
ур—ия (П). 

2, Пусть #==8 есть одинъ изъ корней ур—вйя (П); это значить, что при 
подстановкв В вифсто 2 въ ур-ше (И) произведене (А —В)М дёлается ну- 
лемъ; но чтобы произведеше двухь множителей было ==0, необходимо, чтобы 
одинъ изъ множителей равнялся 0, и какъ М, по условию, не есть 0, то А--В 
должно обращаться въ нуль. Итакъ, при подстановк® В вифсто 2, выражене 
А — В обращается въ 0, а сл. х=8 служить корнемь и (1) уравнешя. 

Итакъ, мы доказали, что при сдфланномь ограничеши относительно М, вся- 
Е корень 1-го уравнешя служить корнемь и втораго, и наобероть; & слЪд. 
ур—шя (и и) эквивалентны, и одно изъ нихъ можеть быть замфнено дру- 
гиъ. 

259. Можно раздфлить 006 части ур—Шя на одно и то же количество М, 
зашь бы оно не было = ни нулю, ни безконечности; полученное ур. будетъ 
зкзизалентно данному. Въ самомь дьлЬ, раздфлить на М — все равно что по- 

1 
жзожать ва 55; НО если М не есть О или ©, тол. не есть ни со, ни 0; в М: М ы 
та50@ ивожитель, по доказанному, приводить къ эквивалентному съ даннымь 
равненю. 

260. Приложение. На этомь началВ основано уничтожене дробей въ 
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уравнены, когда знаменатели этихъ дробей не содержать неизвфстныхь. Пусть, 
напр., требуется освободить оть дробей уравнеше 

ЧЕ 3_ Тр 
—4=8Н . (0). 

Для этого нужно помножить 06$ части ур— я, или, что то же, вс члены 
ур— м на наименьшее кратное знаменателей, и затЪмъ въ каждомь член® со- 
кратить общихь множителей числителя и знаменателя; такъ какъ каждый зна- 
менатель входить множителемь въ составъ наименьшаго кратнаго, то очевидно, 
что указаннымь сокращешемь всф дробные члены будуть приведены къ цфлому 
виду. 

'Нанменьшее кратное знаменателей ур—вм (1) есть 2 Х 3 = 24; умно- 
жаемь вс члены на 24; нифемь 

72х34 3х4 4, 5х 
8 би. ВЕ. С: 

или, сокращая первую дробь на 3, вторую на 4, третью на 6 и четвертую на 
12, находимъ 

ЖЗ—3Ж6=4-Е52Ж2 
иди, наконець 

215 —18=4-+- 105... (2), 

Это ур. (2), по доказанному, эквивалентно (1)-му, ибо множитель въ дан- 
номъ случа не содержалъ неизвфстнато, поэтому онъ не могъ изифнять своей 

величины, & слЬдовательно и не могь обратиться ни въ 0, ни въ со: это была 
конечная величина 24. 

Возьмемь еще примфръ: освободить отъ дробей уравненю 

2: & 
а-ь афь 

Наименьшее кратное знаменателей — 40 (а — 6) (&«--0); умноживь на него 
веВ члены уравнешя, получимъ: 

(и--а)а6а —) а | @— 54—49 6-40 и ео АСВ м 
а 4—5 

__ 26а —6) (а) 
а — 

° бовративь дроби, по порядку; на 6, а а-—Ви а-—-%, получимь: 

(#-- а) а (а*— 53) -|- (# —6)6 (а — 9) = 2.45 (а--Ъ) — хаб (а— 5). 

Такъ какъ множитель въ данномъ случаз == ав (а* — 63), т.-е. количеству, 
не зависящему отъ неизвфстнаго, то послфднее ур. эквивалентно данному. 

261. Случаи, когда множитель равенъ безнконечности, нулю или же со- 
держить неизвЪстное. 

При доказательств® предыдущей теоремы мы сдфлали отраничеше относи- 
тельно величины множителя М, разумя подъ М количество опредфленное, не 
равное ни 0, ни 5, и не зависящее оть неизвфстнаго. При такомъ ограничен 
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. уравнене, полученное по умножеши на М, всегда эквивалентно данному. Раз- 
смотримъ теперь’ случаи: М = ©, М==0, М содержитъ неизвфстное. 

учай: М — <. — Въ этомъ случаф уже нельзя утверждать, что всяюй 
корень ур—вйя (1) удоваетворяеть и П-му, потому что, хотя А — В и равно 0, 
но (^—В).М, принимая теперь вдъ ОХ со, не необходимо равно нулю. 
Но всякое рёшеше ур—шя (П) необходимо будетъ удовлетворять и 1-му; въ 
самомъ дфлВ, (\— В).М должно быть нулем, но какъ М==<, то необхо- 
димо, чтобы было А —В=0. 

Случай: М—= 0. — Въ этомъь случаф всякй корень ур— ня (1) необходимо 
удовлетворяеть П-му, такъ какъ при А—В==0, первая часть ур—нйя (И) 
обращается вь О ХО. Но не всякй корень П-го ур. будеть необходимо удо- 
влетворять и |-му, потому что (А —В).0 равно 0, хотя бы А — В и не было 
нулежъ, 

Случаи, когда М зависить отъ неизвфстнаго. — Если множитель М есть 
выражен, содержащее неизвфстное, то при нфкоторыхь частныхь значешяхь 
послёдвяго оно можеть обращаться или въ 0, или въ ©5; напримфръ, если 

М=-|- 2, то при #=—-2, М дфлается нулемъ; если М; щи 

4 =1, М обращается въ со. Разсуждешя, служивиия намъ при доказательств 
теоремы, опять становятся неприложимыми, и мы не въ правф утверждать, что. 
по ужножени будемь имфть уравнене эквивалентное данному. Вопросъ этоть 
требуеть, поэтому, особаго изслфдованя, которое, въ видахъ ясности, подразд®- 
лаемъ ва три случая. 

1. Выраженя х —Ви М цфлыя относительно неизафстнаго. — Кром 
того, звачешя х, обращающия М въ нуль, пусть не обращаютъ въ нуль А — В. 

Доказать, что ур— ня 

А—В=0... (1) и М(А—В)=0... (2) 

ие эквивалентны одно другому. : 
Здфсь прежде всего необходимо замфтить, что ур. РО, гдф Р — цвлый 

относительно 2 многочлень съ конечными коэффищентами, не можеть имфть 
безконечнаго корня, ибо цфлый отн. 2 многочлень съ конечными коэффищен- 
тами обращается при х==<0 въ ©, а не въ нуль, какъ требуетъ ур. Р=0. 
Слфдоват,, уравнеше (1) нифеть конечные корни; въ частности, нзкоторые изъ 
нихь могуть быть нулями. Переходимъ къ доказательству теоремы. 

Веяюй корень ур—шя (1), обращая А — В въ нуль, дЪлаеть нулежь мно- 
жителя А —В въ ур—ни (2); выражене же М, какъ цфлое относительно 2, 
при корняхъ ур— я (1), какъ конечныхь количествахь, не можеть обратиться 
въ ©, а будеть конечнымь количествомъ. Поэтому, произведене М (А— В) 
обратится въ нуль, а ур. (2) въ тождество 0 =0. 

Итакъ, всяк корень ур—вя (1) удовлетворяеть и ур—нйю (2). 
Но корни ур—вя (2) не необходимо удовлетворяютъ и ур—нйю (1); Въ 

сажонъ длЬ, кромф значенй 2, обращающихь А— В въ нуль, ур не (2) 
`довлетворяется еще такими значенами 2, при которыхь М обращается въ нуль, 
ибо эти значеншя, какъ неравныя со, не могутъ обратить А — В въ ©. Н, 
зназешя т, обращающя въ нуль выражеше М, по условшю, неё обращають въ 
нуль количество А — В. Значитъ, этоть второй родъ корней ур—вя (2) ие 
Удовлетворяеть первому уравненю, такъ что ур—в@ (2) имфеть большее 
число корней нежели (1), и слфдовательно, ему пе эквивалентно. 
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Заключаемь, что въ разсматриваемомь случаё умножеше ур—вя на мно- 
житель, зависящий оть неизвфетнато, приводить къ ‘уравненйо, ичфющему лише 
корни сравнительно съ даннымъ, при чемъ эти лишние корни суть тт зна- 

ченая неизвъетнало, при которыхь множитель М обращается в нуль. 

ПримзрЪ. — Пусть дано ур— ше 

21—4=85—6, 

корень котораго есть 2=2. Умноживь 0обф части на х— 1, найдемь новое 
уравнене. 

(22—4)(&—1) =(3#—6)@—1). 

Значеше 2==2, удовлетворяющее первому, удовлетворяетъ и второму ур— ню, 
ибо обращаеть об его части въ 0. Но легко видЪть, что второе ур— ше обра- 
щается въ тождество и при 2==1, слфд., имфеть еще корень =1, ие удо- 
влетворяющИй первому. Заключаемь, что второе ур—н не эквивалентно первому: 

1. А — В — выражение цфлое относительно неизвЪстнаго, М — дробное.— 
В этомъ случа уравнешя 

А—В=0... (1) и МА-В=0... (2) 

не необходимо эквивалентны: Ур—#е (2) может» не удоваетворяться нп 
которыми корнями ур—тя (1) 

Вь самомь дл, пусть 2= а будеть одинъ изъ корней ур— ня (1). 0бра- 
щая, при подстановкВ во (2), множителя А — В въ нуль, корень этотъ можеть 
обратить М въ со; тогда первая часть ур— нм (2) приметь видъ хо, по 
это выражене можеть и не быть нулем. Такижь образомь, умножене ур— и 
можеть въ разсматриваемомь случаВ повести къ потерь иЪкоторыхь корней; 
эти теряемые корни суть ть значешя неизвьстнаю, которыя обра- 
эцають множителя въ безконечность. 

ПримзрЪ 1. — Пусть данное ур. будет 

(2—1) (@&--2)=0... (1). 

Корни его, какъ легко видфть, суть: &=1 и 2”=— 2, Помноживь 

ур— ше на „т, получимь 

1: (&—1) (#2) =0... (2). 

Подетавивъ въ это ур—не 1 вибсто 2, замбчаемь, что оно принимаеть видъ 

©®х0=0. 

Если теперь истинное значене неопредфленности © Х0, при #=1, будеть 
0, то ==1 будеть служить корнемь ур—вя (2); въ противномь случа, Ур. 
(3) не имфетъ корня равнато 1. 

Для раскрыта неопредфленности 2 г ея сокращаемъ дробь на 2—1, 
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и затбмь въ полученномь выражеши х--2 полагаень х==1: въ результатв 
находнмъ 3. Значить ур. (2), при < =1, береть видъ 

3=0, 

и потому 2==1 не есть его корень. 
Но 2==— 2 служить корнемь и ур— ния (2). Итакъ, вслфдстые умноженя 

на М дробное, ур— ве потеряло одинъ изь корней, равный тому значению не- 
извфстнаго, при которомъ множитель обращается въ со. 

ПРимЗРЪ П. — Пусть данное ур— не будеть 

2? -|- 12—72, 

‘имфющее корни 27 = 3 и 2” = ЕЕ 

Умноживъ 06 части в, 2 находнитъ 

#-12 1: 2—1. 12 1 0, шк их (3) —4)0. 

Это ур— ше удовлетворяется значешемь 2 ; 
ходим © х0=0; и какъ истинное значеше неопредфленности <> ХО, при х: 
&—3, есть —1, то второе ур. не имфеть корня = 3. Здфеь опять отъ умно- в 

жешя на, ве. 3 №-— 1 потеряло корень 3, т.-. равный тому зав. не- ь 

ее. неа обращаеть множителя въ ©. 
Ш. А — В — выражене дробное относительно ан 
Мы видфли, что когда въ случа М цфлаго было и А — В— цвлое отно- } 

сительно 2, то ур—вше М(АШ— В) =0 имфло больше корней зЪмъ ур—не ; 
А —В—0, и этими лишними корнями были т% значеня неизвфстнаго, при 
которыхь М обращалось въ нуль. Но если, при цфломъ М, А — В будетъ дроб- 
ное, то уже нельзя утверждать, чтобы ур—не М (А — В)=0 удовлетворялось 
и вебми корнями у—шШя М=0; ибо можеть случиться, что ифкоторые изъ 
корней ур- я М=О обратять А — В въ <®, и тогда произведеше М(А— В) 
не необходимо будетъ нулемъ, но можеть быть и отличнымъ отъ нуля. Это зна- 
чить, что умножеше на М, въ данномь случаф, хожеть и не ввести посторон- 
ВИХЪ ршенй; иначе говоря, можетъ получиться ур. эквивалентное данному. >” 

262. Случай дробнаго ур—шя и цфлаго множителя особенно важень, ибо 
онъ встрёчается при освобождени ур—вя отъ дробей; поэтому мы должны раз- ) 
смотрёть съ особеннымь внимашемь веф представляемыя имъ обстоятельства. 

Приэтомъ, для большаго удобства, предположихь, что всё члены переме- 
сены въ первую часть, приведены къ общему знаменателю и соединены въ одну 

дробь о тдв Ри ФШ— цблые относительно 2 полиномы. Ур. приметь видъ 

4. Но подставивъ 2=3, на- 

оно всегда м. б. приведено къ этому виду. 
Ршить это уравнеше — значить найти для неизвфстнаго таюмя значения, 

при которыхь дробь Г обратилась бы въ нуль; но дробь можетъ обратиться 

въ нуль только при слфдующить обстоятельствахь: 

. О 



1. Если числитель обращается въ нуль, а знаменатель при этом остается 
отличнымь отъ нуля. 

2. Если знаменатель обращается въ безконечность, а числитель не дфлается 
безконечностью. 

3. Если числитель и знаменатель обращаются: оба въ нуль, или же оба 
вЪ 00, но истинная величина полученныхь неопредфленныхь формъ равна 0. 

Разберемь эти обстоятельства. 

1. Во-первыхь, числитель обращается въ нуль при значешихь 2, равныхь 
корняжь ур—ня Р=0. Поэтому, прираввявъ числителя нулю, опредфляенъ вс№ 
корни уравнешя Р=0. ЗатЬмъ, каждый изъ найденныхь корней подбтавляемъ, 
въ знаменателя (: всф корни урны Р==0, не обращающе знаменателя (@ 

въ нуль, обращаютъ въ нуль дробь ГУ поэтому удовлетворяютъ данному урав- 

нентю о=0; если, же при какомъ-либо корнф х—а ур—шя Р=0 и знаме- 
р 

натель 9 обратится въ 0, такъ что дробь с приметъ неопредфленный видъЪ ° 

нужно будетъ найти истинное значеше этой неопредфленности; если это истин 
ное значеше будеть нуль, то х==а удовлетворяеть данному ур—нйю; если же 
истинная величина неопредфленности, при 2==а, будетъ отлична отъ нуля, 
корень @ слёдуеть отбросить. 

2. Во-вторыхъ, такъ какъ знаменатель { есть полиномь цфлый по букв 2, 
то онъ можеть обратиться въ с только при х=—=5%; но при этомъ и числи- 

тель, какъ цфлый полиномъ относительно 2, также обратится въ со, дробь же 

9 ‘Риметь видъ 5; истинная величина этой неопредфленной формы будетъ 

нулемъ только тогда, когда степень знаменателя выше степени числителя. Въ 

этомъ, и только въ этомъ случа, ур. 5 —0 будеть имфть безконечный корень. 

Это изслВдоваше приводить къ слфдующему заключеню: для рёшеня ур— 
я, содержащаго неизвстное въ знаменателяхь дробей, собираемь всф члены 
въ первую часть, приводимъ ихъ къ общему знаменателю и соединяемь въ одну 
дробь; приравнявъ числителя этой дроби нулю, рёшаехъ уравнене Р==0. Если 
окажется, что ни одинъ изъ корней этого ур. не обращаетъ знаменателя @ въ 
нуль, то заключаем, что ур. Р==0О эквивалентно данному, если оставить въ 
сторон безконечные корни. 

Вели же окажется, что какой-либо изъ корней ур—вшя Р==0О обращает 

_ и знаменателя Ф въ нуль, то истинная величина дроби с при этомь частном 

значени 2 покажетъ, слфдуетъ ли его удержать или отбросить. 

Приведемъ нфсколько примфровъ въ поясневше этого правила. 

ПРиизРЪ 1. РЕШИТЬ уравневе 

@—122+2)е—9Э 
еее 0...) 

Приравнивая числителя нулю, рёшаемь уравнене: 

(#1) и-Э=0.. . (2) 



х пы (2— 1)*. (2-2) (2—3) обращается въ О при х=1, при 
— 2 ипри == 3. (лёд. (2) иифеть три корня. 

2 1". 

_ _  Подставляемь каждый изъ нить, поочередно, въ знаменателя. При 2=1 

_ знаменатель обращается въ 0, а вся первая часть въ 0: но сокративъ дробь. 

на #—1, и положивъ затфиъь х==1, находимъ, что истинная величина пер- 

вой части ур—ны (1) есть 0. Заключаемь, что 2” = 1 есть одинъ изъ корней 
ур ( } 

При 2==— 2, знаменатель снова обращается въ 0, а первая часть ур— ня 

(1) въ о; но истинная величина этой неопредфленности, при 2==2, есть ©, 

_ слыл, корень 2” — — 2 не удовлетворяеть данному ур— ню. 

Наконець, корень 2” = 3, обращая числителя въ 0, знаменателя— дфлаеть 
конечныхь, а потому удовлетворяеть ур— ню (1). 

„Замфчая, наконець, что степень знаменателя ур. (1) выше степени числи- 
теля (числитель 4-й степени относительно 2, а знаменатель 6-й), заключаемь, 
что данное ур. нуфеть еще безконечный корень. 

Итакъ, данное ур. имфеть три корня: 

13 и >. 

Примеръ П. Ршить уравиеше 

у РИ 1 
т ет ЧЬИ 

Собравъ всф члены въ 1-ую часть и соединив ихъ въ одну дробь, най- 
демъ уравнене 

в или, разложивъ числитель на множители и умноживъ 06$ части на —1, полу- 
—_ мм 

=—@—6) 
о ЗОВ @—1 = 0. 

 Приравнивая числитель нулю, находихь уравнене (= — 1) (#— 6) =0, ко- 
торов имфеть, какъ легко видфть, два корня: 2—1 и 2”—6. Изь нихъ вто- 
рой, какъ обращающ!й знаменателя въ конечную величину 5, удовлетворять г. 

о данному уравнению. Первый же, т.-е. 1, обращаеть дробь #09 въ о 

: истинная величина этой неопредфленности, при 2==1, есть и а сл. 
корень 2—1 не удовлетворяеть предложенному уравнению. 

Наконець, и а не иифетъь безконечнаго корня, ибо степень чиели- 

_ теля дроб 2—8 

Итакъ, данное ур. нфеть одинъ корень: 2 =6. 



РЪшене уравненйй 1-й степени съ однимъ неизвфетнымъ. 

263. Доказанныхь началь совершенно достаточно для рёшешя уравненй 
первой степени съ однихъ неизвфстныхь. Механизиь рёшешя укажемь на н- 
сколькихь примбрахъ. 

ПРимвРЪ 1. Рышить уравнеше 

у 2 бе 4-45. 

Освобождаемь уравнеше оть дробей, умножая 06 части его на общаго зна- 
менателя 12; получимь 

7Х12 _=х12 РОЗ” Ари, 

или, по сокращеши, 
14 — 32=48—20. .. (2). 

Перенеся, затВмъ, неизвфстные члены въ первую часть, а. известные во 
вторую, найдемъ ур. 

202 — 3х =48 — 14; 

сдфлавши приведеше въ той и другой части, 

175=34;. .. (3); 

наконець, раздфливши 06% части на коэффищенть 17 при неизвфстномъ, имфемть: 

«—м ми 2—2): ... (4); 

Уравненя (1), (2), (3) и (4) всф эквивалентны между собою: въ самомь 
дЬлЬ, каждое изъ нихъ мы выводимь изъ предыдущаго или умножешемь, или 
дбаешемь обфихь частей на одно и то же число, или перенесещемь членовъ 
изъ одной части въ другую; а вов эти преобразовашя ие измфняють корней 
ур—ня. Но ур—не (4), очевидно, можеть быть удовлетворено лишь величиною 
2 равною 2; сл6д, 2 служить и корнемь уравненя (1), эквивалентнаго (4). 

Изъ предыдущаго выводимъ слфдующее: 
Общее правило. Для ршешя уравненя первой степени съ однимъ не- 

извфетнымь нужно: 

1. Освободить ур--не от» дробей, если таковыя импются; 

2. Перенести вс члены, содержащие неизвъстное, въ одну часть, 
а всъ извъстные члены въ друцую; 

3. Одълать приведене подобныхь членовь, т.-е. вс члены, содер- 
‘жашие нензвьстное, соединить въ одинь члень, а также и члены из- 
втъетные; 

4. Раздълить объ части полученнаю так. обр. уравненя на коэф- 
фишенть при меизвпотномь; частное и будеть корнемь предложеннаю 
‘уравненя. 



ПРИМЪРЪ П. Рёшить уравнеше 

Ре) 16 1@--3). 
Умноживъ 06$ части на 12— общаго знаменателя дробей, получимъ 

624 1-44@--2)=192—3(#-3); 

раскрывъ скобки, найдемъ 

62-6 4=--8=192 —3#—9; 

сдфлавъ приведеше въ каждой части уравнешя, получимъ болфе простое ур — ие 

105-14 —=183 — 3х; 

по перенесеши членовъ, имфемъ 

10#-- 32 = 183 — 14, 
по приведен: 

13 — 169. 

Отсюда, раздфливъ об части на 13, имфемь 

#—13. 

Повърка. Подставивъ вмфсто 2 въ данное ур. 13, получимъ 

13-1 
2 НЕТ а8--2)-=16—1(18--3), ман 7-Е 516 — 4, а 1219, 
Слфд. найденное рышеше въ самомь дфлф удовлетворяеть данному урав- 

нентю, 
ПрихзРъ Ш. Р&шить уравнеше > 

бе—9— 12—10. 

Освободивъ отъ дробей, получимь 

155—217 —4%2=215— 57; 

по перенесешы членовъ имфемъ: 

152—452 — 211=27—57; 
по приведенти: 

— 105 = — 30. 

Умноживъ 06% части на — 1, найдемъ 

105 = 30; 
откуда 

&=3. 
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Повфрка не представляеть никакого затрудненя. 
Примфръ Ту. Рёшить уравнене 

62-7222 22-1 @) 
о ы: ТБ РеЙ 

Умножаемь 0бф части на 15(72—6) и рьшаежь получение уравнене; 
если найденный корень не обращаеть въ нуль знаменателя, то онъ удовлетво- 
ряетъ данному уравненю. Но знаменатель 15(7% — 6) обращается въ нуль при 

Ш==я; сл. если корень освобожденнаго отъ дробей уравненя будетъ отличенъ, 

отъ Е онъ удовлетворяетъь предложенному ур— ню. 

Освобожденное отъ дробей ур— не есть 

(6#-- 1)(12—6) — (22— 2)15 =3(22-- 1)(72— 6) 

или, собирая вс члены въ первую часть и въ двухъ изъ нихъ выводя за. 
скобки 72 — 6, находиь 

(71—6).4— 30 (5—1) =0, пли 

282 — 24 —30%-- 30 =0, или 

—22=— 6, откуда 

&=3. 

Итакъ, данному уравнению удовлетворяеть значеше 2, равное 3, въ чемь не 
трудно убфдиться повфркою. 

ПРимфРъ У. Рёшить уравненю 

1 2 Е У 
аа Ра Рибера“ эВ’ (0 

Для нахожденя общаго знаменателя, 'разлагаемъ на множителей знаменатоли 

первой части уравненя; находимъ: 

аа За 2 = (#-- 1-2); 
2 -- 42-3 Рам (#-- 3): 

5-6 = (2-- 2)(2-- 3); 

общёй знаменатель = (2-{- 1)(2-|- 2)(# -- 3). 
Умноживъ 00% части на общаго знаменателя и сдфлавъ надлежания сокра- 

щешя въ дробныхъ членахъ, имфемъ: 

2--3-|- 2-2) аа =4(#--1)(#--2)(2--3) —(9--42=)(=--1)(=-2), 
Или 

За -- 65-3 = 42*-|- 2429 | 442-24 —4ай — Элай — 355 — 18, 

или, по приведени во второй части и но отнятм оть обфихь частей по 322, 
имфемъ: 

бе =9=2--6. .. (2). 



Е ` 
21287 — 

Это уравнене не необходимо эквивалентно данному, такъ какъ оно получено 
умножешемь даннаго на выраженше (2-|- 1)(2-- 2)(2-- 3), содержащее неиз= 

° вфстное. Но если корень (2) не обращаеть въ нуль общаго знаменателя, то онъ 
‘удовлетворяеть и ур вю (1); общ же знаменатель обращается въ О при 
значешяхь 2, равныхь —1, —2 и — 3; поэтому, если корень ур— в (2) 
не равень ни одному изъ этихъ чисель, то онъ необходимо уд—тЪ данному 
ур— нию; если же равенъ одному изъ этихъ чисел, то необходимо дальнфйшее 
изслфдоване. 

Рьшая ур. (2) имфемъ: к 
6х — 95%=6—3 

или 
— 32 =3, 

откуда 
#=—1. 

Перенеся всф члены даннам ур—ня въ первую часть и соединивъ ихъ въ 
одну дробь, имфемъ 

—3=2—3 Г Зе 
еее ми (роет ® 

Первая часть, при < = — 1, обращается въ б но, сокративь на 2-1, 

и положивь затВиь 2 = — 1, найдежь 

—3 
—5, что не=0, 

сад. 1 не есть корень даннаго ур—ня. Но какъ степень знаменателя дроби 
—3@-+1) 

@=. $ у 1 р. им =. @-0е +529) В отомени числителя, то данное ур имбегь корень 

Примъръ \1. Ршить уравнене 

22--76 _ 24а 
За--ь еп ЕТ 

Умноживъь 00$ части на общаго знаменателя (2а-|-6)(2а —6), найдемь 

(22-1004 —0 — (24-5 Оба) + (#-радба-Е), 
или, выполнив указанных дЬйотвЁя, 

р 4ах -- 14а6 — 265 — 163 = 4а* — 9? -|- 25 -- 24-е -р аб, 

а по перонесещи членовъ, 

4ах — 2х — 2ах — 65 = 4а* —-|- 2а*-|- а — 14а6-|-16*, нли 

(2а — 36) 2 = 6а* — 136 -| 662, откуда 

„_— 6 — 1306 -- 6 
о 4-% 



Совершивъ дфлене, найдемъ окончательно 

&=3а— 35. 

Бели значешя, данныя буквамь @ и ©, обращають одного изъ знаменателей 
въ пуль, тогда мы уже не имфли бы права умножать ур. на произведеше 
(2а-- 5)(2а— 5), какъ равное 0; но въ этомъ случа самое ур., содержа дробь 
съ знаменателемь равнымъ 0, пе имфло бы. никакого смысла, 

ПримъРЪ УП. Решить уравнене 

1 6 2 3 

а = =0... (1). 

Приводя къ общему знаменателю, имфемтъ: 

(г За)(2—2а)(и—а)--2(#—6а)(#—2а)(#—а)-+3(2—6а)(=-- За) (#—а)—6(2—ва) (-Е За) (#2) 
(2— ба) (= За(х—2а)(#—а) =0; 

Числитель м. 6. упрощенъ; вынося въ первыхъ двухъ членахь общёй множи- 
тель (2 —24)(— а), а въ двухь послфднихь 3(2 — ба)( - За), найдемь, 

(в—2а)(#—а)[х-- За-|-2%—12а]-|-3 (&— 6а)(2-|-3а) [2 —в— 2%-|-4а]= 

(1 — 2а)(х — а)(3< — 9а) -|-3(х — ба) (#-- 3а)(— &-{ За) = 
3(% — 24)(5 — а)(< — За) — 3(2 — 6а)(= -| За)(х — За) = 

3(2 — 3а)[ (2 —2а)(2 —а) — (2 — 6а)(х + За)] = 3(& — За) Х 20а. 

Уравнеше принимаеть, поэтому, видъ, 

Числитель обращается въ О только при 2 — 3а; и вакъ это значеню 2 не 
обращает въ нуль знаменателя, то оно уд—тъ и ур—нию (1). Кром того, 
данное ур. иметь еще безконечный корень, ибо степень знаменателя выше сте- 
пени числителя. Итакъ, ур. имфеть два корня 

я = 34а, и =. 

Повфрка. Подставляя За вифсто 2 въ данное ур., находимь 

1 2 3 6 аи На-ш=0, ви 

что вврно. у 
Подставивъ со вифсто 2, замфчаежь, что каждый члень первой части обра- 

щается въ 0, сл. ур. также обращается въ тождество 0—0. 

Задачи, приводящ1я къ уравнен!ямъ 1-й степени съ однимъ 

неизвфетнымъ. 

264. Рьшеше задачи средствами алгебры состоить изъ четырехь частой: 
1) составлешя уравненй пли неравенствь изъ условй, связывающих 

данныя величины съ неизвфетными; 
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2) рюшеня полученныхь уравненйй или неравенств; 
3) мзсльдованая задачи, т.-е. а) опредфлешя условй, которымъ должны 

‘доваетворать данныя (предполагая, что они изображены буквами), для того 
чтобы задача Фыла возможна; В) опредблешя числа рёшенй въ случаяхь воз- 
хождюсти задачи, ни с) разсмотрёя всякихь представляемыхь ею особенностей. 

зажфтить, что не всякая задача даеть матераль для изслфдованя; 
4} мовьрки найденныхь рюшенй, служащей удостовфрешемь въ правиль- 

зости ршешя задачи. 
Въ этой главЪ мы займемся ршешемь только такихъ задачъ, которыя 

призодять къ уравнешяиъ первой стенени съ однимъ неизвфетнымь; а изслФдо- 
завехь рёшенй займемся въ отдфльной глав, не касаясь пока этого вопроса. 

Что касается составлешя уравненй изъ услоый задачи, то на этоть счеть 
=%ть никакихъ общихь правилъ; все, что можно сказать по этому предмету, 
сводится къ слёдующему: назвавъ неизьфстное (мы ограничиваемся здфоь слу- 
чаежь одного неизвфстнаго) буквою 2, обозначають при помощи этой буквы и 
данныхь задачи всф дфйствя, кака должно бы было произвести надъ ними для 
вовЪркн рёшешя, предполагая, что неизвфстное найдено; такимъ образомъ полу- 
чатся выражешя, которыя, по условшю задачи, должны быть равны: соединяя 
ить знакожь равенства, и получижь искомое уравнене. 

Укажем примфнеше этого правила на нфеколькихь вопросахъ. 

265. Первая задача. Часовая и минутная стръака находятся вмп-- 
сть, показывая полдень. Въ которомь часу произойдет» сльдующая изь 
встрьча ? 

Составлеше уравнешя. Циферблать часовь раздфлень на 60 равныхь 
. частей, каждую изъ которыхь большая стрфлка проходить въ минуту времени, 

и пусть оть полудня до встрёчи стрфлокъ малая стрфлка прошла 2 такихъ, 
дфлешй. Минутная стрфлка, чтобы догнать часовую, должна обойти весь цифер- 
блатъ, т.-е. пройти 60 дфленш, да еще 2 дфленй, пройденныхь часовою, всего 
60-Е дблени. Но въ то время какъ часовая проходить 5 дфленй (оть ХИ 
до 1), минутная стрфлка проходить 60 такихъ дфлени, сл. въ 12 разъ большее 
число ихъ. Изъ этого слфдуеть, что въ одно и то же время путь, пройденный 
минутною стрёлкою, въ 12 разъ больше пути, пройденнаго часовою, т.-6. 60-2 
въ 12 разь больше 2. 

Итакъ, имфемь уравнеше 
60-|-2 = 125. 

Рищене уравненя. Перенеся 2 во вторую часть, находилъ 

60 — 11; 

откуда Е 
&— 228 52 о? 

:. 
Сафх., до вотрфчи стрфлокъ часовая должна пройти и минутн. дфленй, 

т.е. встрфча произойдеть въ 1 ч. 58 мин. 

Повтърка. Пространство, пройденное минутною стрфлкою, должно быт въ 
12 разъ больше разстояня, пройденнаго часовою; и въ самомь дёлВ 

720 60__ 5 5 
65 п:5 п =: н=12. 
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266. Вторая задача. В» трехзначномь числь цифра десятковь вдвое 
болыше цифры сотень, цифра же единиць втрое больше цифры сотень; 
если кь искомому числу придать 396, найдемь число обращенное, т.-е. 
составленное тльми же цифрами какь и искомое, но написанными в 
обратном» порядкъ. Опредълить неизвъстное число? 

Составлеше уравнешя. Пусть цифра сотень искомаго числа будет 2; 
тогда цифра десятковь выразится черезь 22, а цифра единиць формулою 3х. 

Все число единиць въ искомомъ числ будетъ 

1002-- 205-- 32. 

Число единиць въ обращенномь числ будет 

3005 -|- 202 -|- =. 

Придавь къ первому 396, найдежь число обращенное; слдов. 

1002 -{- 20%-{- 3=-|- 396 = 3005 -- 205 -|- 2, 

Ръшеше уравнешя. Отнявъ отъ обихъ частей по 205, собравъ неизвстные 
члены въ одну часть и сдфлавь приведеше, получим 

396 —=198., 
откуда и 

х= тов = 2. 

Итакъ, число сотень искомаго числа равно 2; слфд. чнело десятковъ = 4, 
& число единицъ 6. Поэтому искомое число есть 246. 

Повпрка. Придавъ къ найденному числу 396, должны получить обращенное 
число, т.-. 642; и дЪйствительно 

246 —- 396 = 642. 

267. Третья задача. Деа капитала составляють в5 совокупности 
167280 руб. Первый, помъщенный на 4%),, принесь бы въ 8 м. при- 
быль вдвое большую той, какую можеть принести второй капитал», 
помъщенный на 5%],, в 7 мтсящевь. Опредълить оба капитала? 

Составлене уравненя. Пусть первый капиталь =; тогда второй бу- 
деть = 167280 ——2 руб. Каждая сотня перваго капитала, принося въ 1 годъ 

4 руб. прибыли, дасть въ 1 ибеяць < въ 3 убсяца аа или 1 руб.; сад. 

каждый рубль перваго капитала принесеть 5 руб. прибыли, а 2 рублей — 

Е 05 

Такииъ же точно образомь найдемь, что капиталь 167250 —4 р., при 
5°/, дасть въ 7 мфсяцевъ 

(167280 —2)Ж5Ж7 (167280 —4) х35 
2 хе = Оха РПО 

та 
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Ръшене уравненя. Освободивъ это ур. отъ дробей, нифемъ 

125 = 167280 70 —170х, 

12х-|-702==167280 Х 70, 

82% —167280 Ж 70, 
167280 Х 70 И = 149800 р. 

Итакъ: капиталь, помбщенный на 4°/, — 142800 р.; капиталь, помф- 
щенный на 5, — 167280 — 142800 = 24480 р. 

142800%3Х4 __ 
`Повърка. Прибыль, приносимая первымъ капиталомъ, равна 18х10 — = 

—1428 р. вторымь — О 2" —= 1714. Дъйствительно, 1428 больше 714 
въ 2 раза. 

268. Четвертая задача. Лисица, пресльдуемая собакою, находится 
впереди посльдней на 60 своихь скачковь, и дълаеть 9 скачковь вь то 
время, въ какое собака дълаеть только 6; но 3 скачка собаки равны 
7 скачкамь лисицы. Сколько скачковь должена сдълать собака, чтобы 
долнать лисицу? 

Когда въ задачв рЬчь идеть о разстояняхь, полезно изображать ихъ ли- 
иНяхи; отимъ путемь мы яснфе представихь себ зависимость между величинажи 
я скорфе съумфемь составить ур— не. 

Предложенная задача представляеть примбрь этого рода. 
'оставлене уравненя. Пусть № (см. черт. 3) означаеть ифето, въ кото- 

фожъ находится собака; 0 — мфето, въ которожъ въ тоть же самый моменть 
затодится лисица; М — точка, въ которой собака настигаеть лисицу. Пусть, з4-- 
т®жь, собака должна сдфлать 2 скачковь, чтобы догнать лисицу, т.-6; чтобы 
аробфжать разстояше ММ. 

Выразииь черезь 2 число скачковъ, которое должна сдфлать лисица на 
фажтояни 0М. Въ то время какъ собака дфлаетъ 6 скачковъ, лисица двлаеть, 

этъ 9, сл. пока собака дфлаеть 1 скачекъ, лисица дфласть б ши 5 скачка; 

зеотому, въ то время какъ собака дфлаегь 2 скачковь отъ № до М, лисица 

<ябааеть х разъ 5 или 5 скачковь оть 0 до М. 

Итакъ, на одномъ и томь же разстояни №М, собака дьлаеть 2 скачковъ, 

з зжаца 60-|- - (60 скачковъ на разстояни отъ № до 0). 

Шражемь скачекъ лисицы за единицу хфры; тогда разстояе ХМ, выра- 

женаке въ этить единицахь, будеть 1 Х [во м или 60 ее принятыхь 

единикъ. 
Съ другой стороны, 3 скачка собаки равны 7 скачкамь и сл. 1 ска- 

чекъ собаки — 5 скачка лисицы; а потому 2 скачковъ собаки = принятым 
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единицамъ: это другая формула, выражающая разстояше УМ въ тфхъ же еди- 

ницахъ, какъ и формула 60 т: 

Приравнивая одну формулу другой, ихфемь ур—не 

7% 32 =. 

Ръшене уравнешя. Освобождая ур. оть дробей умножешемь обфихь ча- 
стей на 6, получаем 

14% —=360 -{- 95, 

— 360, 

Итакъ, собака сдфлала 72 скачка, чтобы догнать лисицу. 
Повтрка не представляеть затруднений. 

269. Пятая задача. Два потзда выходять одновременно со станшй 
А иВи идуть на встръчу дру друцу; первый все разстояще АВ мо- 
жеть пройти в5 4 ч. 20 м.; второй на прохождеще тою же пути 
употребляет» 3 ч. 30 м. Разстояне оть А д0 В равно 211 верстамь, 
„На какомь разстояни оть А оба зотьзда ‘ветрьтятся, полая, что 
каждый движется все время сь одинаковою скоростью? 

Составлен уравнемя. Пусть будеть < искомое разстоянйе, т.-е. число 
версть отъ А до мфста встрфЧи; разстояше отъ мфета встрфчи до В равно, ^ 
поэтому, 211 —2. Такъ какъ оба пофзда выходятъ со станщй одновременно, 
то до вотрЪчи они находятся въ дорог одинаковое время; выразивъ эти вре- 
мена и приравнявъ полученныя выражешя, и найдемь искомое уравнен. 

Первый пофздь въ 4 ч. 20 м. или въ 260 м. можеть пройти 211 версть, 

сл. чтобы пройти одну версту, времени нужно ту мин., а для прохождешя 2 

верстъ, ыы мин. Такимь же разсуждешемь убфдимея, что второму пофзду для 21 
211 — 

прохождешя 211 — 2 версть потребуется и мин. Сл. ур— ще есть 

2602 __ 210 (211 — 2) 
ЗИ 2 ; 

Рилшене уравнешя. Освобождая отъ дробей, имфемъ 

260 — 210 (211 — 4); 

выполняя умножене и перенося члены: 

2605 -- 2105 = 44310: 

4702 = 44310; 

44310 13 
#= то = 9457 версты. 
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Итакъ, встрфча произойдеть въ разстояни 94 версты отъ А. 

Провфрить рёшеше нетрудно. 

270. Шестая задача. Раздьлить 5600 р. между пятью лицами такъ, 
чзобы 2-е имьло вдвое больше 1-0 и еще 200 р.; 3-е втрое больше 
4-0 без» 400 руб.; 4-е полусумму частей 2-0 и 3-ю и еще 150 р.; 
жажомець, 5-е четверть суммы остальныхь четыреть и еще 475 руб. 

Составлеше уравненя. Пусть будеть 2 часть перваго; часть второго вы- 
фазатся формулою 22-|- 200;—3-го 32 — 400. 

АЕ. Е ЕЕ 
Четвертый получить 5 

Сумма частей четырехь первыхь лицъ = 

ж--22-|- 200 -|- 34 — 400 -| р, или 64 — 200 -| НИ 

17% 300 
или нь 

72 — | +3 
Пятый получить, а У 475, т.-е. ед 88. 

По условю задачи части вобхь пяти лищь въ совокупности составляють 
5600 р.; отсюда уравнене 

112—300, 1724-3500 
ЕЕ в = =0600: 

Ръшеше уравненя. Освобождая уравнеше отъ дробей, находим, 

682 — 1200 -|- 17%-|- 3500 = 44800; 

854 = 44800 | 1200 — 3500, 

854 = 42500, 
2105 — 500, 

`Итакъ: часть 1-го ==500 р.; часть 2-0 == 1200; 3-ю = 1100; 4-ю 
==1300; 5- = 1500 р. 

„Повърка. ДЪйствительно, сумма 500-- 1200 -|- 1100 -- 1300 1500 = 
5600. = 
Примъчане. Задача эта приведена какъ примвръ, указываюний, насколько 

зезезаю сокращать и приводить въ простфйпий видъ сложный результать, прежде 
чжъ перетодить къ слфдующему. 

Праводихь примфры съ буквенными данными. 

271. Седьмая задача. Число « раздълить на деъ части, которыя 
чтжосилысь бы между собою какь т: п? 

Составлене уравненя. Пусть первая часть — 2; тогда вторую можно 
выразить при помощи 2 изъ пропорщи 

2 : второй части — т: т, 
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. откуда 
ИЗ 

вторая часть — ,. 

Отсюда уравнене 
] ь па 
г ра 

т 

Рьышенйе уравненя. Учноживъ об части на #1, найдемь 

та -|- пх = ат; 
(т- т) х = ат; 

_ ат 
тя 

Вторая часть = "а". м — и 
5 т т тт ты /. 

Повърка. 06% части должны въ сумм составлять @. 

И дЬйствительно 

та | та та -- па (т п)а 
тт Г т- п т" тп Ы 

272. Восьмая задача. Нькто должень уплатить своему заимодавиу 
нюсколько суммь в различные сроки, а именно: 8 руб. черезь т мтся- 
‘цевь, 8’ РУб. черезь т/ мц., 8” руб. по истечени т’ мтеяцевь, наконець 
8" руб. черезь т”’ мьсяцевь. Заимодавець желаеть получить всю сумму 
з--”-- 8” разомь. Черезь сколько мльсящевь должна’ быть произве- + 
дена эта уплата, чтобы ни та ни друшя сторона не потертьла 
‘убытка? 

Составлете уравненя. Допустимъ, что каждые сто руб. приносять заимо- 
давцу Р ° въ мЪсяць; тогда прибыль, которую заимодавець Пот бы съ 

перваго капитала при упдатв ого черезь 2 мфсяцевь, составллеть м 00 Р-; при- 

быль, доставляемая вторымь капиталомь, при уплат его черезь т м 

равна Тод; третьииь — м и четвертымь 100$ м р прибыль, 
вр 4 „’ 

которую долженъ получить заимодавецъ, составляетъ т о я 
ти 
о р р. Время, по истечени котораго вся сумма $ 5-8" я должна. 

быть р разомъ, должно быть таково, чтобы вся сумма давала прибыль. 
равную вышеозначенной. гы это вреня == ифсяцамь; прибыль, доставляе- 
мая капиталомь з-- 5’ 3”-- 5” по истечени этого времени, составляеть 

: ее Е 
Потому, уравнеше будетъ 

-Ея-Е 8" --5) ра зрт | ри’ в’рт, ирти 

100 100`Г 100 т 100 100 
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Рюшене уравненя. Сокращая 00% части на общато множителя в на- 

Зедячь т Ея) хата "т" 5" т”, 
®ТЕуХА 

отт аи еяити Зее а" 

Повфрка не предетавляеть затрудненй. 

ГЛАВА ХиХ. 

Уравнен!я первой степени съ двумя неизвЪфетными. 

Опредфленя.— Начала и методы. 

273. Опредфленя. Одного уравненйя со многими неизвфстными недостаточно 
‚для опредфлешя этихъ неизвфстныхъ. 

Въ самомъ дл, пусть два неизвстныя 2 и У связаны однимь уравненемь, 
наприм. , 

4х 5у = 12. 

Выражая отсюда 2, имфемь 

откуда видно, что величина 2-са зависить отъ У. самый же У остается вполн\ 

произвольнымь, такъ что ему можемъ давать какйя угодно значеня; такт, по- 
ложивъ +5 

0, находимъ, что @= вхо 52$ 

у= 

Итакъ, одно ур. съ 2 неизвистными имъеть безчисленное множество 
‘ръшенй, и слпд. неопредъленно. 

Если уравнеше содержитъ три неизвЪестныя, то двужь изъ нихъ можно дать 
ироазвольныя значеня, а третье нензвЪстное получить совершенно опредфленное 
звачене; ур. будетъ имфть опять безчисленное множество ршешй. Вообще, одно 
разаене съ нфсколькими неизвестными имфетъ безчисленное множество ршенй 
= вазывается поэтому неопредфленнымь. 

Система совмфстныхь уравненй. Когда н$сколько неизвЪетныхь должны 
лювлетворать одновременно нфсколькимь уравнешямь, то совокупность ур— ий 
<оставлаеть то, что называется системою совмъетных»ь уравненй. 

Простшую систему составляютъ, очевидно, два уравнешя съ двумя ненз- 
вЪСТНЫмИ. я ` 



_ Рюшить систему нъсколькиль уравненёй со мношми неизвьстными, 
значить найти значешя неизвъстныль, удовлетворяющея одновременно 
всъмь уравнензямь. Такъ, система 

42 — Зу= 8, 

7%-—- 2у = 43 

нифетъ р%ёшешемь 2=5, у=4, потому что при этихъ значеняхь неизвфстныхь 
и то и другое уравнешя обращаются въ тождества. 

Двф системы уравнешй называются эквивалентными, если они принимают 
одни и тв же рёшеня. 

Начала и методы. 

274. Начало первое. Если р, 4, р’и 9’ суть количества конечныя, 
т,-е. не равныя ни 0, ни <>, если притомь р4’ — р'4 неравно нулю, то 

_ системы 
о, 
во | (1) 

и 

рА--ЧВ=О |, 
эаревыо |) 

эквивалентны. 

ДоклазатТЕЛЬСТВОо. Въ самомь дфлЬ: 
1) Пусть = и У=В суть рышеня системы (Г): это значить, что при 

подстановкв въ Аи В вифсто 2 количества 4 и вм. у количества 8, Ан В 
обращаются въ нули; но какъ р, 9, №’ и 9’, по условю, конечны, а произве- 
деше конечнаго количества на нуль равно 0, то при тфхь же значешяхь 2 ну 
выраженя р -{- 9В и рА--9В обращаются въ нули. Слёд. = и У=} 
удовлетворяють систем (2). 

2) Пусть теперь 2 =а ин у=Ь будуть рёшеня системы (2), т.-е, пусть. 
при. эгихь величинахь 2 и У выраженя РА -!9В и РА-|-9'В обращаются въ 
нули; въ такомъ случа и выражене 

Ч(РА-аВ) — рА--ч9в). . . (3), 

въ которомь 9’ и 9 конечны, а РА--9В н РА --9В равны нулю, обращается: 
въ нуль; но выражене (3) равно 

(ра’—5А; © 

сафд. и это послфднее равно нулю; но по условю ра’— 2’ отлично отъ нуля, 
слфд. А должно быть равно нулю при 2 —=@ ни у==6. Но тогда и рА= 0, а 
потому ур. рА--9В = 0 обращается въ 9В = 0; акакъ 4 конечно, то должно 
быть В==0. Итакъ рёшешя системы (2) удовлетворяють уравнешямь си- 
стемы (1). 

Мы доказали, что системы (1) и (2) эквивалентны. 
На этомъ начал основанъ 

‹ 275. Методъ уравнивашя ноэффищентовъ при неизвЪстныхъ или методъ. 
сложения и вычитаня. 
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я =. 72-- 4у=176 а) 
& Иа — 948 ©” 2 

Исключимь изъ этихъ уравненй неизвфстное 2; для этого помножимь 0 
части 1-го ур. на коэффищенть 11 при 2 во второмъ уравнении, а 06% части 2-го 
ур. на — 7, т.е. на взятый съ обратнымъ знакомъ коэф. при 2 въ первомъ, 
ур— ни, и полученныя уравнешя сложимъ. Такимь обр. получихъ 

77=-|- 44у = 836 

ды исключешя у изъ системы (1), множимь 06 части первато ур-вя 
| на 9, а 06 части втораго на 4 и складываемь почленно полученныя уравненя: 

з 632 З6у — 684 
} 442 — 36у=1172 

Я 1072 = 856. 

На основам доказаннаго начала, система ур —нй 

107у=535 и 1072—3856... (2) 

_ эквивалентна данной системф; поэтому рфшешя системы (2) будуть удовлетво- 
рать и (1). Рёшая ур—вя (2), находижъ 

= 535 —.5: 

у 

_ Нетрудно провфрить, что рёшеня 

- %=3 и у=5 

дЪйствительно удовлетворяють данныхь уравнешяхъ. 

Отсюда, 
Правило. Для нахожденая одною изь неизвистныль, напр. х, умно- 

‘жаемь данныя уравнёыя на такя количества, чтобы коэффищенты 
пиры друюмь неизвъстномь (у) сдълались равными, но имъли бы про- 
‘тывотоложные знаки; затъмь полученныя новыя ур--шя почленно скла- 
Оыгаеме. Такимь обр. неизвьстное у исключится приведенемь и полу- 
читеся ур—ме сь однимь неизвъстнымь х, которое уже лето отреди- 
аить. Подобным» же образомь найдемь у, исключивши =. 

На практикЪ нужно пользоваться всфии обстоятельствами, ведущими къ упро- 
щеню вычисленй. Пояснимъ это примфрами. 

1. Рышить уравненя. 
52—12 
Зе Зи 71. 



езааве 

Для неключешя У замфчаемъ, что нфтъ надобности множить первое ур. на 8, 
а второе на 12. Въ саможъ дфлф, нани. кратное чисель 12 и 8 есть 24, и для 
того чтобы коэффищенты при У сдфлались равными 24, достаточно первое ур- 
помножить на 2, а второе на 3. Сдфлавъ это, найдемъ: 

107 —24у = 34 
92-24 = 213; 

сложивъ почленно оба ур— вл, найдехъ 

192 = 247; 
откуда 

#=13. 

Умноживъ 1-0е ур. на 3, а второе на — 5, нуфежь 

155 — 36у = 51 
— 152— 40у=— 355; 

сложивъ эти уравненя, получить 

— 76у = — 304, 
откуда 

- у=Ещ=4. 

2. Рышить уравнешя 
55-- 2у = 40 

115—4у= 4. 

Для исключешя У достаточно первое ур. умножить на 2, а второе оставить, 
безъ перемфны (или, что то же, умножить на 1); найдемь 

1054, — 80 
112—4у= 4; 

сложивъ эти уравненя, получимъ 

212==54, откуда ды: 

Умноживъ первое ур. на 11, а второе на — 5. находимь 

552--22у= 440 
— 552-20, == — 20; 

сложивъ, имфемъ: 

42у —420, откуда у=10. 

3. Решить ур— ня 
4 -- Эу = 127 
85 —Зу= 23. 
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Умноживъ второе ур. на 3 и сложивъ съ первымъ, найдемъ, 

285 = 196, откуда 2=7. 

Умноживь первое на — 2 и сложивъ со вторымъ, получим > - 

—21у=— 231, откуда у=11. 

4. Рьшить уравненя - 

2-у=а 
#—у=ь. 

Рёшеше этой системы встрёчается на каждомь шагу, и весьма просто. Скла- 
дывая почленно оба ур— ня, получимь 

а--ь. 
—} 22—=а-- В, откуда &= 

вычитая изъ перваго второе, имфемъ: 

Зу=а— 8 ода у="о". 
5. Рышить систему уравненй 

(аз а—Бу=а?-- 2% — 6 

(а -- 5) 2--(*—Ву=м— м-р а (а*--). 

Для исключения У замфчаемъ, что а* — 5? = (а — 5)(а* | а6-- 5), откуда 
видно, что достаточно первое ур. помножить на а? -|- а6-|- 2, второе на 1, и 
изъ перваго вычесть второе. 

Сдфлавъ это, найдем 

1а-- ое --а6-- 9) — а 9) | «= (ай 206 — "ааа НЫ) — 
а 9—1 -- 6 (а*-- 9) | 

2ар (а-|- 5) 2 = 2а% (а--5), 
или 

откуда 
ж=а. 

Для исключена 2, т.-6. для нахождешя у, замбчаемь, что а 4-9 — 
— (@--5)(а* — &--5); и слфд. достаточно, умноживь первое уравн. на 
а? — 6-5, а второе на 1, вычесть второе изъ перваго. По упрощении, 
найдемъ ` 

у—5. 
6. Рышижь общйя уравнейя 

а2-- = я 2 
аж уе. .. (2). 

Для исключеня у умножаежь 1-е ур. на ©’, а второе на — 6 и склады- 
ваемъ почленно; так. обр. найдемь : 

(а — аъ) = —66,. .. (3) 
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Для исключешя 2, съ цфлию опредфлить у, умножниь 1-0е ур. на — а’, 
второе на —- а; сложивъ почленно оба ур., найдемь 

(а —аЪ)у=ае —ас,. .. (4) 
‘откуда 

рае 187 
> а а%` 

Уравненя (3) и (4) эквивалентны уравнешямь (1) и (2); въ самомъ дл, 
множители р, 4, р’, 9 нфють здфсь частныя значешя 

$, В —а, +4 

поэтому эквивалентность обфихъ системъ ихфетъ мфето всяк разъ, когда а5’—а/6 
` не равно нулю. Итакъ: если (а5’ — а’Ъ5) отлично оть нуля, система ур—юй 

ах -- Ву =е | 

аж Бу=е | 

иметь единственное конечное м опредъленное ришене: 

276. Начало второе. ели р и 4 суть количества конечныя м отлич- 
ныя оть нуля, то ур-ве 

РАГаВ0 
можеть замънить одно из» ур—вй 

А=0, В=0; 
то-есть системы 

А=0 | А=0 | 
р вор и рАравоГ 

эквивалентны. 
ДоказАТЕЛЬСТВо. ДЪйствительно: 
1. Всякое рёшеше системы (1), обращая А и В въ нули, обращаеть рА 

и 4В вь нули, ибо р и 4 конечны, а слд. удовлетворяеть систем (2). 
2. Всякое ршне системы (2), обращая А въ нуль, тфжъ самымь удовле- 

творяеть первому ур—нйю системы (1); но если А обращается въ 0, то и РА — 
равно нулю, а какъ сумма РА -|- В, которой одно слагаемое равно 0, также 
‘обращается въ нуль, то должно и другое слагаемое ЧВ обратиться въ 0; но 9 
конечно, слфд. В должно равняться 0. А этимъ доказано, что всякое рёшене 
системы (2), удовлетворяеть и второму ур-—нйю системы (1). 

вивалентность системъ (1) и (2) такимъ образожь доказана. 
На этомь начал основаны методы: иодстановленйя, сравнешя величинь 
И и методь ее ‚множителей или методь Безу 
( Везош!). 
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277. Методъ подстановленя. Пусть даны уравнешя 

х | ат уе... (1) 

| аз--бу=е. .. (2) 

Опредфлимь изъ урны (1) 2, принимая на время У за извЪстное; находимъ 

=. .; (3) д= 
а 

Подставляя эту величину въ ур—ше (2), находимъ ур. 

ау с, 
которое и рБшаемъ: 

а’с — ау абу=ас' 
(а5’— аЪ)уу=ас —ас. .. (4) 

уае. . . 5) 

Подставляя эту величину У-ка въ формулу (3), получимь 

ас’ — а'с 

2—2 
Е 

са’ — мис — ше НЫ, 
аа) 

_ ау — 0%) _Ф— 6% 
— аб’ —а) ава” 

Нужно доказать, что найденныя такихь образожь величины & и у удовле- 
творяютъ предложенной системв (1) и (2). 

Въ самомь дЬлЬ, перенесенемь ах и бу въ другую часть замфняемь ур. 
(1) эквивалентнымь еху ур—ежъ ` 

—ав--е—щ)=0 
и 6л6д. вифсто системы (1) и (2) можемъ взять ей эквивалентную: 

а (е—\)=0... (1) ; 
аз-НВу=е'... (2). 

Помножая обБ части ур—шя (1’) на г а (2) на --1 и складывая по- 

членно, ихфемь 

Чиа В --аж- вузе: | 

а’ =) -Нбу=с.. 
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А потому, на основаши начала втораго, можежь систему (1’), (2), а сл. и 
данную, замфнить системою 

вес 
(6). |“ (=) {Е у=е, 

которая и даеть искомыя рен. 
Ур—шя `(6) позволяють формулировать слфд. правило: Выводимь изь 

одною изь предложенныль ур—н величину одною изь неизвьетныл», 
принимая друзе за извъстное, и подставляемь эту величину в0 второе 
уравненёе. Изь полученнаю так. обр. уравнемя отредъляемь то’ неиз- 
втетное, которое в» немь содержится; а внеся найденное неизвьстное 
8% первое .ур., получимь изь нею величину и втораю неизвиетнало. 

Нужно, впрочемь, зажбтить, что (4) можно замфнить ур—мъ (5) лишь тогда, 

кома аб’ —аЪ20. 
Приводимь примфры. 
1. Рьшить систему уравненй 

32 —бу=2 

4% -|- Зу=7. 

Рёшая первое ур— не относительно 2, при чемь у принимаемь на время 
за известное, находимъ: :. 

вЫ, . (1) 

Подставляя эту величину 2 во второе уравнеше, имфелъ: 

2--5 Г ж. 2 ут Фе 

Такимъ образожь получаемь систему уравнешй (1) и (2), которая, по дока- 
занному, эквивалентна данной. Рфшая ур. (2), находим 

у=5 

подставляя : вифсто у въ ур. (1), получаемь 

3 -5. 

2. Рьшить систему уравненй 

(а — 61) (5 -|- 3у) =2а6(4а—0).. . (1) 

ау а | @--о-Р ее -- 46 (а-- 25)... (2). 

Выводимь изъ перваго ур—вя 2, принимая на время У за извфетное; 
‘находимъ 

2 _ 2464 — — 3 Му х 
а 5(а#— 62) я 



— 253 — 

Подставляя это выражеше 2 въ ур— ше (2), имфемъ: 

А + В 6 — 3—9 ау. ка (а-Рь- 65 и 3( У — зу Ба +25). 

о это ур. оть дробей, помножая об его части на 5 (4*— 65°); 
найдемь, 

баз (аз — 53) у — бабе (а —6) | Забя(а- ое) (4а—5) — 3 (ам) (а ВЕ 
9—5 (а — ®) Му -| 546 (а-- 25) (а — в). 

Перенося неизвфстные въ первую часть, а извфстные члены во вторую и 
вынося за скобки, найдемъ 

[баз (аз — 83) — 3 (а — 61) (а--ь-- с) —5(й—В)М].у= 
55 (а - 25) (а* — 5?) -- 5а61е (а —5) — 2а* (а--5-- 6) (4а—5), 

или 

(а*— 53) [5а*—85?— За — З6е у=а(5а?-|- 2416 —11а5*—Зафе—85*— 3636} 

откуда 
аъ 

У=—5 

Внося эту величину У въ формулу для 2, найдежь, 

аъ 
ВЕ. 

278. Методъ сравненя величинъ неизвЪстныхъ. Пусть требуется ршить. 
уравненя 

ад Фу=е. .. (1) 

аз Фу=е’. .. (5). 

Выражая изъ каждаго уравнешя одно неизвфстное черезъ другое, напр. 2 
через у, найдемъ: 

которое вифстВ съ (3) и составить систему, эквивалентную данной. Рёшая (5); 
надемь у; а подставивъ величину У въ (3), опредфлихъ 2. 

Итавъ. надо доказать, что система уравненй (3) и (5) эквивалентна си- 
стехф (1) и (2). Въ самомъ дфль; перенеся бу и б’у во вторыя части данных. 
ур—нйй, найдемь имъ эквивалентныя: 

аф=е—щ...(1) 
ав=е —Ву. .. (2'). 
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Помноживь (1’) на т и (2') на а сложивъ, получимь =: Ра 

Ге. 8 - (6). 

а это ур. вибстВ съ (1), на основам начала втораго, можеть замфнить си- 
стему (Т’) и (2’), в слёдовательно данную. Ухноживъ 00$ части ур—ня (1’) на 
а’ Получииь 

[2 

—5у я 
а перенеся — - изъ второй части ур—вя (6) въ первую, находимь, 

уе =°=9. 

ур— я, эквивалентныя ур—мь (Г) и (6). Такижь образомъ данная система 
эквивалентна систем 

требуемое доказано. 

Примфнеше этого метода, согласно началу П, требустъ, чтобы а и а’ были 
количества конечныя, отличныя отъ нуля; а рёшеше ур— мя (5) требует кром® 
того, чтобы аб’ — а’Ъ было отлично отъ нуля. 

Изь сказаннаго выводимь трей прежъ рёшешя: 

Выводимь изъ обоижь данныхь ур—нИй величину одною и тою же 
неизвъстнало, напр. х щ полученныя выраженя сравниваемь; такимь 
образомь получаем» одно ур. съ однимь неизвъетнымь у, которое и опре- 

емз. Внеся найденную для у величину в» одну изъ формуль для г, 
находимь и это неизвистное. 

Примзръ. Решить систему 

ди 8 
2-5 фу Па и 1). 

92-3) = 
Освобождаемь ур—шя отъ дробей, и для этого множимъ 06 части перваго 

на 4, а второго на 10. Находимъ: ^ 

4&-- 2 (3#—у— 1) =1-- 3—1), 

2 (4&-- Зу) =7у-- 20. 

По перенесени членовь и по упрощени, имфемъ 

105 —5у=0, ии 2х—у=0, 

8х —у=20. 
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_ Опредфляя изъ каждаго ур—вя У, получаемъ: 

у=2х и у=82— 20. 

Сравнивал оба выражешя для У, находимъ 

2х—=85—20, или —62—=—20; откуда 

20 ю_ 21 2==3=38. 

Вставляя найденное для 2 число въ формулу У== 22, найдемъ 

279. Методъ Безу. Этоть методъ по существу одинаковъ съ методомъ 
уравяиваюя коэффищентовь или сложешя и вычитаня. Онъ состонтъ въ слф- 
дующехь. Помноживъ одно изъ данныхъ уравненй на произвольнаго жножителя, 
складывають съ нижь или вычитають изъ него другое, и получають такихъ 
образомъ уравнеше, содержащее оба неизвфстныя и произвольный множитель. 
Произволомъ послфдняго пользуются для исключешя одного изъ неизвфетныхъ, 
и сафд. для получешя одного уравнешя съ однимъ нензвфстныхъ. 

Приложимъ этотъ методъ къ систем 

627,46... (1) 

5=--3у=27. .. (2). 

Помножимъ первое ур. на произвольнаго множителя 7 и изъ полученнаго 

ур— я вычтемъ второе (или, что тоже, придадижь (2), помноженное на — 1); 
‘получихь 

6т5 — 5х -- Тту — Зу =46т —27, пли 

(6т — 5)2-{- (7т — Зду=46т — 27. 

Это ур., въ соединеши съ однимъ изъ данныхь, напр. съ (2), составляеть. 
ВЪ силу начала втораго, систему, эквивалентную данной. Такихъ образомь во- 
просъ приводится къ рёшеню ур—нй 

(бт — 5) =-| (7т —3)у=46т— 27... (3) 

52--3у=27. .. (4). 

Произволомь количества т воспользуемся для исключешя одного изъ ненз- 
вЪстныть, напр. У. Для этого опредфлимь т подъ усломемь, чтобы коэффи- 
щентъ при У обратился въ нуль, т.-е. чтобы 

т—3=0. .. (5). 

Но значенше т, обращающее 7т.— 3 въ нуль, есть корень ур-—шя (5): 
его найделъ, рфшивъ это ур.: 
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Подставивъ въ ур— не (3) 8 вуфето т, получимь ур. съ одвимъ неизвет- 

ныхь 2, именно: 

6.8 546.827, олира т. 

Подетавивъ найденную для 2 величину въ ур. (4), найдежь 

5. 3+ 3у=27, откуда У=4. 

Приложимь способъ Безу къ рёшеншю системы 0вуль уравненй в» об- 
щемь видъь: 

ах Бу =с 

аз бу=с. 

Множимь первое уравнеше на произвольнаго множителя т и вычитаемь изъ 
него второе уравнение; найдехь 

(ат — а’) х-- (т — К)у=ет — с. 

Для исключешя у положижь 6% —'—0, откуда т= 50 

Вставивъ это’ значене 2 въ предыдущее уравнеше, получихь 

ке 
умноживъ 068 части на В, находимъ: 

(а5' — а/5)2 = с’ — с, откуда 

Для исключен 2, полагаемь т — а’ —0, откуда т 

р —а° 

величину 2% въ то же самое ур., имбежь: 

д} пставивь эту 

| фа’ р са’ 
у 

умноживь 06$ части на — а, получимъ: 

„ р , ас’ —а’с 
(а5’ —ау—ас' — а’, откуда у= аа 

Полученныя формулы для 2 и У имбють одинаковаго знаменателя, который 
легко получить, не рёшая ур—н, слбдующимь искусственнымь пруемомъ: вы- 
писываежь коэффищенты при неизвфстныхь изъ перваго уравненшя, и подъ ними 
пишемь коэффищенты втораго ур— ша: 

Черт, 14. 

затфиъ перемножаежь эти коэффищенты на-кресть, какъ указывають стрфлки, 
причежь въ произведены, взятомь слфва на право, не изхфняемь знака (это ука- 
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зывается знакомь -|-), а въ пронзведени справо на лфво переифняемь знакъ 
на протажный (это указано знакомь минусъ). Такимъ образомь составится вы- 

а’ 7, —аЪ, 

представляющее общаго знаменателя корней. Изъ знаменателя легко составить 
числителей; для этого нужно только въ знаменателв коэффищенты опредфляе- 
хаго вензвфстнаго замфнить извфстными членами изъ соотвфтствующихь ур — нй; 
те. для составлешя числителя неизвЪстнаго 2 нужно вифсто @ и а’ подета- 
вить ен с, а для составлешя числителя у, надо въ знаменатель буквы В иб’ 
заифаить соотввтственно буквами си ©. Это правило составлешя знаменателя 
заслителей и извфстно подъ именемь правила Крамера (1704—1752). 

Такъ, если имфемъ ур— я 
72-- 5у=60 
182 — Пу= 10, 

тэ знаменатель рёшен! найдемъ, составивъ табличку, 

Черт. 15. 

изъ которой имфемъ: 7. (— 1) —5Х 13. 
Подставивъ въ это выражеше вифсто 7 и 13 соотвфтственно 60 и 10, и 

вито би —11 числа 60 и 10, найдемъ ли: для 2: 60. (—11)— 5.10, 
-а для У: 7.10 —60Х 13. Итакъ: 

60.(—11)—5.10 __ —660— 
7.(—И)—5.13  — 77— 

-_ 1.10—60.13 70-190 —70 _ 
7-53 —143 з 

х= 

280. ВсБ четыре метода рёшешя ур— в имфютьъ одну и ту же цфль: изъ 
двухь уравнешй съ двумя неизвфстными мсключить одно изъ нензвфстныхь и 
получить такимъ образомь одно уравнеше съ одних неизвфстнымь, поэтому вс® 
зетыре методы суть методы исключенёя. 

Изъ вебхъ четырехь способовь исключеня — сиособь уравниваная коэффи- 
зпемтов» самый удобный и всего чаще употребляемый; онъ ведеть къ болфе 
сихжетричныхь вычислешямь; но неудобенъ, когда коэффищенты при неизв®- 
стныхъ выражаются большими числами или десятичными дробями. Въ посл днемъ 
случа удобнфе примфнять сиособь подстановленя; этотъ же способъ удобопри- 
мфнииь и тогда, когда коэффищенть при одномъ изъ неизвфстныхь равенъ еди- 
вицф, такь какъ въ этомь случаЪ выражене неизвстнаго черезъ другое не 
имфетъ знаменателя. Способъ сравненйя неизвфстныхь имфетъь то неудобство, что, 
`кавъ и предыдущий способъ, вводить въ уравненйя дроби; но при большомь числ 
неизвфстныхь имфеть то преимущество, что дфлаеть рёшене уравневй одно- 
‘образнымъ. он, нежели практи- 
ческое, значене. 

17 



ГЛАВА ХХ. 

Ръшенше системы трехъ уравнен!й съ тремя неизвфетными. 

Опредфлешя. — Начала и методы. 

281. Опредфленя. Всякое ур. первой степени съ тремя неизвфстными можно 
привести къ виду 

ах ур ег —а, 

тдБ а, В, си суть нбкоторыя цфлыя количества. Еели 2, У и 2 должны 
удовлетворять только одному уравнению, то очевидно, что таков ур. будеть не- 
опредфленно, потому что двумъ неизвфстнымь можно давать совершенно произ- 
вольныя значешя. Тоже самое будеть и въ томъ случа, когда три неизвфет- 
ныя должны удовлетворять двумь уравнешяхъ. Такъ, система, 

Бу с =а 
Буег=4 

неопредфленна, потому что одному изъ неизвЪфстныхь можно давать, произволь- 

ныя значеня: тогда система послужить для опредфлешя остальныхь двух но- 
извфетныхъ. 

Но если неизвфстныя должны удовлетворять трежь уравненяжь 

ах бу--сг =а 

ат Буре =а 
ео = а’, 

то существуеть, вообще, одна система рБшенйй, удовлетворяющихь этимъ ур—мъ. 
ДвБ системы называются эквивалентными, еслион® удовлетворяются одними 

и твми же рёшешями. 

282. Начало |. Система треть. уравнений 

А=0, В=0,. 6=0... (1) 

Эквивалентиа системь 

А=0; рА--48В=0, `рА--96=0... (2) 

если количества р, 4, р’, Ч конечны и отличны оть нуля. 

Въ саможь дфлЬ: 1) значешя неизвфстныхь, удовлетворяющуя систем урав- 
ненй (1), обращають каждое изъ выраженй А, Ви С въ нуль; стало быть 
эти значешя обратять въ нуль и произведешя РА, 4В, Р’А и 90, ибо р, 9, 
Фи Ч конечны; слфдовательно, величины неизвфстныхь, удовлетворяющия си- 
стемф (1), удовлетворяють и системь (2). 

2) Значешя неизвфстныхь 2, У, 2, удовлетворяющя уравненяить (2), об- 
ращая въ нуль выражене А, обратять въ ноль и РА ир’А, такъ вакъ рир’ 
конечны; но эти значешя обращають въ нуль сумиы РАВ и А-а, 
слёд. они обращають въ ноль и 9Ви 4’; но Чи 9’ отличны оть нуля, слёд. 
В и С обращаются въ нули при сказанныхь значеняхь, нензофотаыхь.! т 
вория системы (2) удовлетворяють уравнешяжь системы (1). 
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Примъчаше. Можно выбрать р, О т анаы 

РА ЧВ=0 и Р-Р 96=0 

содержали только два изъ трехъ нензвфстныхь; т.-е. можно исключить одно, 
_ из трежь неизвьстныхь изь одною изъ данныгь ур—нй и каждаю 

из» двуть остальныхь. 
На этомъ началф основаны способы исключения: чрезъ уравниване коэффи- 

‘щентовъ, чрезъ подстановлеше и чрезъ сравнеше величинъ нензвфетныхъ. 

283. Способъ уравнивашя  ноэффищентовъ, Пусть требуется рёшить 
ур—шя 

$ 35—2у--52=13.. .(1) 

ы 55-Е 4у —32=25. ... (2) 
112—6у—82==24...(3) 

тлебифе исключить изъ этихъ уравнешй у. 
Для исключешя У изъ (1) и (2), множижь первое на 2 и складываемь со 

{2). пожноженныхь на -- 1; получимъ: 

11=-Н7а=51. . . (4). 

Подобаыжь же образомъ, для исключешя У изъ (1) и в) множимъ (1) на 
— $3. (3) в --1 я складываемь; находниъ: 

2=—232——15 ... (5). 

На освовашш начала |. система уравненй (1), (4) и (5) эквивалентна дан- 
=; и какъ уравневя (4) и (5) содержать только два нензвёстныхь 2 и 2; 
то и опредфляемь изъ нихъ эти неизвфстныя. Для этого множимь (4) на 2, 
(5) ва — 11 и складываемь; получаемь 

2672 — 261, 

_ откуда 
#=1. 

Подставивъ вифсто 2 найденную величину въ ур. (5), нфемъ 

25—23 = — 15, откуда 22=23 —15=8, 
и сл. 

: #=4. 

Подставивъ въ ур. (1) найденныя для Фи 2 величины, имфежь 

12—25 =13, 
откуда 

у=2. 

'Итакъ, искомыя рьшеня суть: 

1=4; у=2; #=1. 

Легко убфдиться прямою подстановкою ихъ въ ур—вя, что они дЪйстви- 
тельно удовлетворяютъ даннымь уравнешяиъ. 

ат 

к 
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284. Стособъ подстановленя. Пусть требуется шить уравнешя 

ы ав у =а..... (В) 
аж ву =@...,(2) 

ах усе =а'. .. (3). 

Принимая на-время У и 2 за извфестныя, рёшаежь ур. (1) относительно 2: 

_ а-ы—е в. . (4. 

Подставивъ вифсто 2 это выражене въ уравненшя (2) и (3), получаемь: 

ога И 

= г) уе а”... 6). 

Рёшаемьуравненя (5) и (6) относительно у и 2. Освободивъ ихъ отъ дро- 
бей и оть скобокъ, имфемтъ: 

2 и — ау — аз | абу | ав = аа 
а"4— ау — а'сг -- ау ас"з == аа’, 

(а — аЪ)у-| (ас’ — а'с): =а@ — а’ 
(аб’ — а"Ъ)у -| (ас" — а"с)з == а@" — а4. 

ИЛИ 

Примфняя формулы $5 275, 6, имфемь: 

(а4'’ — а’'а) (ас — (а4" — аа) (ас’ — ас) 
У (а6’ — а) (ас" — ас) — (6 — а'6) (ав — ас) 

„ 

„_ МИ — ааа" — ва) — ("а (а — 9 
(5 — аб(ас" = а”б) — (аб —аЪае = ао) 

Раскрывая скобки въ знаменатель и въ обоихь числителяхъ, получаемъ: для. 

знаменателя выражение: 

а76'с" — аа’5с" — аа" с -|- а’а’бе — ас" | аа" бе аа" с — а’а бе; 

но приведеши и по вынесен!и за скобки общаго множителя а, этотъ многочлень 
принимаеть видъ 

(аб’с" — а’бе" — а"Бс — обе а" ав)... (1). 

Для числителя формулы У находимь 

ас" — аа’с"а — аа’са -- а’а’са — азс’а" -|- аа’ё'а-|- аа’са” — а’а”са, 

или, вынося за скобки а: 

а(ас"4 — аа — а’ — аб" | а’ва-- аа"). .. (8). 
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= Раскрывъ скобки въ числитель формулы 2, получимь: г. 

а '4" — аа’Ъа" — аа"5’а -|- г’а’ъа — аз" а -- аа’Ъа -|- аа’Ъ'а — а’а'ба, 

ь: или, по приведеши и по вынесени за скобки а: й | 

а(а5’а' — а’Ъ4"' — а"Ъ’а — а5"а -| а'Ъ@ | а5"а). . . (9). 

Внося выражешя (7), (8) и (9) въ формулы рля у и =, и сокращая на 
а, найдемть: 

ас”4’ — а'с'4 — а" са’ — ас'а" -+ а"с’а + а’са’ % 

— абс" — ас" — ас — абс а бе ас 

и аБ’а" — а’ ба" — а'уа — аа’ | аа -- аЪ"а 
ас’ — а" — абс аб" + а" абс ̂  

Подставляя найдевныя для У и = выражешя въ уравнене (4), находим 

НЫЕ а'с4’—ае’а"-ра"с'а-ра’с") _ а’ аа" —а'’а—аь"а' + а'ьа'-- а\"а). 
_ бе-а ис - ате-ра”бс ас" а" уса сабо а "6 
Ся 

а’ с"а—а’ъс"а—в"ъ’са- ав" са--а’беа--аса— офс"а’-- а’ьс"а--а"бса! 
-обе’4'—а"ъе’4 фас“ — са" --а’ьса"-ра”Ъ’са-наб"са'— а’ъса’-— а" 

а(аб’с" — абс" фа" еб" авс’ а%"с) 

Схфлакъ призедене и сокративъ на а, получимъ: 

—_ Ве"а — "са —ье’а ве" — Бе" | 6"еа' 
— аб" ас" ас ас -рае + абс" 

285. Докажемъ теперь, что уравнешя (4), (5) и (6) эквивалентны данным. 
Уравнеше (4) получено изъ (1) перенесещемь членов» Бу и с2 во вторую 

часть и дфлешемь обфихъ частей на @, которое предполагается отличнымь отъ 
нуля; сл. это уравнеше эквивалентно (1)-му. 

Помножая уравнеше 

С 2 . 
а 

на а’ и складывая со (2), найдем, по упрощен: 

а' ’ / 
а (9— Ш — в) Ву е:=4 

Умножая то же самое ур. на а” и складывая съ (3), по упрощен найдемь 

т" ас)" 

А, въ силу начала 1, эти три ур-Ня эквивалентны даннымь: требуемое 
доказано. 

286. Способъ сравненя величинъ неизвЪстныхъ. 
Пусть требуется рёшить уравненя: 

52 — 29 3==35.. .(1) 
8е-- 7 —52=67... (9) 
9х —3у--22=58... (3). 



р ее 

Опредфляя изъ каждаго ур—нЯя 2, причемь 2 и У на-время считаемь из- 
вфетными, найдемъ, 

Ее. :@ 

аа еееНи. $: 48) 

2-Е... (6). 

Приравнивая первое выражеше 2 поочередно — второму и третьему, полу- 
ЗимЪ: 

3—5 Зи 9-ти (т, 5—5 589 в 
3 == 5 --- (7; З р ::*(8) 

‘уравнен!я съ двумя неизвфстными 2 и У. 

Докажемъ, что система уравнен: (4), (7) и (5) эквивалентна данной. Съ 
этою цфлью перенесежь въ данныхь уравнешяхь всф члены, за исключенемъ 
содержащих 2, во вторую часть; такимъ образомь найдем: 

35 — 52-2 
67 —8#—17у 

Помножая первое изъ этихъ урн на ы второе на р и третье на — 

и сложив первое сначала со вторыхь, а потомъ съ третьниъ, имфемть: 

ори ыи 

35—5=+2у _ 58 —92-- Зи 

или, по перенесени: 

35 —52--2у _ — 67 +82 +7 35—беЗу 58—92 Зи 
Е 5 З т 2 з 

Эти два ур— ня, вифстВ съ (4), на оси. начала 1, составляють систему, 
эквивалентную данной. Освобождая ур мя (7) и (8) отъ дробей, перенеся 
извфотные члены въ одну часть, а неизвфстные въ другую, и сдфлавъ приведе- 
не, дадимъ имъ видъ 

— 495 — Пу=— 376; 175 —5у=104. 

РАшивЪ эти урн, найдемь: 2=7, а у=3. Подставивъ эти числа въ 
Ур. (4), найдемь: 2=2. 

287. Начало |. Система уравненй 

А=0, В=0, 6—0... (1) 
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эквивалентна системь 

&=0 

В=0 

тая рб =0..... (2) 

зд т, в и р—количества конечныя, отличныя оть нуля. 
Въ самомь двлЬ: 1) Всякое рбшеше системы (1), обращая въ ноль выра 

жешя А, Ви 0, обратить въ пуль и выраженя тлА, В и 2, такъ какъ 
множители %, ® и р конечны; слфд. рЬшеше первой системы удовлетворяеть 
второй. 
5) Обратно: всякое рьшеше второй системы, обращая А и В въ нули, удо- 

влетворяеть первымь двумъ уравнешямь системы (1). ЗатФиь, при А =О ин 
В=0, произведешя тА и В” также обращаются въ нули, потому что т и 
п—кончены: но какъ разсматриваемое рфшеше обращаеть въ нуль выражеше 
тА -- в -- С, котораго два первые члена — нули; то и 2С должно обра- 
щаться въ ноль; но р конечно, поэтому С должно обращаться въ ноль; т.-.е. 
р\мнеше системы (2) удовлетворяеть и третьему ур-—нйю системы (1). 

На этомъ началВ основанъ слособъ Безу. 

288. Способъ Безу. Способъ этотъ состоить въ употреблеши множителей, 
которые затЪиь опредфляють подъ услошемь исключешя двухь какихъ-нибудь 
изъ трехъ неизвфстныхь. Приложимъ этоть сиособъ къ общей систем: 

ав у-е=а ... (1) 
ве--бу--#=@.. . (2) 
аж уе а". ‹ , (3). 

Помноживъ ур. (1) на произвольный множитель }, ур. (2) на м, а третье 
на —-1, сложимъ ихъ почленно; получимь ур. 

ааа" ОВ--ыЬ НЫ уу + ие'седааа-ыё а". . (4). 
Это ур. въ силу начала П $ 287, можеть замфнить въ данной систем 

одно изъ трехъ уравненй. 
Располагаежь произвольными иножителями и} такъ, чтобы исключить изъ 

ур— я (4) неизвфстныя У и 2. Для этого, очевидно, надо, чтобы коэффищенты 
при у и 2 обращались въ нули, т.6. надо положить: 

вии =0 и ви т 
} (5). Зее с" =0 Пе ве =— с” 

Вначеня » и |, удовлетворяющия ур—мъ (5) найдемь, рёшивъ эти урав- 
нешя относительно Х и }; примфняя правило \ 279, получимъ: 

ее 2" — 

аа ВЕЕТРТаИа 
Подставляя эти значешя Х ий въ ур. (4), мы исключимь этимь самымь 

У нр, и получимь ур— не съ однимъ неизветнымь 2: 

о в а 
аи оо ее аа, 
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откуда 
бей — 06) Е ев — и) — ва" 
бета + а" 

или, по раскрыт скобокъ: 

2—4! —а0% ой" — ыго" ве" — 05а" 
— абс" — асЪ" -- саб" — Бес" ва" — ба" 

Приравнивая въ ур—ви (4) коэффишенты при 2 и 2 нулю, найдемь у; а 
опредфливь для Х и М таюя значеня, при которыхъ обращаются въ нуль ко- 
эффищенты при 2 и У, найдемь 2: 

_ ас" — ас’4" -- са’а” —да’с" -- ас’а” — вФ’а" 
— ве" — аб" сб" и" еа" — а" 

ара" — аа" -- аа — ыга" га" — ра" 
— аб" — аб Ъ" | саб" — Багс" Е Бе" — а” я 

289. Разсмотрьше общихь формуль предыдущаго параграфа приводить къ 
слфдующему правилу механическаго рфшешя трехь ур—н@ съ 3 неизвестными 
(такъ называемое правило Саррюса). 

Для составленя общаго знаменателя неизвфстныхь, выписывають коэффи- 
щенты при неизвфстныхь изъ вефхъ трехъ уравненй, и подъ ними еще разь 
коэффищенты изъ двухь первыхь урн; такимъ образом получается табличка: 

Черт. 16. 

Залфмъ перемножаютъ выписанныя буквы наклонно: сначала слфва направо, 
не измфняя знаковъ этихъ произведенй (что указывается знакоть -^), а по- 
томь справа на лЪво, перемфнивъ при каждомь произведены знакъ (что указы- 
вается знакомь —). Такимъ образомь получается общ знаменатель искомыхь 
рЬшен: 

абс" —- ас -|- а’, — Ба” - са с. 

Для получешя числителей пользуемся правиломь Крамера: 1) для получены 
числителя неизвфстнаго 2 — нужно въ знаменатель вифето коэффищентовъ этого 
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неизвфотнаго т.е. выфето а, а’а” подставить извстные члены изъ соотвфтствую- 
щихь ур—вйй, т.-е. 4, 4’ и 4”; 2) неизвфстнаго у—вието его коэффищентовъ: 
Ь, Уи’ подставить 4, @ и 4’; 3)”наконець, неизвфстнаго 2 — вифето с, с' 
ис” подставить 4, @ и 4". 

ПРиЯЪрЪ. Примфнимь этоть механически прежь къ рьшеню системы: 

Обиуй! знаменатель Г) составляемь указаннымь способомь при помощи таб- 
лички: 

Черт. 17, 
найдемъ: 

0=4.(—11).3-71.1-14—5).2-1(- И) д-—2.4—8(—5)7 
=— 1327—1042 1—8 105=— 27, 

Назвавъ числителей неизвфстныхь’ 2, У и 2, соотвфтетвенно буквами Х,, К, 
и №,, найдемь: 

Х,=6(—11).3--9.1.1.{-12(—5).2—12.(—11).1—2.1.6 —8.(—5).9 
—=— 198-59 — 120-{- 132— 12-|- 135 = — 54, 

№,=4.(9).3-|- 7.124 1.62 — 1.9.1 — 2.12.4 — 3.6.7 
—108-|- 84-12 —9 — 96 — 126 = — 27. 

Х.—4(—11).12--7.1.6--1.(-5).9—1.(—11).6=91.4—12.(-5)7 
528--42 —45--66 —36-| 420 =— 81. 

Итакъ: 
В. 1—5. № _—9 
а ро 2:9 ых 1 #=== 3. 
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ГЛАВА ХХ!. 

Рьшеше системы уравненй первой степени съ какимъ угодно 
чиеломъ неизвфстныхъ. 

'Общый методъ.—Методъ Безу-Жергониг.—Случаи упрощешя; искуственные пр!емы. — 
О системахъ"уравненй, въ которыхъ число неизвстныхъ не равно числу уравнен!: 

случаи несовмфстности (условныя уравненя) и неопредфленности. 

Общ методъ. 

290. Начало. Пусть дана система р уравненй первой степени сз р 
неизвьстными; 

А=0, В=0, 6=0, 0=0,.. .К=0, Г=0.. , (№) 

еслы ту, п,, Т,, п... ., Трфь Яру суть количества конечныя и от- 
личныя оть нуля, то система р уравнешй 

эквивалентна данной. 

Въ самомъ двлЬ: 1) рёшешя системы (1), какъ обращаюлия въ нули вы- 
ражешя А’ В, С,. . .,К, Ь, обращают въ нули и произведешя нА, я, В, 
т,А, п,С,. .., ТрлА, пр_Иь такъ какъ количества т... . . конечны; 
слфд. эти”рьшеня удовлетворяютъ систем (2). 

2) Рьшешя системы (2), обращая въ нуль А и (ТЖА-- В), обращають 
въ нуль и В, такъ какъ т, конечно, и м, отлично отъ нуля; такижь же 0б- ‹ 
разожь они обратять въ нуль и С, 0,. . „1; слёд. эти рёшешя удовлетво- 
ряють "систем (1). 

291. Методъ. Количества т, #,. . .,; Тр, Ир выбирають такимь 
образомъ, чтобы исключить одно и то же неизвЪстное изъ (р — 1) уравнешй, напр. 
изъ послЪднихь; такимь образомъ данная система (1) замфняется новою: 

АО, В =0, 6. =0, 0, =0,..., Ко, в=0.. .@) 
эквивалентною съ (1); но въ ней ур. А=О содержить вов неизвфстныя, & 
остальныя р — 1 уравнен!й содержать только р — 1 одинаковыхъ неизвфстныхъ. 

Подобнымь же образомъ систему (3) замфняютъ системою 

А=0, В, =0, (,=0, 0,=0,...,К,=0, =0. . . (4) 

эквивалентною съ (3), а слёд. и съ (1); но въ этой новой систем уравнене 
А=0* содержить всф ‘неизвестных, В, =0 только р— 1 неизвфстныхь, а 
остальныя уравненя содержать однф и т же неизвфстныя въ числ р— 2. 



°  Продоажая такииь же образомъ, достигиель наконець того, что данная си- 
_ стема будетъ замфнена новою, ей эквивалентною системою 

ы 

Помноживь (1) ва 2, а (4) на 3, и сложивъ ихъ, имфемь 

А=0, В, =0, 4 =0, 0,=0,. .., Нз=0, Кр-=0, 11 =0, 

въ которой уравнеше 1,1 =0 содержить только одно неизвфстное, К2=0 
содержить это же самое неизвфстное и еще одно, Н»в==0 содержить эти два 
неизвёстныя и новое, и т. д. наконець ур. А=О содержить ‘вс неизвфстныя. 

Рьшивь ур. 1-1=0, опредфлимъ то неизвфстное, которое въ немъ содер- 
жится. Внеся его величину въ ур. К›-2==0, найдемь изъ него еще одно неиз- 
вЪстное. Внеся величины этихъь двухь неизвЪетныхь въ ур. Нр-з=0, най- 
_демь третье неизвфстное, и т. д. Вов неизвфстныя будуть послдовательно 
зайдены. 

Примзьръ. Решить уравнешя 

1) 32— 4у-|- За 30 — ви—11 
2) 32— бу-- 22 —4и=и 
3) 10у — За — 20-Е Зи= 2 Е 
4) —2 52 2.-|--4и= 3 
5) 42 — 2у — З0- 6и= 6 

'Исключаемь изъ данныхъ уравненй неизвфстное 2; для этого комбинируемь 
ур. (1) сь каждымь изъ остальныхь, за исключещень (3), которое уже пе с0- 
держить 2. Вычтя (2) изъ (1), находимь: 

у 2-Е 3 — 2и—0. 

— 8-2 120=31. 

_ Наконецщь, умноживь (1) на 4, а (5) на —3, и сложивъ, получижь: 

— 10-122 — 42и-- 210=26. 

Такимъ образомъ, на основаны общаго начала, замфняемь данную систему 
ей эквивалентною: 

1) 32— 4у-- 32 %-— би=и 
2) У 2 3%— 2и= 0 

3) — ЗУ 21-125 == 91. п. 
4) — 10у-- 122-210 — 42и—=26 
5) 10у— 3#2— 20-- Зи= 2 

Исключаемь теперь У изъ (2) уравненя системы П и каждаго за нимъ сл- 
_ дующаго; для этого множимъ ур. (2) на 8 и складываемь съ (3); затфмъ мно- 
жим (2) ва 10 и складываемь съ (4); наконець, помноживъ (2) на 10, вы- 
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читаемь изъ него (5). Такимь образомь найдежь систему Ш, эквивалентную 11. 
а слёдовательно и предложенной: 

3х — 4у-- З2-- 3%— 6би= И 
У #3 — 2=м= 0 

292 36, — 16и= 31 Ш. 

22в-|- 510 —62н= 26 
182- 322 — 23и=— 2 

Исключая 2 изъ трехъ послфднихь уравненй, найдемь: 

32 —4у-- 32 3— би и 

У в № 2 = .| 
132-- 325 23и = 2 ТУ. 

— 4605-|-459и= 461 | 
410 —- 300, = — 382 

систему, эквивалентную данной. 
Исключая наконець № изъ послбднихь двухъ уравненйй системы Г\, находим 

эквивалентную ей систему: 

Г 3=2—4у-- За-- 3 би= и 
2) у 2 3 — 2и= 0 
3) 132-32 — 23и= ар. 
4) 40 -4-300и= — — 382 | 
5) 1568195 — — 313638 

Послёднее ур. этой системы прямо даеть: о=— 2. Подставляя вифето © 
число — 2 въ ур. (4), находимь: и==— 1. Подставляя найденныя для миф 
величины въ ур. (3), находниь: 2—3. Наконещь, изъ втораго и перваго ур. 
получаемь: у=Т и #==2. 

Методъ Безу, измёненный Жергонномъ. 

292. Начало. Если а, 3, 1,. .., ^ суть количества конечныя м 
отличныя оть нуля, то уравнене 

аА-- 8-6 -{...-М=0 
‚можеть замънить одно изъ п уравненй системы 

А=0, В=0, (=0,.,..,1=0, 
т.-е. системы 

А=0 аа ВН... =0 
в-=0 —0 

0=90 

ти Ги 

ь—0 ь=0 
эквивалентны. 
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Вь саможь двлЬ: 1) всякое рышеше системы | удовлетворяегь уравненямь 
системы 1, такъ какъ В, С,. .., 1, атакже и сумма аА--В--. . НЫ 
обращаются въ нули; 2) обратно, всякое рёшене системы Ш, обращая въ нуль 
выражешя В, (,. . .\, удовлетворяеть вефмъ уравнешямь системы 1, кро 
ур—шШя А=0; а обращая въ нуль, вуфетВ съ выражешями В, С,..., № 
также и выражене ал -- В--76--.. .-Е М, приводить первое ур. си- 
стемы Ш къ виду 2А=0, откуда и А=О, ибо < отлично оть нуля. 

293. Прияфняя это начало, Безу употребляль столько неонредфленныхь мно- 
жителей, сколько неизвфстныхь безъ одного; так. обр. для рЬшеня ® уравненй 
съ й неизвфстными онъ браль и — 1 множитель (такъ, въ случа двух ур— нй 
вводиль 1 множитель, въ случа трехъ ур—нй— 2 множителя и т. д.). 
Жерюннь вводить столько множителей, сколько неизвфстныхь. При этомъ, вы- 
числешя остаются такя же какъ и у Безу; но, приравнивая нулю ® — 1 коэф- 
фищенть, получаемь #— 1 ур—н, которыя служатъ для опредфлешя уже не 
самихь множителей, а отношенй п —1 множителей къ какому-либо одному 
изъ. нихъ. 

Въ этомь Жергонновскомь варуантв способа Безу вычислейя симметричн%е; 
Кромф того, пользуясь этниъ методомъ, легко избфгаемь такихь случаевъ, когда 
способъ Безу оказывается непримфнимымъ. Воть примёры. 

ПРимзРЪ 1. Рышить систему 

22 Зу— #=9 
42-|- бу — 32—14 
5% — 2у--22=12. 

Попробуемь сперва примфнить методь Везу. Помноживъ 1-е ур. на *, 2-6 
на р, сложимъ ихъ съ З-мь; получим 

(2-Е 4-5) =-- (9 --6и—2)у—@-Е Зи) 2-9 14р 1. 

Приравнивая нулю коэффищенты при 2 и У, нифемь 

(2-4 --5=0, (2) ви —2=0, и (3) 2=® 
Даля опредъленя \ и м, рышаежь ур—ны (1) и (2), и для этого уравни- 

ваемъ коэф ты при №; так. обр. найдемь 

ФЕ =—15 и ФЕИ =4 

а это — система несовуфстная, ибо первыя части равны, а вторыя различны. 
И однако, данныя ур—ня представляють систему совуфстныхь уравненй. 

Прижфнихь теперь способъ УЖергонна, умноживь и 3-е ур—не на %; 
найдемъ: 

х 7 9-14, — 12 (3) Е 4и- 5—0, (4) 6 —2=0 и (5). И. 

Изъ ур—нй (3) и (4) найдемь отношеня т и т иуфемъ 

— 2, 6 2у=— 8, орда = 
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и слдовательно 
в у 12 о 
4 
НЗ —145 

Подобнымь образомь найдемь: 2=2, у=3. 
Здьсь, какъ легко видфть, способъ ЖЖергонна сводится къ перестановк® мно- 

жителей Безу въ друмя строки; но какъ вначалв нельзя предвидфть. невозмож- 
ности, которая обнаруживается вычисленями лишь, впослдетви, то понятно, что 

пользоваше варшитомь Жергонна имфетъ преимущества. Въ саможъ дфлЪ, легче 
перемёнить множителя, по отношению къ которому ищемь отношеня другихь 
множителей, нежели, слфдуя методь Безу, начинать съизнова всф вычисления. 

ПРимЪРЪ |. Рёшить систему уравненй: 

я--Зу-- З2--4и=27 (1) 
З2--Бу-- 72-- и=48 (2) 
5д-- 8у-|- 102 —2и 5 (3) 

7%-- ву-- б=--4и=53 (4). 

Помноживъ первое ур. на %, второе на ®, третье на р, четвертое на Ч и с20- 
живЪ ихъ, найдемъ: 

(т--Зя--5р- одет 5-Е 8р -- боди -- (Зт-Е Ти 10р-- 54а -- 
|+ (4т-Н п — 2р-- 44) и = 27т-- 48®-- 65р-- 534... (5). 

Приравнивая нулю коэффищенты при 2, У и 2. находимъ первую вепомога- 
тельную систему уравненй: 

т--3®-- 5р--79=0 
(6) эт--5в-- Зр--69=0 

Зт-—|- 7в-|- 10р-|- 59 =0 

_—_ эт 48я + эр 539, 
кира 

Опредфлимь отношеня т, р и Ч къ ®. Система (6) дастъ: 

4 1 о: Ча 
п п 8 

ВАА КА 
ас 

Подставивъ эти величивы въ уравнеше (7), получимь: и = 2. 
'Подотавивь найденную для № величину въ первыя три изъ данныхь урав- 

ненй, найдежь систему уравненй съ тремя нензвфстныхи: 

#--2у-- 3#=19 (8) 
За-Р5у-- 72=46 (9) 

5е-- Зу-- 10 =69 (10). 

Умноживъ первое изъ этихъ уравненй на”, второе на 8, третье на Ви 
сложивъ ихъ, нхфемъ: 

"38-5 (ие бз-8ду- (8,78 100 а—197--468--696. .. (11). т Ая, т т . 
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Приравнивая нулю. кооффищенты при 2 и У, получаемь другую вспомога- 
тельную систему уравнен!й: 

г 38-5 5=0 

(12) о, ар 80 

19/-- 468 | 6% 
3-Е 78 Е 10 и #= (13). 

‘Опредвляя изъ системы (12) отношеня р и г находимъ: = № 8, 

Подставляя эти значеня : и : въ формулу для 2, находимь: 2 =4. 

Подставивъ найденную для 2 величину въ у—вя (8) и (9), имфемъ . 

#--2у= 7. .. (14) 
325у 18... (15). 

Умноживъ (14) на м, (15) на © и сложивъ ихъ, имфемь 

(и 30) -- (2и- 5в)у = Ти-| 18%. 

ы и РЕ 
Положикь и 3—0, откуда „==— 3, и подставивь это значене „ въ 

1.-418 
‚ найдемь: у==3. 

5 

Подставивъ 3 вмфсто у въ уравнене (14), найдемь: 2 = 1. 

234. Случаи упрощеня. Изъ предыдущаго видно, что процессь ршеня 
свстежы уравненй вообще довольно сложенъ, особенно если число нензвЪстныхь 
зелако. Но иногда его можно упростить; случаи для упрощен!я „представляются 

тогда. когда не вс№ неизвЪетныя входять въ. каждое уравненше, или же когда, 
развемя представляютъ нфкоторую симметрию по отношеню къ неизвфетныхь. 

Ботда не всф уравнешя содержать вс неизвфстныя, тогда начинають съ 
зкизючевя того неизвфстнаго, которое входить въ наименьшее число уравненйй, 
35 т6 уравненя, въ которыя это неизвфетное не входить, можно считать рф= 
зтльтатами его исключения. 

ПрихзРЪ 1. РЬшить систему уравненй 

22 —52--4и= 7 

— у 62 — Зи= 3 

—7&--4у == 
—5 62 =20. 

Исключая м, которое входить только въ первыя два уравнешя, получаемь 
тре 

6х — 4у-- 92 =33, 
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которое вмфотв съ уравнешями 

— 6 — Зи= 3 

—7=--4у. = 10 
— 52 — 62 =20 

составляеть систему, эквивалентную данной, 

Исключая во второй систем У изъ перваго и третьяго уравнений, полу- 
чаемъ систему 

— у 62-—Зи= 3 

—_* + 9 =43 

— 72-4 4у =10 
—5х - 62 —20 

_ эквивалентную второй, а слд. и данной. 

Исключая въ ней 2 изъ втораго и четвертаго уравнен, находимь эквива- 
лентную данной систему: 

— У 62—3Зи= 3 

— 72-49 
—3 -= 9% 

398 =195. 

Изь послфдняго, уравнешя находниъ: 2 =—5. Вотавивъ вмфсто 2 его, вели- 
чину въ третье уравнеше, найдем: 2 = 2; затфмъ изъ втораго урав. получим: 
у==6; наконець, изъ перваго: м = 7. 

Примзръ 1. Рёшить систему уравненй 

1--62=11. 

Выражая изъ пятаго уравнешя # черезь 2, нибемь: { =11 — 62. Вета- 
вляя вмЪсто # его величину въ четвертое ур., получимь: м = 29 —5(11 — 62) = 
— 26-- 302. Вставляя вибсто м полученную величину въ третье ур., най- 
демь: 2 — 123 — 1205. Подобнымь же образомъ, изъ второго ур. имфемъ: 
у— — 358 - 3602. Вставивъ вифсто у найденное выражене въ 1-е ур., най- 
демь изъ него: 2 ==1. Ве остальныя неизвфстныя выражены черезь 2, а 10- 
тому ихъ легко теперь вычислить. Найдемь: у=2, 2=3, и=4 ин 8—5. 

Примфръ Ш. РЬшить систему уравнен!й: 

жути =а 
уа-и-+Е=Ь 

аи ==е 
и р е-у=а 

в а-ру-а=е. 
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Вь этой систем неизвёстныя входять симиетрично — каждое одинаковое 

число разъ; это обстоятельство позволяеть найти сумму вофхъ неизвфетныхъ: 
для этого стоить только сложить вс уравнешя и результать раздфлитьТна 4. 
Такимь образомь получимъ 

ау и ВЫ: - (1). 

А какъ въ каждое уравнеше не входить по одному только неизв%стному, то, 
вызитая изъ уравнешя (1) послфдовательно каждое изъ данныхь, опредфлимь 
всф нензвфстныя. Получимъ: 

: + е+а+е—3За 

АР ЕК 

Е НЕА 

Зафеь сумма вофхь неизввстныхь, съ опредфлешя которой мы начали, пред- 
ставляла оспомомипельное неизвьетное, позволившее скорфе опред®лить каж- 

ее вензвфстное въ отдёльноети. Воть еще примфры употреблешя вспомогатель- 
выть неизвЪстныхъ. 

Прихизръ [У. Рёшить систему уравненй 

ь 
=о 

# ту 

е 

э—^ 
свобождая уравнешя отъ дробей, мы нашли бы уравьеня, въ которыхь 

я%зиторые члены содержали бы вторыя степени неизвфстныхь; но легко избф- 
зеать получешя уравненй второй степени, введя вспомогательныя неизвфстныя, 
и иневно полагая: 

1 

=у 

Даввыя уравнешя примуть видъ: 

аи-|- #—е, Чи ев = |. 

Решая итъ, найдемъ: 

— е—ы а{— са. 
К е—ы 1 ае —54 

18 
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одставивъ вмфсто м и ® ихъ выраженя черезь хи у, найдехь 

откуда 

Сначала складывая, а потомъ вычитая эти ур— ня, найдемь: 

Ттае — в4 ае — ва Туае — 54 ае — 14 

Вы На} Ри ый 

ПрРимеръ У. Рышить систему уравненй 

ати -Ри)=а 

ут и =) =} 
сё | т(и--=Ну=у 

аи--т(ае-ру-- 2) =8. 

Введем вспомогательное неизвестное, положивь: 2-- у-а--и =; дан- 
ныя уравнешя примуть видъ: 

ы- 

ва -+т($ — 2 =1 
дит — и) =8. 

Выводя изъ перваго ур—вя 2, изъ второго У и т. д., найдемь: 

а—т5 #—т$ 1—т85 

ВА ая е—т' - (1). 

Складывая почленно эти уравнешя и замчая, что въ первой части полу- 
чается д + у-- 2-м или 5, найдемь: 

Ша и | 1$ | и | 2 иЗ, 
а—т Г фт Сбт Гат 

Изъ этого уравненя, первой степени относительно $, найдемь это вепомога- 
тельное неизвестное; зная его, изъ уравненй (1) найдежь 2, у, ё и м. 

. Приведемь еще примфры искусственных премовъ, облегчающихь р®шене 
уравнений. 

Примзвръ У1. Рышить систему уравней: 

ху 1 Е 12 25а 1 

пес вре Шо а 

Обращая дроби, найден: 

68 
#Ну-6 
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Складывая эти уравнешя и обозначая, для краткости, сумму а-Р 5-е чв- 
резь 25, находинь  _ : у 

> а с Ч 
Рае ад 

Вычитая отсюда поочередно каждое изъ предыдущихь уравненй, находимъ: 

8 Й 
а. 

Принъръ УП. РЬшить систему уравнений: 

а ау а --а'=0. 

ау Мз- =0. 
ау еа--=0. 

Можео бы было рЬшить эти уравнемя сиособомь исключешя черезъ сложе- 
зе и вычитане, во проще употребить слфдующий искусственный иремъ, предло- 

Быже (1756—1556). Данныя уравнешя выражають, что. полиномь 

Х2-{ 2х3 Рух: 

чбражается &ъ пуль при подстановкф вифсто Х количествь а, и с; сл®д. онъ 
длится ва произведене (Х — а) (Х —6) (Х — с), причемь частное равно 1, 
Зитоху что первый члень дфлителя есть ХЗ. Итакъ, имбемъ тождество: 

хе аа-Рух +2 (х—а) 5—6 —9) 
зан. во раскрыт произведения: 

Хе 2х --ух--а= Хх — (@--0-|- с)Хз-[ (а6-- ае-- 5)Х — ас, 

отЕтда, приравнивая коэффищенты при одинаковыхь степеняхь Х, находим: 

Г: (@--5-- с); у=аб-аве- в; абс. 

295. 0 системахъ уравненй, въ которыхъ число неизвфстныхъ не равно 
числу уравненй. Когда число уравненй равно числу’ неизвфетныхь, то система, 
иифетъ, вообще, одно опредфленное рёшеше. Разсмотримь теперь случаи, когда 
число неизвфстныхь не равно числу уравненй. 

296. Ткорвил. Омстема уравнений, которыхь число меньше числа 
неизвьстныхь, неопредъленна. 

Пусть имфемь 7% уравненй, содержащихь ж-- р неизвфстныхъ. Можно дать 
произвольныя значешя р неизвфстнымь; тогда получится система т уравненйй, 
изъ которой опредфлатся остальныя 7 неизвфетныхь. Сдфд., система имфеть 
безчисленное множество рфшенй, что выражають однимъ словомъ, говоря, что, 
система меопредъленна. ; 

13° 
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297. Теоремл. Омстема уравненй, число которыть больше числа 
неизвьетныхь, вообще невозможна. 

Пусть число уравненй превышаеть число неизвфстныхь; пусть, напр., имфемь 
т--р уравнешй съ т нензвфстными. Взявъ 9% изъ числа данныхь уравненй, 
въ которыя входили бы 9% неизвфстныхь, и рёшивъ ихъ, опредфлимъ эти т 
неизвфстныхь. Если окажется, что найденныя величины удовлетворяють и осталь- 
пымь р уравнешямь, то заключаемь, что система имфеть одно опредфленное 
`рьшене. сли же окажется, что значешя, найденныя для 2% неизвфстныхь, не 
удовлетворяють остальнымхь р уравненямъ, это будетъ значить, что система не 
имфеть рьшенй; въ такожь случа говорять, что она невозможна, или что 
уравнешя несовмьстниы. 

ПРримзрь 1. Рёшить систему трехъ уравненй съ двумя неизв®стныхми: 

За--2у— 5=0 
7% —Зу-- 2=0 

—#-7Ту— 12 =0. 

Рьшаемь послдыя два уравнешя и находим, что имъ удовлетворяют: 

= ну Вставивъ эти величины въ первое уравнене, замфчаемъ, 

что р к въ тождество. Слфд. система возможна и имфеть ршеше: 
4 

р уз. 

ЦРимзВРЪ |. Рёшить систему 

6&-- 7у = 46 
ба-- Зу=27 
#-- 2у = 14. 

Первыя два уравненшя нибютъ рёшене: 2 ==3, у=4. Но эти значеня не 
‘удовлетворяють третьему уравненю, слфд. предложенная система несовмЪстна. 

Когда число уравненй превышаеть число неизвфстныхь, и ур—Шя нифютъ 
буквенные коэффищенты, то можно предложить себ вопросъ: при какой зави- 
симости между коэффищентами найденныя для # неизвфстныхь величины бу- 
дуть удовлетворять и остальнымь р уравнешямъ? Эти р условй обыкновенно 
называють условными уравнентями. у 

ПРимвры: 1. 62--7у=46, 5&--3у=27, ах 2у=14, 

Первыя два уравневя удовлетворяются при 2—3 и У—4. 

Для того чтобы во три уравнешя были совмфотны, необходимо, чтобы ть 
же значешя 2 и У удовлетворяли и третьему уравнению, т.е. чтобы существо- 
вало тождество 

За--8=14, отуда а=2. 

Итакъ, система совмёстна при а=2. 

П. а--и-е=0; ас уе =0; а’з-Бу-е" =0, 
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Ршая первыя два уравнешя, найдемъ: 

Ша —_ ба. 
=” У а 

Для того чтобы система была совифстна, необходимо, чтобы т же рёшешя 
обращали въ тождество н третье уравненше, т.-е. чтобы (по освобождени отъ 
знаменателя) 

а"(5е' — 66) 5 (са — ав’) в (аб — ва) —0, 

аб’с" — ас" | са’5" — с" -- 56а" — Ба" = 0. 
ваи 

Легко видЪть, что первая часть этого условя есть ничто иное какъ знаме- 
натель значений неизвфстныхь, удовлетворяющихь трежь уравнешяжь съ 3 не- 
извфетными въ общемъ видф. 

Ш. Пусть даны шесть уравнейй съ 3 неизвфетными: 

2 ур :=9 

3#— у-22=10 

2=-- 1у—32= 8 
ах— Фу сг=20 
ах-- + =44 
10ах-|- Зву — сг = 26 

и требуется опредфлить, при какихь значешяхь коэффищентовь а, 6 ис эти 
шесть уравненй будуть удовлетворены одними и тфми же значенями неизвфот- 
НЫХЪ. 

Ршивъ я три уравнена, не содержащия а, Ь и с, найдемъ: х==1, 
`у—3, 2—5. Эти величины должны удовлетворять трежь посд®днихь уравне- 
Шямь, т.-е. олжны существовать равенства 

а—36-|-5е=20 

а-- 6-5 = 44 
10а -{- 9% — 5е=26. 

Рьшивъ эти уравненя относительно а, 6 и с, находимъ, что они удовле- 
творяются при @=—2, 6—4, с=6: при этихь значешяхь коэффищентовь 
шесть предложенныхь уравненй совифстны. 

ГЛАВА ХХИ. 

Составлеве уравнен!й со многими неизвЪетными. 

238. Когда задача требуеть нахождешя нфсколькихь неизвфстныхь. то для 
рёшешя ея нужно имфть столько различныхь условй, сколько есть неизвфст- 
вытъ. Обозначая каждое неизвфстное 0особою буквою, и выражая каждое изъ 
усов особыжь уравнешежь, мы получимь систему опредфленныхь уравнений, 
рЕшивЪ которую и найдемь искомыя нензвфстныя, 
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Когда въ подобныхь задачахь встрчается нфоколько неизвфотныхь, то при 
составлен уравненй можно поступать двоякимъ образомъ: или можно привести 
задачу къ составлению одного уравнешя съ однимь неизвфетнымь, выражая ве 
неизвфотных черезъ одно, или къ нфеколькижь уравненямь, если каждое неиз- 
вфстное обозначить особою буквою. Выражая вс неизвфстныя черезъ одно, мы 
въ сущности дфлаемь въ ум исключеше нфсколькихь неизвЪстныхь; но этот, 
праежь, сокращая вычисленя, усложняеть и затрудняеть составлеше уравненя. 

о Вь виду этого, за исключешежь самыхъ простыхь вопросовъ, слёдуеть каждое 
изъ неизвёстныхь обозначать 0с0бою буквою и каждое услове выражать отдфль- 
нымь уравнешемь. Приводимъ примфры. 

ТРИЖЬРЪ 1. Из» трехь слитковь, сплавленныхь ‘изь золота, серебра 
и мпти: 

первый содержить 50 р. золота, го р. серебра и 80 ар. мтди; 
второй ‚ { » » 70 » ю 

третий » > » ки » » 90 0» 

По сколько нужно взять оть каждио слитка, чтобы составить 
четвертый, который содержаль бы 79 ар. золоти, 118 ар. серебра ш 
162 ар. миди? 

Пусть оть перваго слитка нужно взять 2 гр. отъ второго У, `а оть 
третьяго 2. 

Первый слитокъ, согласно первому условйю, содержить всего 50 -|- 60 80 
или 190 гр. На эти 190 граммовъ приходится 50 гр. золота; слфд. на 1 тр. 

сплава приходится 190 или г грамма золота, а стало быть въ 2 граммахъ, взя- 

5 
тыхь оть перваго слитка, содержится 19 2 тр. золота. На ть же 190 гр. слит- 

60 6 
ка приходится 60 гр. серебра, слфдов. на 1 гр. слитка приходится 190 Или 19 

6 
трамма, серебра, а въ х граммахъ этого слитка содержится: 19 ® тр. серебра. 

Такимь же точно образомь убфдимся, что въ 2 тр., взятыхь отъ перваго слитка, 

мфди содержится 19 2 траммовь. 

По второму условйю, второй слитокъ содержить 150 траммовъ, въ томъ 
числв 30 гр. золота, 50 гр. серебра и 70—мфди. Разсужденя, подобныя вы- 
шеприведеннымь, покажуть, что въ У граммахъ, взятыхь оть этого слитка, со- 
держится 

ь : бра и 2 й 15% тр. золота, БУ тр. серебра и БУ пр. мфди. 

Наконець, согласно третьему условшю, третй слитокъ содержить 190 тр., 
изъ которыхь: 35 гр. золота, 65 гр. серебра и 90—мфди; слфд., въ 2 граж- 
махъ, взятыхь оть этого слитка, содержится 

и 3 Ей серебра. т гр. иди. 1902 ГР. золота, 1902 гр. серебра, 1902 тр. мбди. 

Все количество золота, входящаго въ сботавъ четвертаго слитка, выражается: 
формулою 

$ 8:15 
ва ву-- во? р 
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Е: полное количество серебра— формулою ^ 

: 6 5 65 
9-Е ви ко? 1 

а количество мфди равно 
8 г 9 
а--вУ-Е 192 "р. 

< Но по условйю, четвертый слитокъ долженъ содержать 79 гр. золота, 118— 
серебра и 162—мфди; такимъ образомъ имфемъ три уравненя: 

5 3 35 
. Ве ВУ 0—7, 

6 5 65 : =--вУ-ю2=18, 

8 т э. 
27-69-92 =162, 

или, по освобождени отъ дробей: 

502-- 38и-Р 352 = 15010, 
362-- 38и-- 392 = 13452, 
1202 133у -{ 1352 = 46170. 

Исключивъ изъ первыхъ двухъ уравненй у, получижь ур.: 

7х — 22 =119, 

а исключивь У изъ второго и третьяго: 

42-2 =608. 

Рьшая эти уравнены, находимъ, 

%=133, 2==16 гр. 

Подставивъ эти величины въ первое уравнене, получимъ: 

^ у — 150 тр. 

Прнизръ П. В» бассейнь проведены три трубы: 

1-я и 9-я, будучи открыты вмъстъ, наполняють бассейнь в5 12 час,; 
2-я и 3-я, +» > > > > » 20 » 

8-я м 1-я, » » > » Е > » 15 » 

Во сколько часовь веъ три трубы, открытыя одновременно, напол- 
нять бассейнь ? 
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Пусть первая труба, будучи открыта одна, наполняеть бассейнь въ 2 часов; 
вторая, дфйиствуя также отдфльно, наполняеть бассейнь въ У час., а третья — 
въ 2 часовъ. Въ такомь случа 

1 
1-я труба въ 1 ч. наполнить „ часть бассейна; 

2-я > › В 

щи =! 
3-я ь › > > > 

слдовательно, вс три трубы, дЪйствуя вмфстВ, наполнять въ 1 часъ часть 
бассейна, равную Пи ` 

Я, 

с А весь бассейнь наполнится во столько часовъ, сколько разъ дробь 

т НЕ, Заключается въ объем цфлаго бассейна, т.-6. въ 1. Итак, время, 

и для наполнешя бассейна тремя трубами, выражается формулою: 

ЗЕ 
ИЯ 
тута 

это и есть искомое задачи. 

Для его опредфленя мы изъ условй задачи имфемь три уравнешя 

а Ру-т 
А 
уг2 50 

м 
#1 15° 

Складывая ихъ, находим: 

откуда 

а потому 

Для наполнешя бассейна нужно 10 часовъ, что нетрудно проврить, 

ПРихзВРЪ Ш. Опредълить время изобрьтешя Гуттенбертюм»ь кни- 
зопечатаня на ‘основанём слюдующиль данныт: 1) чифра десятковь 
100а, в: который совершилось это событче, вдвое меньше цифры еди- 
ницз; 2) цифра тысячь равна разности между цифрою сотень и циф- 



а 

‘рою десятков; 3) сумма веъаь четырехь цифрь искомало числа равна 
14; 4) если увеличить искомое число на 4905, то получится число 
обращенное. 

Обозначимь, похлорядку, цифры единищь, десятковъ, сотенъ и тысячъ бук- 
вами 2, У, 2, &. Первыя три услошя прямо дають слфдующия уравненя: 

Ву: >.) 

#=2—у. .. (2) 
ау 1=14... (3) 

'Искомое число изображается формулою: 2-|- 10у-|- 1002-10006; обращен- 
ное число—формулою 10005 -|- 100% -- 10=-- $. Четвертое услове выражается 
‘уравнентежь 

2-- 10у-{ 1002 - 10008 -|- 4905 = 10002 + 100у-- 10-4, 

или, короче: 

111=-- 10у— 102—111 =545. ... (4). 

Вычтя (2) изъ (3), находимъ 

ж--у--2=14 — #--у, 

1=14— 2. 
откуда 

Въ такомъ случа ур. (1) даст 

2у=2=14— 24, 
откуда 

у=71—4 
а сл6дов. 

1—2 —у=28— 7. 

Подставивъ въ ур. (4) вуфсто 2, У и # ихъ выражешя черезь 2, находимъ: 

111(14 — 22)-- 107 — 2) — 102 — 11122 —7) = 545 
откуда 

#=4; 

а потому: &—6, у=3, #=1. Итакъ, книгонечатане изобрётено было въ 
1436 году. 

ПРиизРЪ [\. Два свъчныхь завода конкуррирують дру сь друюмь. 
Второй открыть 40 днями позже первао, и на немь работаеть 70 
человъкь по 12 часовь в день, между тльмь какь на первомь только 
60 рабочихь, занятыхь по 10 часовь въ день. Черезь сколько дней оба 
3ав00а приотовять одинаковое число свтъчей, полалая, что каждый ра- 
бош на той и друюй фабрикзь изютовляеть одинаковое число свъчей 
65 чась? ‹ 
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Пусть искомое число дней, считая со времени открытЁя перваго завода, бу- 
деть 2; пусть, кромф того, каждый рабоч изготовляеть въ часъ у свфчей. 
60 рабочихь перваго завода, работая по 10 часовъ въ день, изготовять въ 2 
дней у.10.2.60 свфчей; 70 рабочихь второго завода, работая по 12 часовъ 
въ день, изготовять въ 2 — 40 дней у.12.(2 — 40).70 свфчей. Шо условю, 
оба числа свфчей равны, слфд. получается уравнеше съ двумя неизвестными: 

у.10.2.60 —=/.12.(2 — 40).70. 

06$ части уравненя дфлятся на произведене у.10.12; это дфлеше позво- 
лительно, такъ какъ У, по смыслу задачи, отлично отъ нуля, Сокративъ, най- 
демъ 

52 ==7(2 — 40), 
откуда 

2 = 140. 

Примпчане. Для составлешя уравнешя пришлось ввести осйомозательное 
неизвьстное у, котораго величина остается неопредфленною. 

Приводимь еще одну задачу, въ которой составлеше уравнешй требуетъ вве- 
деня двухъ вспомозательныхь неизвьетныхь; это — исторически извфетная, 

задача Ньютона. 

ПРимзРъ \’. Задача Ньютона. Площади треть луювь равны соот- 

вттственно: 81 десятинамь, 10 и 24 десятинамь; причемь на всъть 

треть лумль трава имъеть одинаковую высоту и растеть равномпрно 
с5 одинаковою быстротою. Первый луз прокорниль 12 быковь вь про- 
должене четырель недъль, второй—21 быка въ течеше 9 недъль. 
Сколько быковь можеть прокормить третёй му вы течеше 18 недьль? 

Пусть искомое число быковъ равно 2. Для облегченя составленя уравненй 
нужно ввести 0в@ вспомомительныхь неизвиетныхь, именно: высоту травы 
на каждомь лугу, которую обозначимь буквою У, и скорость, съ которою трава, 
растетъ, т.-. количество, на которое увеличивается ея высота въ недфлю; пусть 
это неизвёстное будеть 2. 

1 
На первомь лугу количество травы вначалв было УЖЗз иди г 9, а при- 

рость ея въ 4 недфли равенъ #814, или ем Полное количество травы, 

съфденной 12-ю быками въ 4 недфли, равно 

10 40 10 4 
зу 32, ши о 

слфд. одинъ быкъ въ 1 недфлю съфдать 

04+4%) 54%). 
72 

Подобнымь же образомъ найдемъ, что количество травы, съфденной однимъ 
быкомъ въ одну недфлю на второмъь лугу, равно 

10(и-- 94) 10-94). 
хм № 
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а на третьемъ ‚оно равно 

7 18) 40-189. 
182 ' № Е 

Выражая, что количество травы, пофдаемой на каждомь лугу однимь бы- 
комь въ одну недфлю, одно и то же, получимъ уравненя: 

50-48) _ 10-94) 
72 э 189" 

5 (и 42) _4(и-| 182) == 

Такимъ образомъ получили два уравненя съ тремя неизвфстными, сл. им- 
ем случай неопредвленности; но здфеь неопредфленны только У и 2, между 
тмъь какъ главное неизвфстное 2 имфетъ величину вполнв опредфленную. Въ 
самомъ дЪфлф, два полученныя уравнешя дають возможность опредфлить отно- 

щен е вспомогательныхь, ноизвботныхь и главное неизвЪстное 2. ДЪйстви- 

тельно, раздфливъ 06 части каждаго уравнешя на 2 и положивъ, и, най- 

Демъ два уравнешя съ двумя неизвфстными 2 и и: 

5(и-- 4) __ 10-Е 9) 
9 189 

5(и-- 4) __ 4% 18), 
а 

‘изъ которыхъ и можно опредфлить эти неизвфотныя. Изъ перваго ур. найдемъ: 
и = 12; вставивъ вуфсто м его значеше во второе, найдемь: 2 = 36. 

Слфд., трей лугь могь прокормить 36 быковь въ течеше 18 недфль. 

ГЛАВА ХХИ!. 

Теорйя пропоршй. 

Пропоршя ариометическая. — Пропоршя геометрическая; производныя и’ сложиыя 
пропорщи; свойства ряда равныхъ отношен . — О пропорщональности ведичинъ.— 

Гармоническая пропорщя. — Приложеня. 

299. Въ этой главё мы займемся изучешемь особаго вида равенствъ, назы- 
ваемыхь пропоршями; изучене свойствь этихъ равенствъ важно въ виду мно- 
точисленныхь и разнообразныхь ихъ примфненй. 

Пропорщя ариеметическая. 

300. Разность двухъ количествь а и В называется разностным»ь или 
ариометическимь ихъ отношенемь; письменно оно выражается такъ: а— 6. 
Количества @ и 6 называются членами отношешя: а—предыдущимье, $— по» 
слпдующимь; числовая величина @— 6 наз. разностью отношеня, 



ева. 

Если два арнометитескя отношеня @ — Бис — @ равны, то соединяя ихъ 
знакомъ равенства, получимъ равенство 

а-—в=е— а, 

называемое разностною пли ориометическою пропорщею. 

Пропорщя читается такъ: а относится къ 6, какъ с къ 4. Количества а, 
Ъ, си 4 называются членами пропорщи: а — первымь, 5 — вторымь, с— 
третьимь, 4—четвертымь; кромф того, @ н 4 называются крайними, Би с-- 

ими. 

301. Главное свойство ариеметической пропорщи. Если въ равенствЪ 

а—6=с—а 

перенесемь Ф въ первую, а 5 во вторую часть, то получимь 

а--а=ь--с, 

т.-6. 60 всякой ариометической пропорши сумма крайнихь членовь равни 
суммъ среднить. 

Обратно: взявъ равенство 
а--а=ь--с 

и перенеся © въ первую, а 4 во вторую часть, найдемъ, 

а—=е— а, 

Т.:6. сли сумма двуть количествь равна суммъ двухь друшить, то эти 
четыре количества ариометически пропорщональны. 

302. Опредфлене неизвфстныхъ членовъ. Перенеся въ пропорции 

а—6—е—а 

зленъ В во вторую часть, найдежь: 

а—=(6--е—а. ..(1). 

Опредфляя изъ той же пропорши 6, находимъ 

5={@а44-—. .. 4). 

Равенство (1) показываеть, что крайнйй члень арием. пропориёи равень 
суммь средиижь безь друлою крайняю: а равенство (2), что среднйй члень 
‘равень суммъ крайнихь безь друюю средняю. 

303. Непрерывная пропорщя. Ариеметическая средина. Если въ арноме- 
тической пропорщи равны оба крайше, или оба средше члена, то пропорщя на- 
зывается непрерывною. Таковы напр. пропорщи: 5 —3=7—5; 2— 10 —= 
—10— 1$; вообще 

а—6=Ь—си р—Ч=г-—р 

суть пропорщи непрерывныя. Въ первой ©, а во второй р называются ариоме- 
тическими срединами двухь другихъ членовъ, 
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Примфняя главное свойство къ одной изъ этитъ пропорщёй, напр. къ первой, 
находим: 

2 —а-ре, откуа 5, 
1.26. ариометическая средина между двумя количествами равна ить 
полусуммт. 

Обобщая этоть выводъ, называют» ариеметическою срединою нтскоги- ° 
кижь количествь — сумму ить, дьъленную на число ить. 

Такимъ образомъ, если имфемъ ® количествъ 

в;; @,, @,,. ..., быль а, 

то ариометическая средина ихъ будеть 

чо а... ааа, 
® 

Опредфлене ариометическихь срединъ весьма важно для наблюдательныхь 
наукъ. Пусть, напр., опредфляя угломфрнымь прибором нфкоторый уголь въ 
ифсколько премовъ, нашли: при первомъ измёрени 28°52’36”, при двухъ слф- 
дующихь 28°5152” и при четвертомь измрени 285124”. Какова величина 
угла? Такъ какъ всф четыре изифрешя не согласуются между собою, то остается 
одно средство—взять среднюю величину. 

2852736" |: зо Ж2- 29514 оу, 

Пропорщя геометрическая. 

: а 
304. Частное оть раздфлешя двухъ количествъ › наз. хратнымь или 10- 5 ъ 

‚метрическимь отношещемь а къ 6; численная величина отношеня наз. зна- 
‘менателемь отношеня. 

Равенство двухъ геометрическихь отношенй называется кратною или геоме- 
трическою пропорщею, напр. 

305. Главное свойство геометрической пропорщи. Во всякой зеометри- 
ческой пропорции произведене крайнихь членовь равно произведено 
средних. 

Въ самомь дфлЪ, приведя въ вышенаписанной пропорщи дроби къ общему 
знаменателю и откинувъ его, найдемъ 

аа=%. .. (2). 

Наобороть, если произведене двухь количествь равно произведению 
двух» друзить количествь, то тажя четыре количества пропорно- 
нальны. 
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Въ самомь дфлф, раздбливъь 06$ части равенства а4 — 06 на 64, найдемь: 

шс 
а. 

306. Опредфлене неизвфстныхъ членовъ. Если 00$ части равенства (2), 
вытекающаго изъ пропорщи (1), раздфлимь на 4, то найдемь: 

6с р 2 (3). 

Раздфливъ же об части (2) на с, находимъ, 

аа 
6= =; -*(4). 

Равенство (3) показываеть, что 60 всякой звометрической пропорши 
крайнй члень равень произведенйю среднихь, дъленному на, друюй край- 
ний; а равенство (4), что мемзвюстный среднёй равень произведению край- 
низь, дъленному на друюй средний. 

Опредфлеше неизвстнаго члена, когда остальные три члена изв отны, на- 
зывается ршенемь пропорщи. 

307. Непрерывная пропорщя. Геометрическая средина. Когда равкы оба 
крайне, или оба среде члена, пропорщя называется непрерыеною; напр. 
12:6—94: 12, или 2:4=4:8, 

Каждый изъ равныхь членовъ непрерывной пропорщи наз. среднымь 1ео- 
‘метрическимь между двумя другими. Приравнявъ въ непрерывной пропорщи 
а:Ь=: 4 произведеше среднихь произведено крайнихъ, получимь 10° — а, 
откуда 

ь — аа; 

слёд. чеометрическал средина двухь количествь равна квадратному корню 
изь ижь произведеная. 

По аналоми съ этимъ выводожъ, среднимь геометрическимь нфеколькихь ко- 
личествъ называютъ корень порядка, равнаго ихъ числу, изъ ихъ произведения. 
Потому, геометрическая средина ® количеств: а., а, а,. = ., 4, будеть 

Га, а, : 

308. Производныя пропорщи. Если пропорщя получается изъ другой про- 
порщи посредствомь нфкоторыхъ преобразован, то первая называется #ромз- 
водною. отъ второй. Ознакомиися съ различными видами производныхь про- 

порщй. 
1, Взявь пропорцию 

=), 

приравняемь въ ней произведеше крайнихь произведению среднихь, и раздфлимь 
полученное равенство а4 — бе послфдовательно на: с4, аб и ас; по сокращеши 
найдем: Ц 

а 
с 
=е.. 4). 
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Переставивь въ каждой изъ этихь четырехь пропорщй самыя отношеня, 
найдемь еще четыре пропорщи: 

2-2 5-5 а 5! & -. 8). 

Такимъ образомь 65 каждой пропорши можно перемънять мета: 
членов», крайнихть, и тъьхь и друпить вмъстт. Чрезъ это вся- 

кую пропорщю можно представить въ восьми различныхь видах. 

П. Придавъ къ обфимъ частямъ равенства = ... (1) ю 1, а шото 

вычтя по 1, получимь по приведеши каждой части къ общему знаменателю: 

ь са а—ь _с-4а НЯ, ев.) 

Пропорщи (2) и (3) показывают, что: сумма млм разность членовь пер- 
Фазо отношеншя относится къ своему послюдующему тавь, какь сумма 
илы разность членовь вторало отношеня кз своему послюдующему. 

Раздёливъ позленно каждую изъ пропорщй (2) и (3) на (1), найдем: 

а еНи --6) ее. фу 8—0 

1-= сржжа млы размость членов» первало отношенщя относится къ пуе- 
Фыдущежу звоо же отношеня такь, какь сумма или разность членовь 
чзварии, оякжюнщеныя кз предыдущему тош же отношетя. 

Пережфнияь въ пропоршаль (2), (3), (4) и (5) мфста среднихь членовъ, 

а—ь а-+5 
г—4—8'`'(7). сра= (6), 

1-* сумма или разность чаеновь первало отношеня относится къ сумм 
ам разности членовь втораю отношеня такь, какьъ предыдущий къ 
предыдущему или посльдующий кь посльдующему. 

Раздфливъ пропорщию (2) на (3), найдемь 

а о, 
РТ МА А 

те. сумма членовь первао отношеня относится къ иль разности, как 
сумма членов» втораю отношешя къ ить разности. 

Перемфнивь въ пропорщи (1) мфета среднихь членовъ и примёниьь къ но- 

вой пропорщи “= а. ИРеобразовани, указываемыя равенствами (2), (3) ит. д., 

пайдемъ: 

96-6912), 9664-48), 
ае с а 16 ае_@ ас _а 
Ба 405), 5—а 1400), Ба 56-9508); 
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Изъ сравнешя же (15) еъ (16) имфежь 

ав ас ав о-+а 
Я 5 т аа 

Результаты, выражаемые этими равенствами, нетрудно выразить словесно. 

309, Сложныя пропорщм. Пропорщя, выводимая изъ вбскольнихь другихь 
пропорщй, называется сложною. 

1. Посмотримъ, при какихь услошяхь возможно почленное сложеше или вы- 
читаше двухъ пропорцй. Пусть данныя пропорщи будуть 

=а ме = = | 

р -:(1) 

тд знакъ (--) относится къ почленному сложению, а (—) къ почленному вы 
читанйю. Преобразуемь испытуемое равенотво, приравнявь произведено край- 
нихь членовь произведению среднихь; сдфлавъ Это, найдемь: 

(аа) (аа) = (5-55) ее). 

Выполняя умножеше и замфчая, что верхше знаки надо брать съ верхними, 
в нижне съ нижнихи, находимь: 

аа-- аа -- аа’ а бер ве -- ие, 

Но изъ данныхь пропорщй имфемь: а@ = бе и а’ = 6’; отнявъ по-ровну 
изъ обфихъ частей, найдемь 

2 а'а- аа’ = 5 5 е-Е5е. 

ЗдЁсь совокупно написаны два равенства: въ одномъ членамъ предшествует 
знакъ —-, въ другомъ — всфиь членамь предшествуеть (—); помноживъ 00% 
части втораго на (—1), увидижь, что оно ничфмъ не отличается отъ перваго, 
такъ что оба равенства приводятся къ одному 

а’а--а@ = ве 5, 

а это значить, что -почленное сложенше и почленное вычитане двухъ пропоршй 
возможны при однихъ и тфхъ же услошяхъ. Затфиъ, пользуясь 'данными про- 
порщяжи, исключимь изъ послфдняго равенства @ и 4’, чтобы уменьшить этим 
число входящихь въ него буквъ и такимъ образомь упростить его. Съ этою 
цфлью опредфлииь изъ данныхь пропорщй 4 и @' и ихъ выраженя подставимь 
въ предыдущее равенство; такимъ образомъ найдемъ: 
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‘или, освободивъ отъ дробей, 

а’фе -|- ас’ — аа’ с-|- аа’Ъс. 

Церенеся всф члены въ первую часть и вынося за скобки въ 1-мъ и З-мъ_ 
и членахь а’с, а во 2-мъ и 4-мь ас’, найдемъ 

а'с(аЪ—аБ')—ас’(а®—а') =0, или (2% 45) (2 ас')—=0... (2), 

Это ‘равенство замфняетъ собою ‚испытуехое, а потому при какихъ условяхь 

возможно (2), при такихь же условяхь возможно и (1). 
ь Но равенство (2) требуеть, чтобы произведеше двухь множителей равнялось, 

нулю; а это возможно только тогда, когда одинь изъ нихь равень нулю, по- 
этому слвдуеть положить 

или аъ —аМ—0, ши а —ае=0. 

я `Обративъ ихь въ пропорщи, нифехь 

а’ {: а —4 ие 

кг 

Итакь, вочлевное сложеше или вычитане двухъ пропорций возможно только 
ии, веда брзеть уеторено или пары, ндк второе изъ отить равенству, 

Зин. что $ #3 сть скале итиоей даиныть пропорий, заклю- 

Ожежь. чте вочленное сложен нли вычитане двуть р ОН 

ЖнийЕ 23 эналемателы отхошенй равны. Зачфчая, что ъ и- о ть зна- 

ВеБиЗЕЕЕ отвошеый пропоршй, выведенныхь изъ данныть ржи сред- 
ить чаезиаь. заключаемь, что искомое преобразоваще возможно еще тозда, 
чыйЕ зидменатели отношений равны въ пропорщёяхь, НИ изъ 
Чбвюжаигь перемьщенемь среднижь членов. 

Фили зваженатели отношешй данныхь пропоршй равны, ый ок общую 
#' зи» зеличяку буквою 4, имфехъ 

25 и = вы: а=Ы вн @ 64. 

Окзалывая или вычитая эти равенства, 

аа —(--5)4, откуда 

‚ 
Фтсюда слфдуетъ, что [ль Ре есть зн. отн. сложной пропорции) зна- 

жемазнель отношеня сложной пропорщёи, полученной чрезь почленное 
сложеме или вычитание двухь пропоршй, импющихь равныхь знамена- 
щелей отношенй, равень знаменателю отн. дан. пропорцй. 

ПРимзРЪ 1. Такъ изъ пропорщй: Юя и в получаежь чрезь 

вочленное сложеше: з 5, а чрезь почленное вычитане: = — пропор- 

пин, ичфюцщя такого же знаменателя отношеня какъ и данныя. 

| 19 
` `. “ т. В уж мы 
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., 10 30 АО: 
Примзръ П. Изъ пропорщй и —=5 5— 6: Получаемь чрезъ по- 

. : ЕАО 3—9 
членное сложеше и вычитане вфрныя пропорщи: Е = и =. 

18 26 
у 1. Можно перемножать почленно какля-уюдно пропорщи; знамени- 
тель отношеня полученной сложной пропорши будеть равен» произве- 
дению знаменателей отношенй данныхь пропоршй. 

Пусть даны пропорщи 

а [а Я 5 — а’ Которой знаменатель отношешя равень 4, 

вс’ УЕ * › > ‚а 

И р" & 
Иа › > › ‚9 

+ я аа 
Знаменатель отношонёя этой пропорщи равень фуд = 

1-0. произведению знаменателей отношенй данныхь пропорщй. 

Ш. Можно пропорциюо раздьлить почленно на друшую; знаменатель 
отношеня сложной пропорши будеть равень частному оть раздъленя 
знаменателей отношешй данных» пропорийй. 

ме, ОГ. ас ; 
Раздвливъ пропорцию -й № ра 10 правилу дБлешя дробей най- 

демь: 

р: >=9.44', 

Раздфливъ оба члена первой части на а’’, а оба члена второй на ©@', 
получим 

если знаменатели отношешй данныхь пропорщй обозначить соотвфтетвенно бук- 
вами Чи 9. 

1\. Если вь двух» пропоршяхь предыдущёе члены равны, то изь по- 
слюдующихь можно составить пропорцёк; если же послтдующие равны, 
то предыдуиие пропорциональны. 

Въ самомъ дл, если въ пропорщяхь 

5 



и ь_а 
ав № а 

Белы шмтемь рябь равныть отношенй, то сумма вепть преды- 
2 откосытея Кь сумм всьгь посльдующиль, как» любой изь пре- 

ис ОЕ, АУ 

_ Выражая дфлимое чрезь дблителя и частное, имфемь: 

н- 64; а. =; а. =69; ..,а,=54... (1). 

2 почленно эти равенства и во второй части вынеся за скобки 9 

аа, а, --.---Ра,= (в + -ь Нее. 

>. 2 и 

ша. . — 4 
ить 
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У1. Если имтемь рядь равныхь отношенй, то сумма всъхь преды- 
дущизь, умноженныхь на какбя-уюдно количества, такь относится къ 
суммь воъть посльдующиь, умноженныхь соотвътетвенно на ть же 
самыя количества, какь любой изь предыдущить относится кь своему 
послтдующему. 

Умноживъ равенства (1) пункта \ соотвфтственно на 7, 7, т, --5т,, 
а затБиъ поступая по предыдущему, найдемь: 

ати -- ват» | ат. 
т, т, ит 

ЗЕбть Час 
(ыт и 

5-2, @ а» 
УП. Возвысивъ равныя отношеня в-е= ‚=> “ въ т-ую степень, 

найдем аа" а" м 
т — я — т вт 

откуда (на осн. У), получаемь 

ааа _ 
о ыы ыы" 

& по извлечени корня й-го порядка: 

ыы" . ры ыы 

0 пропоршональности величинъ. 

310. Опредфленйя. |. Когда двф величины А и В зависять одна отъ дру- 
той такт, что отношене двухъ какихь угодно значешй первой равно отношению, 
соотвфтствующихь значенй второй, то такя величины называются прямо про- 

порщевальными или просто пропорщюнальными. 

Согласно этому опредфлению, если изобразимь буквами а, а’, а", а”, ... 
послфдовательныя значеня величины А, а буквами 6, 5’, №”, 5", ... соотвфт- 
ствующёя значеня величины В, то А и В— прямо пропорщональны, если 

а" 
=_= - 

ь 

Иримъры. `ЦЪна провизи пропорцюнальна ея вфсу; жалованье рабочаго 
пропорщонально времени его работы: окружность круга пропорщональна его 
Лламетру; вфсъ однороднаго тфла пропорщоналень его объему; пространство, 
проходимое равномфрно движущимся тфломъ, пропорщонально времени движения; 
ит. п. 

1. Когда двф величины А и В находятся въ такой зависимости одна отъ 
другой, что отношене двухъ какихъ-либо значенй первой равно обратному отно- 
шению соотвфтствующихь значешй второй, — тая величины называются обратно 
пропорщюнальныхи, 
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Согласно этому опредфлению, если буквами а, г а”, а@",... назовемь в\- 
которыя значеня величины А, а буквами 6, 6’, >", `` оотвфтетвующя 
значеня величины В, то А и В обратно пропорщональны, если 

51°. за иаы 
а аа т или а. 6 — а’. = а”. "= а". "= 

ПРихзРы. Время, необходимое для окончашя нЪфкоторой работы, вообще 
‘обратно пропорщюнально числу рабочихь; скорость равномфрнаго движешя обратно 
ъ‘пропоршональна времени, необходимому для прохождешя опредфленнаго разстоя- 
я; объемъ газа, при постоянной температурЪ, обратно пропорщюналень давле- 
шю, подъ которымъ газъ находится; и т. п. 

311. Кавимъ образомъ доказывается пропорщюнальность величинъ. Въ 
ифкоторыхь случаяхь пропорщональность величинь очевидна, или ‘принимается 
за таковую, напр. пропорщональность капитала и прибыли, платы рабочаго и 

_врежени. въ течене котораго онъ работалъ. ЗатЪиъ, пропоршональность нфко- 
рыть величин строго доказывается въ тфхъ наукахь, къ которымь величины 
этЕ соедально принадлежать; такъ въ геометрии доказывается пропорщгональность 
сеетьежвыть сторовъ подобныхь треугольниковъ, пропорщональность окружно- 
528 ть ратеажь. в т. п; вЪ физик доказывается пропорщональность. плот- 
ВестЕ газа в хлалены, и т. п. 

Бели ие изтуне разсиатраваенытт величинъ не подлежить спещально ни- 
Ж2Здоф ЕзтЕф, то въ ить провориювальности (прямой или обратной) убждаются 

ижъ образохъ. 
Бели окажется, что въ то время какъ величина А принимаеть значения 

ЕЬ дез. три, четыре, .... разъ большя или меньшя, другая величява В, 
ритЕтетвенно этому, принихаеть значешя также въ два, три, четыре, 
игь большая или меньшя, то величины А и В прямо пропорцональны. 

Въ сажомь дЬлЬ, пусть соотвтственно значешямь А, равнымь а, 2а, За, 

27-254, 34,.... величина В принимаеть значене $, 25.85, и бь 

5%. зь, ....; требуется доказать, что если А прижетъ значеше равное 

7 то соотвфтствующее значене В будетъ 5. Для доказательства можно при- 

жать. что А получаеть значеше равное За въ два према, т.-е. что сперва изъ, 

& обращается въ а, а затЬмъ изъ Та превращается въ За. Но, по условию, 

зала А получаеть значене та, въ 7 разъ меньшее а, то В получаеть зна- 

из ть, въ 7 разь меньшее 6. Затфмъ, опять по условю, когда А изъ Та 

зревращается въ ба, Е въ 5 В то В увеличивается во столько 

же разъ, и слЁд. изъ 2 ть обращаетея въ 7 55. Такимь образомь теорема дока- 

зава для вофхЪ и. когда одна изъ м измфняется въ соизмтримое 
часло разъ. Но если величина А изъ @ обращается въ а. И?, измфняясь въ не-. 
совзифримое число разъ, то легко доказать, что соотвётственно этому и В изъ 

обратится въ 6. уз; въ самомъ дфлф, замфняя |763 приближенными сомзмьри- 
мымы дробями (1, 4; 1, 41; 1, 414 ит. д.) неограниченно приближающимися 
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къ предёлу у. 2, каждый разъ разъ будемъ находить, что во сколько разъ из- 
ивняется А, во столько же разъ и В; это заключеше вфрно, слфд., и въ пре- 
два. 

П. Если окажется, что соотвфтетвенно значешямь А, равнымь @, 2а, За, ... 

а, да, ..., величина В принимаеть значешя, во столько же разъ менышя 

или большя, т.-е. 5, 1, 8, ... 28, 36,..., то величины А и В обратно 

пропорщюнальны. 

Требуется доказать, что если А приметь значене та, то соотвЪтетвующее 

значене В будеть 55. Вь самомъ дёлЪ, когда А, вначалф имбвшее величину 

а, обращается въ Та, т.е. уменьшается въ 7 разъ, то В, по условю, во 

столько же разъ увеличивается, и слёд. изъ © превращается въ 76; затих 

когда А изъ а обращается въ та, увеличиваясь въ 5 разъ, то В, соотвт- 

ственно этому, уменышается въ 5 разъ, и потому изъ 76 превращается 16. 

Теорема таким образомь доказана для всфуъ случаевъ, когда отношеше соизиф- 
римо; а отеюда, по способу предфловъ, легко заключить, что она распростра- 
няется и на случай отношенй несоизримыхь 

ПРИМЗРЫ: 1. Если принять, что для исполнешя работы въ два, три, че- 
тыре и т. д. разъ большей или меньшей нужно рабочихь въ два, три, четыре 
ит. д, разъ больше или меньше, то заключаем, что и’ во всфхъ случаяхь ко- 
личество исполненной работы пропорщюнально числу рабочихъ. 

2. Въ физик доказывается, что когда давлеше, подъ которымъь газъ на- 
ходится, увеличивается или уменьшается въ два, три и т. дл. разъ, объежь газа 
уменьшается или увеличивается во столько же разъ; заключаемь, что во всфуъ 
случаяхь объемъ газа обратно пропорщюналенъ давлению. 

312. Пусть будуть Х и У дв прямо-пропорщональныя величины, напр., 
вЪсъ товара и цфна его. Пусть будуть, затфмъ, 2’ и 2” два частныя значеня 
первой, а У’н У’ два частныя значеня второй величины, соотвётствующя 2’ 
и =”. По опредфлению прямо пропорщюнальныхь величинъ, отношеше двухъ ка- 
кихъ-либо значений первой величины равно отношению соотвфтетвующихь значе- 
вй второй, сл®д. 

гу 
и. гу” 

перемфнивъ мфста среднихъ членовъ, имфемъ 

не 
Уу 

Такъ какъ разсматриваемыя значешя совершенно произвольны, то можно 
сказать, что отношене двухь какихъ угодно соотвфтственныхь значешй про- 
порщональныхь величинъ яостоянно. Обозначивь эту постоянную величину 
буквою К, нифемь 

ХК, откуда Х=К,У, 



т. 

г. 1085: = 

1-е м 09ухь прям7-пропоршональныхь величинь одна равняется дру- 
258. ужноженной на постоянное количество, называемое коэффишен- 

_ завжз пропоршональности. 

Фирелёливъ изъ опыта или наблюдешя два соотвЪтственныя чаетныя зна- 
ева разсхатриваемыхь величинъ, и взяв ихъ отношене, найдежь коэффи- 
щезть пропорщональности, т.-е. числовую величину отношеня, связывающаго 
18% величины. 

Ели Х и У- величины обратно - пропорщюнальныя, то, по’ опредфлению, 
инфе 

# у’. 

тя 
или. приравнявъ произведеше крайних произведению среднихь: 

у =’. 5". 

Такъ какъ взятыя значеня пронавольны, то можно сказать, что пронзве- 
двухъ какихъ угодно соотвфтственныхь значешй двухъ рати 

Безальныхь величинъ — яюстоянно. Обозначивь это постоянное буквою 
жифеть 

Х.У= К, откуда ХК, 

1. м3 0вухь обратно- пропорщональныхь величинь одна равна по- 
тоянному коэффищенту, дъленному на друцую. 

Кооффищенть опредфляется опытомъ или наблюдешемъ. 
Разсмотримь теперь нфеколько величинъ. Когда измнене величины зави- 

ЕТЬ оть измфнешя нфеколькихь другихъ величинъ, то, говоря, что разсматри- 
заежая величина прямо иди обратно пропорщональна другой, разужфють при 
этекь. что вов друйя величины въ моменть сравневя двухь взятыхь величин 
зетаются` постоянными. 

ШРимУРЪ 1. Говоря, что иростыя процентныя деныи прямо - про- 
зерчональны капиталу и времени обращеня, разумфють подъ этимъ, что 
‘иречевтныя деньги, приносимыя въ опредфленное время, измфняются въ томъ 
же отвошенш, какъ и капиталь, и что процевтныя деньги, приносимыя одним 
№ ть же капиталомъ, изуфняются въ тожъ же отношеши какъ продолжитель- 
Честь обращешя его. 

ПРивРЪ П. Говоря, что 0бъемь заза прямо пропоршоналень ею впсу 
= быному расширемя и обратно пропорионалень давленю, разумфють 
зть этимъ, что: при данныхь— температур® и давлеши объемъ газа измфняется 
3$ тожь же отношени какъ его вфсъ; при данныхь — температурв и весь 
чбъежъ газа находится въ обратномъ отношеши къ давлению; наконець, при 
рижнюжь давлеши и данномъ вфсЪ, объемъ газа прямо пропорщоналень биному 

Обозначимь разсматриваемыя величины буквами 2, А, В, Ри Ф, и пусть 
= пражо пропорщюналень А и В и обратно пропорщюналень Ри (. Пусть два 
ада соотв ®тственныхь частныхъ значенй этихъ величинъ будуть 

аа, р. Ч 

аа", бы, 9, 
в выразянъ =” черезъ остальныя величины. 
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Разсматривая величины 2 и А, полагаемь, что остальныя величины оста- 
ются безъ неремфны, т.-е. въ то время какъ 2 и А измфняются, тф величины 
сохраняють неизмённыя значешя 0’, р’ и 9. Въ то время какъ А изъ а’ пе- 
реходить въ а", величина 2 переходить изъ 2’ въ такую величину Х, которая 
удовлетворяеть равенству 

Ха” а 
2—7’ ОТВудь Хи: ИИ 

ибо Фи А прямо пропорщональны. 

При измфнени 2 и В дру величины сохраняють значея а”, р’ и 9; 
при пореход% В изъ № въ 6, 2 переходить изъ Х, соотвфтствующаго количе- 
ству ’, въ такое значеше Х', которое удовлетворяеть пропорщи 

хо и. 
=’ туда Х= ух. 2@й 

такь такъ 2 и В прямо пропорщональны, 

Разсмотримь © и Р. Друмя величины сохраняють значения а”, №", 4; при 
переходв Р изь р’вь р”, 2 перейдегь изъ Х/, соотвфтствующагю р’, въ Х— 
удовлетворяющее пропорщи 

А 
РИ откуда Х”= 

ибо хи Р обратно пропорщональны. 

Наконець, разсиотримь 2 и 4, при чемь остальныя величины сохраняють 
значешя а”, 6", р”. При переходь 0 изъ 9’ въ 4”, 2 переходить изъ Х” въ 
такую величину 2”, которая соотвфтетвуеть ряду а”, 6", р", 4". Эта величина 
а" удовлетворяеть пропорщи 

‚ 
х= га откуда. 2" -2 ОН 

ибо 2 и ( величины обратно пропорщюнальныя. 

Для исключешя вспомогательныхь неизвзстныхь Х, Х’, Х", перемножимь по- 
членно равенства (1), (2), (3) и (4); найдемь 

) О ХИ. 

Сокративь на Х.Х/.Х”, получимь, 

ии 
р: 

Положивь 

тДВ 2, а/, Ы, р’ и 4 представляютъ рядъ соотвфтственныхь частныхь значе- 
Ш разсматриваемыхъ величинъ, найдем, 

РЕ ие 

24 
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Такъ какъ это равенство относится къ раду какихь угодно соотвфтетвен- 
ныть значешй взятых величинъ, можно замвнить эти частныя значеня общими 
символами, и написать 

АВ 
&=К. 20’ 

Опредфливъ изъ опыта или наблюдешя рядъ частвыхь соотвфтственныхь зна- 
ченй данныхь величинъ, вайдемъ численную величину хоэффишщента К, свя- 
зывающаго данныя величины. 

Если бы разсматриваемыя величины были только 2, А и В, то низли бы 

&—=К. АВ, 

1.6. всли величина прямо пропорщональна нфеколькижь другижь, то она равна 
ихъ произведению, умноженному на постоянный коэффищенть. 

Если бы взяты были только величины 2, Ри 4, то имфли бы 

К 
2 — ро’ 

1,-в, величина, обратно пропоршюнальная нфсколькимь другимъ, равна постоян- 
ному коэффишенту, дЪленному на произведене этихъ величинъ. 

_ Наконещь, изъ формулы 
АВ 2—К.- ро 

‘сафдуетъ, что величина, прамо-пропорщюнальная ряду нФкоторыхъ величинъ, и. 
братво-пропоршюнальная ряду другихь величинъ, равна постоянному коэффи- 
ибенту. поноженноху ва произьедене ряда первых величинь, и дфленному на 
произзелене ряда кторыхь величинъ. 

Гармоническая пропорщя. 

313. Рези тра количества а, © и с удовлетворяютъ пропорщи 

а: =(а—6):(6 — 6), 

т есла первое такъ относится къ третьему, какъ разность между первымь и 
зтерыхь къ разности между вторымъ и третьимь, то они называются зармони- 
чески-пропориональными; при этомь © называется гармоническою срединою 
тан с. 

Приравнявъ произведене крайнихь произведению среднихъ, найдемь аб — 
— ас = ас — 0; а раздфливь 06$ части этого равенства на абе, найдемъ 

откуда 
а 1 
582). 

'Изъ этого слфдуеть, что если 6 есть А средина между а и с, 
1 1 

то р есть ариометическая средина между д и с 
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314. Творвмл. Армометическая, зеометрическая и зармоническая 
средины двужь какизь-нибудь чисель составляють непрерывную звометри- 
ческую пропориёю. 

Пусть 2, У и 2 будуть: гармоническая, геометрическая и ариометическая 
средины чисель, @ и 6; т.-е. 

а: — (а—2):(#—6); № =а; НИ. 

Приравнявъ въ первой произведеше крайнихь произведению среднихъ, нахо- 
димъ 

а5 — ав — а6 — №5; 

прибавивь къ обфимь частяжь по 62-|- аб, находимь 

а2-|-62 = 2а6; пли Зах = или 2х =, 

откуда 

Примючаще. Поводомь къ названию ато пропорщи гармониче- 
и 2 е 

скою послужило замфчане, что числа 1, 5 И 5? представляющая длины струнъ, 

дающихь совершенный аккордъ (4#, тм, 507), удовлетворяютъ этой пропорция. 

Приложен! я. 

315. 1. Раздфлить число А на части пропорщональныя даннымь числамь 
а, В, с? 

Это значить найти три таюя числа, которыхь сумма равнялась бы А, и ко- 
торыя удовлетворяли бы равенствамь 

По свойству равныхь отношешй имфемь: 

Е уе еуа 
а фе ао 

шо 2 у--2==А, слфд. для опредфлешя 2, У и < имфемь три равенства 

= ИА. Е 
а афочс 6 афоче с ао о 

откуда 

О А. рана 
афёте Уафьуе *—афьре 

П. Три купца внесли для общей торговли капиталы: А, А’и А", находив- 
пиеся въ оборотф: первый—# лфтъ, второй—г, третН-—#" лЬтъ. Сколько каж- 
дый купець долженъ получить изъ общей прибыли В? 
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Части каждаго должны быть прямо пропорщональны капиталажь и време- 
намьъ ихъ обращения; а слфд. эти части должны быть пропорщюнальны произве- 
дешямь капиталовь на соотвфтетвующия времена; итакъ, имфемъ 

за 8 

&у--2=В и д г дир” 

откуда, подобно предыдущему, найдемь 

г В о ВМ 
ЕАН У-АРРАРАЙР =. АЕ Аир 

Ш. Рьшить уравнешя 

ае- ви -ре 4, ину. 

Умноживь оба члена перваго отношеня на @, второго на ®, третьяго на с, 
получим, 

и Ъу 
С бр 

Отсюда, по свойству равных отношений, выводим: 

д у & асе а 
топор отт ер ато, 

а отсюда: 
= Чт ы 5-й ты ар 

— вы Ра” У ат тер’ о 

ТУ. Решить систеху уравненй 

ах = у =ег=4и. .. (1) 

НЕ: -- 0. 
Уравнешя (1) можно представить въ вид® 

И. 
вые 

Но въ ряду равныхъ отношешй сумма всфхъ предыдущихь членовь отно- 
сится къ суму послфдующихь, какъ одинъ изъ предыдущихь къ своему посл- 
дующему; такимъ образомъ, замфчая, что въ силу ур—н (2), сумма послфдую- 

щихь членовь равна „> получимь: 

а еа а _ь ое _а 
т ет 
т 9 жи 



бе я 

откуда ь 

= (а--е-е--а)" 

у е-ьрена" 
= а-ь-е-- а” 

и—(а-ь-е-- 4) 

У. Рьшить уравнене 

у 

у 

уа—= _ 
Уа—= © 

Во всякой пропорши сумма членовь перваго отношешя относится къ ихъ 
разности такъ, какъ сумма членовъ второго отношешя къ ихъ разности; сл®до- 
вательно 

Возвысивъ 066 части въ квадратъ, для освобожденя неизвстнаго изъ-подъ 
радикала, получаемь 

— 6+4. 
=6—о 

Примфнивъ снова то же самое свойство пропоршй, найдет 

в) --о +0 ыа 
2 боб’ 

откуда 

ГЛАВА ХХГУ. 

Неравенства первой степени. 

Опредёзен!я.—Общуя начала. —Начала, относящуяся къ совмфстнымь неравенствамь.— 
Провёрка неравенств. Доказательство нфкоторыхъ замфчательныхь неравенств. — 

Рьшене неравенствъ первой степени съ однимъ и со многими неизвфстными. 

Опредзлен!я. 

316. Если разность двухь количествь а и 6 равна положительному числу 7, 
то изъ равенства а —6==р находимь: а = -|-р, откуда видно, что количе- 
ство а превышаеть © на р единицъ. 
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Если же разность между @ и В равна отрицательному числу — р, т0 изъ 
‘услошя а —6 — — р находимь: а=6 —р, откуда видно, что @ меньше В на 
.Р единицъ. : 

Отсюда вытекаеть опредълене: количество а считается большимь 5, 
каковы бы ни были иль знаки, если разность а—Ъ положительна; на- 

_ оборотъ, @ считается меньшимь 6, если разность а — $ отрицательна. 
Обратно: если а больше 6, то это значить, что @ равно №, сложенному съ 

положительнымь числомъ р: а=6-- р, откуда а —В==р; если а меньше 6, 
то это значить, что а равно © безь нфкотораго положительнаго числа р, т.е, 
а—=Ь— р, откуда а = —р. 

Итакъ: каковы бы ни были знаки количествь а м Ъ, если а больше 5, 
‘разность а—Ъ положительна, если же а меньше Ъ, эта разность отри- 
‘цалпельна. 

Сльдствтя. Изъ данныхь опредфленй можно вывести всф свойства отно- 
сительно сравнительной величины положительныхъ и отрицательныхъ чиселъ. 

1. Изъ двухъ положительныхь чисеть то больше, котораго абсолютная ве- 
чина больше. 

Такъ, --10` больше --6, потому что разность —- 10 —(-- 6) равна по- 
ложительному числу —- 4. 

2. Всякое положительное число больше нуля. 
п -=5>0, потому что. разность --5 — 0 равна положительному чи- 

слу р 
3. Всякое положительное число больше всякаго отрицательнахго. 
Такъ, -2>-—7Т, ибо разность -|-2 —(— 7) положительна и равна -- 9. 
4. Изъ двухъ отрипательныхь чисель то больше, котораго абсолютная ве- 

дичина меньше, 
Напр. —3 больше —8, ибо разность — 3 — (— 8) равна положительному 

числу --5. 
5. Ноль больше всякаго отрицательнаго числа. 
Такъ, 0 > —4, ибо разность 0 —(— 4) равна --4, числу положитель- 

ному. 
Отсюда вытекаеть, что если написать рядъ ‘положительныхь и отрицатель- 

иыхъ чисель, такъ чтобы ихъ абсолютныя величины шли возрастая въ 00$ сто- 
роны отъ нуля: 

ВЕ, Ореанда 

то любое число, взятое въ этомъ раду, больше каждаго числа, находящагося 
влфво отъ него, и меньше каждаго числа, стоящаго справа отъ него. 

Если подразумфвать въ этомь ряду между цфлыми числами и дроби и не- 
соизмфримыя числа, то получимь скалу всевозможныхь дъйствительныль 
чисель. 

Такъ какъ всякое положительное число больше нуля, а всякое отрицатель- 

вое меньше нуля, то желая выразить, что число @ положительно, пишутъ, что 

‘ово больше нуля: 
а>0; 

а желая выразить, что число В отрицательно, пишуть, что оно меньше нуля: 

< о. 



бр 

317. Соединеше двухь неравныхь величину знакомь неравенства называется 
неравенствомь; такъ 

7>5, а<ь 

суть неравенства. Выражевя, находящяся по ту и по другую сторону знака, 
неравенства, называются частями неравенства: находящееся слфва отЪ этого 
знака, называется иервою частью неравенства, & стоящее справа — второю 
частью ето. 

Подобно равенствамъ, неравенства бывають двоякаго рода: одни, какъ напр. 
а*--5*>> 245, нифють мфсто при всякихь частныхь значешяхь буквъ, въ 
нихь входящихь; друмя, каково наприхфрь 2429 -|- 62-{-с > 0, нифють мфсто 
только при нфкоторыхь частныхь значеняхь этихъ буквъ. 

Такимъ образомь, по отношению къ неравенствамь подлежать рёшению два 
вопроса: 1) провфрка такихъ неравенствъ, которыя справедливы при всфхъ зна- 
чешяхь буквъ; и 2) опредфлене тфхъ значенй неизвфотныхь, которыя удовае- 
творяють неравенству, ихфющему мфсто при частныхь значеняхь буквт, 

Рьшене этихъ вопросовь основано на слфдующихь началах. 

Общ!я начала. 

318. Опредфлене. Два неравенства называются эквивалентными одно 
другому, если второе есть слёдстые перваго, и обратно—первое есть слФдстве 
второго. 

319. Начало 1. Неравенства 

АВ. 22) и А—В>0. ... (2) 

эквивалентны, каковы бы ни были знаки количествь № и В. 
Въ самомь даб: 1) если А больше В, то разность А — В положительна, 

т.е. больше нуля; слфд. неравенство (2) вытекаеть изъ (1); 2) обратно, если 
разность А — В больше нуля, т.-е. положительна, то количество А больше В: 
значить, неравенство (1) есть слфдетве неравенства (2). Эквивалентность не- 
равенствь (1) и (2) доказана. 

Подобнымь же образомь доказывается, что неравенства 

а<ь и а—0<0 

эквивалентны, каковы бы ни были знаки количествь а и 6. 

320. Начало И. Придавая къ объимь частямь неравенства одно и 
то же количество, положительное или отрицательное, и не перемъняя 
знакь неравенства, получимь новое неравенство, эквивалентное данному, 

То-есть, если данное неравенство есть 

АРВ... (1) 

и М произвольное количество, положительное или отрицательное, то требуется 
доказать, что неравенство 

АУРВ-И. . . (2) 

эквивалентно (1), Въ самомъ дд; 
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1) Если дано, что 
АРВ, 

то это значить, по опредфленю, что разность А — В положительна, и слдов., 
изъ (1) вытекаеть неравенство 

А—В>0; 

прибавив къ первой части М и вычтя изъ нея М, мы не изифнимь разности 
А — В, а потому и 

(А--№ — (В-№>0, 

откуда, по опредфленю, имфемъ 

АНИ В--М. 

Итакъ, неравенство (2) есть слфдетвю перваго. 
2) Если дано, что 

АМ > В-ЕМ, 

1 разность между первою и второю сулмою положительна, т.-е, 

ам -в-ю>0, 

А—В> 0, 
ЗЕЕ. в» чает». 

А>В, 

= эре» (1) ть сафдстье второго. 

Эизикалентвисть веравенствъ (1) н (2) доказана. 
Физвыхь хе образомь доказали бы, что вычтя изъ обфихь частей одно и 

3 = залеуство, пайдемь неравенство эквивалентное данному. 

Саздетвие |. Можно переносить члены изь одной части неравен- 
эзе 43 Орузую, персмьняя у переносимыль членов» знаки. 

Такъ. инфя неравенство 

ах --6 >> св --4...(1) 

= придавь къ оббимь частям его по — с2-|-6, найдемь 

ав — В — сё--Б > се -а—с®--6, 

или, по приведевши подобныхь членовъ, 

ав — сх >а-НЬ. . . (2). 

Шо доказанному, неравенство (2) эквивалентно (1) и слёд. можеть его за- 
уфнать. Сравнивая ихъ, замфчаемь, что члень — © перешель изъ первой части 
во вторую со знакомь --, а члень сх изъ второй части въ первую со зна- 
комь —. Такимъ образомъ, правило перенесен!я членовъ изъ одной части не- 
равенства въ другую ничфмъ не отличается отъ правила переносея членовъ, 
изъ одной части уравнешя въ другую, 
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Сльдствте И. Всякое неравенство можно привести къ виду 

А>0, 

т.е. къ неравенству, вторая часть котораго есть нуль. 

Въ самомь дфлф, достаточно для этого вс члены собрать въ первую часть. 
Такъ, неравенство 

541 — 75-|-1.> 241 -- Зе 4 

эквивалентно неравенству 
322 — 105 —3>0, 

321. Начало 1. Помножая объ части неравенства на одно и то- 
же количество—вущественно-полощительное, м ме меремюняя знакъ не- 
равенства, получимь новое неравенство, эквивалентное данному. 

Требуется доказать, что неравенство 

йе В». ..(1) 
эквивалентно неравенству - 

АМ>ВМ .. (2) 
при услови: М> 0. 

Въ самомъ дфл: 1) неравенство А > В эквивалентно неравенству 

А—В>0; 

помноживь положительное количество А — В на положительное количество м, 

получимъ и произведеше положительное, слфд. 

(\—ВМ>0, ши АМ—ВМ>О0, 
откуда о 

АМ > ВМ. 

Итакъ, доказано, что изъ неравенства (1) слфдуеть (2). 
2) Обратно: перенеся въ неравенств: АМ _> ВМ вторую часть въ первую, 

найдемь 
АМ — ВМ > 0, или (А —В)М>0; 

но множитель М положительнаго произведеня (А — В)М положителень, слд. и 
другой множитель должень быть положителень, т.-е. 

А—В> 0, откуда АВ; 

т.-6. изъ неравенства (2) вытекаеть (1). 

Эквивалентность неравенствь (1) и (2) такимь образомь доказана. 

Олъдствте 1. Помножая объ части неравснства на одно и то же 
существенно-отрицательное количество м перемънивь знак» неравенства, 
получим» новое неравенство, эквивалентное данному. 

Г.-е. неравенство 
АЪВ, .. (1) 
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эквивалентио неравенству 
АМ< ВМ. . . (2) 

при условж: М < 0. | 

Въ сажехь дЬлЬ, осли М отрицательно, то — М положительно, а потому, 
на освовази начала Ш, помноживъ 06$ части неравенства (1) на —Ми 00- 
хравизь тоть жо знакъ, получимъ неравенство, - 

—АМ> ВМ. .. (3) 

эквивалентное (1-му). Перенеся въ (3) члены изъ одной части въ другую, да 
Дижъ ежт вид 

ВМ > АМ, или АМ < ВМ. 

Заключаемь, что неравенство (1) эквивалентно (2-му). 

СльдствтЕ П. Умножая объ части неравенства на такою множи- 
з%еля, котораю знакъ неизвфетенъ, зюлучимь неравенство, котораю 
ежысль неизвюстень, т,-е. неизвъетно — больше лм ею первая часть 
«торой, или меньше, 

Это очевидно, потому что знакъ неравенства сохраняется, когда множитель 
положителень, и измбняется въ противный, когда множитель отрицателенъ. 

Итакъ: нельзя умножать объ части неравенства на такою множи- 
теля, которало знакь неизвъетень. 

Слъдствте Ш, Раздьливь объ части неравенства на одно и то же 
количество М, и не перемънивь знак» неравенства при М`>0, м пере- 

‚мпнивши ею знакь при М< 0, найдем» неравенство, эквивалентное 
данному. 

1 
Въ самомь двлЬ, раздфаить на М— все равно что пояножить на ура для 

случая умножешя теорема доказана, 

322. Приложете. Начало Ш съ вытекающими изъ него слфдстыями иметь 
важныя приложешя при вычисленяхь надъ неравонствами, а именно при сокра- 
щенёи неравенствь и при освобождении ихъ от» дробей. 

Пусть, напр., требуется освободить отъ дробей неравенство 

А: 
>35... (1) 

Собравъ ого члены въ первую часть, найдемь эквивалентное ему неравен- 
ство. 

> м Що... 0). 
Умножить 06% его части на 03 нельзя, когда знаки количествь Фи $ не- 

- вазфетны, потому что въ такомь случав неизвфстень и знакъ произведешя 05. 
Но хаковы бы ни были знаки Фи $, квадрать произведешя (5 всегда будеть, 
положителень, а потому умноживъ 0обф части неравенства (2) на (5? и сохра- 
яивъ звакъ неравенства, найдемъ 

90, ши 408—080, 
неравенство — эквивалентное (1)-му и продставленное въ цбломь видф. 

х 20 
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Пользуясь слфдстыемь ПШ, можно сокращать неравенство, дфля 068 части 
его на общаго множителя; но эта операщя возможна, когда ‘извфетенъ знакъ 
того множителя, на который сокращаемь. Такъ напр. если въ неравенств за- 
эВчаемь, множителя, имфющаго видъ квадрата или суммы. квадратовъ, та- 

ких множителей можно сократить, не измфняя знака неравенства; въ самомъ 

дваъ, квадрать всякаго количества и положительнаго и отрицательнаго — всегда 

положителень, а слёд. и сумма квадратовь такова же. Такъ, имфя неравенство, 

8 (ая — 2% -|- 2)ай 22-1) —5)>0. 

Замфчаемь, что множитель 27° | --1 есть ничто иное какъ (2--1)% и 
потому существенно - положителень; затфмъ, множитель 2% —22--2 равен 
(21 —22-- П-1, наи (&—1)*-- 1, т.-е. представляеть сумму двухь квад- 
ратовъ, а потому, при всякохъ 2, существенно-положителень. Заключаемъ, что 
и произведене 8(2* — 22-1 2)(2* -- 22-1), при всякихь значешяхь 2, су- 
щественно-положительно; сокративь на него данное неравенство, замфнимь его 
простфйшимь неравенствомъ, 

#&—5.>0. Е 
Имя неравенство 

— 54\#—2)< 0, 

и замфчая, что а®, какъ квадрать, всегда положителенъ (каковъ бы знакъ ни 
имбло количество @), заключаемь, что — 54% — существенно-отрицательно; а 
потому, раздфливъ неравенство на — 5а* и перемфнивъ знакъ < на >, най- 
демь неравенство 

а—2>0, 

эквивалентное данному, но имфющее простёйший видъ. 

323. Начало 1. ели объ части неравенства положительны, то 
возвышая ить вв одинаковую чъаую положительную степень и не те- 
ремтняя энакь неравенства, получимь неравенство эквивалентное данному. 

Разсмотримжь сначала простфйний случай — возвышеня въ квадрать. Коли 
дано неравенство 

АВЕ: 2200) 

въ которомь А > 0 и В >> 0, то доказать, что неравенство 

>В"... (2) 
эквивалентно данному. 

Въ самомъ дл: 1) Изь неравенства (1) выводим: 

А—В>0; 

но какъ А и В положительны, то и 

АВ> 0. 

Перемноживъ два положительныя количества, найдемь и произведеше поло- 
жительное, слЁд. 

(А— В)(А--В)> 0, или А —В*>0, 
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откуда 
4% > В. 

2) Обратно, если А? > В*, то 

— В№*>0, пли (АВА В)> 0; 

слфдовательно, оба множителя: А --Ви А — В должны быть одного знака; но 
какъ ^-|-В положительно (ибо А >ОиВ>0), юн А—В> 0, откуда 

АРВ. 

Эквивалентность неравенствь (1) и (2) доказана. 

Сльдствте 1. Если объ части неравенства отрицательны, то воз- 
высинь ить в» квадрать и измьнивь знакь неравенства, получимь нера- 
венство, эквивалентное данному. 

То-есть, если дано неравенство 

>В.) 

причень А <ОиВ< 0, то доказать, что неравенство 

ДАВИ ГР) 
эквивалентно данному. 

Въ самомь дфлЬ, умноживь обв части (1) на — 1, найдемь ему эквивалент - 
ное неравенство 

АВ; 

1$ уже —А и — В положительны, а потому, по доказанному, возвысивь въ 
квадрат и не измфнивь знака неравенства, получимь 

А < В*, 

эквивалентное неравенств, — А < —В, а сл. и нер—ву А >В. 

Саъдетвие П. Если объ части неравенства имьють противополож- 
эые знаки, то нельзя ижь возвышать в квадрать, не зная ихь числен- 
вой величины. 

Въ самомъ дл, пусть имфемь неравенство 

АРВ, 

12% &>0нВ< 0, и и доказать, что результать возвышеня въ квад- 
рать шежеть быть или А*> В*, или А*= Ва или А < В, 

А — В = (АВА —В); 

пра уси: А >О и В<_ 0 будеть А— В положительно; но мы не знаемъ, 
заака стины &-- В, а потому неизвстень и знакъ разности А? — В*; поэтому 
ве жожемь сказать, будеть ли А* >> В*, или Аз = Вз, или А? < В*, 

20* 
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Наприм®ръ: 

неравенство —-3 > —2 приводить кь --9>- 4; 
о йа о» 9-5; 
» 43-8 5 › ЦОН, 

Сльдствте Ш. Нельзя возвышать въ квадратъ такое неравенство, въ 
которомъ знаки частей неизвфстны. 

Это непосредственно очевидно изъ предыдущаго. 

324. Обобщене. Если объ часты неравенства положительны, то 
возвышая изть въ одинаковую иьлую положительную степень и неизмть- 
няя при этомь знакь неравенства, получимь неравенство эквивалент- 
ное данному. 

Требуется доказать, что если А > О и В>0, а т— цфлое положительное 
число, то неравенства 

Е и АВС 20) 
эквивалентны, 

Въ самомъ дфлф, такь какъ В > 0, то раздёливь обф части на В, найдем, 

А 
в> 1, 

А 
что означаеть, что |у воть неправильная дробь; но т-ая степень неправильной 

дроби есть также дробь неправильная, слЪд. 

” 

ви 71, 

откуда, множа 06% части на положительное количество В”, находимь, 

">в", 

Обратно, изъ неравенства (2) можно вывести (1). Въ самомь дл: 

А" — В" = (А — В)(А"-1-- Ав. В, 

Въ силу неравенства (2) это произведеше > 0; но второй множитель, какъ 
сумма положительныхь членовъ, положителенъ, слфд. и А—В> 0, откуда 

АВ. 

Ольдствтя. 1. Еслм количества А и В оба отрицительны, то в03- 
вышая объ части неравенства А`> В в» цълую положительную степень 
т, м не измъняя знакь неравенства при т нечетномь, и напротивь 
измъняя ео при т четномь, получимь неравенство, эквивалентное 
данному. 

Дано неравенство $ 
А>В,...(1) 
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въ котороъ АО нВ< 0. Положивь А == — А’ и В= — В’, тд уже А’ 
и В’ положительны, помножимь 064 части неравенства (1) на — 1; найдемь 

—А<—В, ин ХВ. 

Так какъ А’и В’ положительны, то по предыдущей теорем имфемь 

А" < в". 

Изъ равенствь А=-—А’и В-=— В’ нмфемь: А’=(—1).А и В=(-—1).В, 
откуда, по возвышени въ 7-ю степень, находимь: А” АА и В" = 
({—1)".В”. Подставляя въ послфднее неравенство, получимь 

("в 

Вели т-—четное, то (— 1)” есть число положительное; а потому, раздвливъ 
на него послфднее неравенство, не должны перехфнять знакъ неравенства; на- 
противъ, при # нечетномь, (— 1)" < 0 и дёлеше неравенства на это число 
поведеть за собою перемфну знака неравенства. Такимь образомь, неравенство 
(1), въ которомь А Он В< 0, эквивалентно нер— ву 

А" < в" 

ири #— четномь; и нер—ву 
А" в" 

при т — нечетномь. 
1, Когда части неравенства изЪють различные знаки, то слфдуеть различать 

два случая: 
1) когда возвышаемь неравенство въ мечемную степень, то степени сохра- 

нять тв знаки, как нифли части неравенства, а потому и знакъ неравенства 
сохранится. Напр. 

изъ + 2 > —7 сабдуеть (-- 2) > (—7), ши --8> — 343. 

2) Когда возвышаемь неравенство въ четную стенень, то нельзя дать ни- 
какого правила: знакъ неравенства можеть измфниться или же сохраниться, или 
_даже неравенство можеть перейти въ равенство. Такъ: 

--3 > —2 приводять къ (--3)* > (— 2), наи 81>- 16; 
+2>—5 > » (+ 2)*< (—5)% или --16<-- 625; 

р АЬ 5 (2) = (2) ши 16 =-Р 16. 

1. Если объ части неравенства положительны, то возводя изо вы 
чую отрицательную степень и перемтняя знакь неравенства, полу- 
чижз неравенство эквивалентное данному. 

Требуется доказать, что если 

ВАН 

11% 4 >ОяВ 0, то неравенство 

ЕВ, с) 
эквивалентно (1)-му. 
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Такъ какъ Я#—чиело положительное, то неравенство 

МЕ: 4.8) 

эквивалентно (1). Раздёливъ 06 части на положительное количество А". В", 
найдем, ‘неравенство 

ав или В" > А-", или, наконець, 

с В-*, 

эквивалентное (3), а потому и (1)-му. 

325. Начало \. [. Каковы бы ни были знаки объижь частей нера- 
венства, извлекая корень нечетнало порядка, должно сохранять знакь 
неравенства. 

Эго есть прямое слЬдстве правила знаковь при извлечени корня. 
Такт: 

Изь неравенства | 27 > -|- 8 имы ИУ 8 ви 43-Е: 

В » {+7>-8 › ИРУ В и ра 
, , — 8-7.» Ву 28 

2. Если же показатель корня — четный, то, во-первыхь, необходимо, чтобы 
06% части неравенства были положительны (въ противномь случа® корни были 
бы мнимые, и не могло бы быть рёчи о ихъ сравнены); въ такомь случа 
каждый корень имфеть два значешя, раввыя по величин, но противоположныя 
по знаку; и неравенство сохраняеть знакъ, или измфняеть его, смотря по тоху, 
беремь ли положительныя, или отрицательныя значешя корней. Такъ: 

неравенство 49 > 25 

УЕ > И-5, ви 7-5; 

=И-49<—И- 25, ви —7<-5. 

Но если взять корни съ различными знаками, то очевидно, что отрицатель- 
вый корень всегда’ будеть меньше. Такъ 

даетъ | 

неравенство +49 > 25 

| 1и49>-—1И55, ши +7>—5; дАоть х ь 
—У49<--И25, ви —7<+5. 

Начала, относящяся къ еовмфстнымъ неравенствамъ. 

326. Вели въ двухъ или нфсколькихь неравенствахь первыя части больше 
вторыхъ, или первыя часги меныше вторыхъ, то они называются неравенствами 

наковало смысла. Такъ, неравенства 

8>—2 и а>ь 

суть два неравенства одинаковаго смысла. 
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_ Вели же въ одномь неравенствЪ первая часть больше второй, а въ другожь, 
первая меньше второй части, то ихъ называютъ неравенствами ро ивополож- 
нало смысла. Таковы 

а>ь ннеза. 

327. Начало \1. Складывая почленно два или нисколько неравенствь 
одинаковало смысла, получимь неравенство тою же смысла; но оно не 
‚можеть замьнить одною изь данных». 

Пусть данныя неравенства будуть 

А>В и >В. 

Изь нихь слёдуетъ, что разности А —Ви А’ — В’ положительны, а потому 
и сумма ихъ положительна; слфд. 

А—В-А—В'> 0, 

откуда, перенеся —Ви — В’ во вторую часть, найдемь 

АА > В-ЕВ.. 

Но это неравенство не можеть замфнить одного изъ данныхъ, иначе говоря, 
система: 

А-В 
АРАЗВ-В | 

не пифеть меобходимьмь слфдстемь: 

и >В. 

Въ самомь дфлф, изъ неравенства 

АиРВ-В, 

перенесешемь членовь въ первую часть выводимъ: 

&—-и-в)>0; 

и хотя изъ условя А >В мы и знаемъ, что А —В_> 0, однако отсюда нельзя 
заключить, чтобы и 

А—В'>0. 

Слъдотвте. Нельзя почленно складывать два неравенства различ- 
нало смысла, ибо нельзя предвидфть, которая сумма будеть больше. ДЪйстве 
въ этомъ случав возможно только въ численныхь примбрахъ. Такъ 

5-3 2) 53 3) 5>3 
2<3 Ее 3=5 

7>6 6—1 8—8 



328. Начало УИ. Можно сдълать почленное вычитане двуль нера- 
венств» различнало смысла: полученное неравенство будет» одинаковало 
смысла с» первымь; но оно не можеть замтнить одно изь данныть. 

Пусть данныя неравенства суть: 

АА и В<В. 

Мы заключаемь изъ нихъ, что разности: А— А’ и В'— В 06% положитель- 
ны, а потому и сумма ихъ положительна; ел. 

А— А-В —В 0, 
Или. 

А-В. А-В. 
Но система 

А>^№ | 
А-В>А-В | 

не нифегь необходимымь слёдетель ВВ’ и потому не необходимо экви- 
залентна данной. 

Въ самомь д изъ неравенства А — В > А’ — В’ имфежь 

(А—^)-Е8'—8В)>0, 

и хотя знаемъ, что А —Л’> 0, но отсюда нельзя заключить, чтобы необходи- 
мо было и В'—В > 0. 

Салъдетвие. Иельзя дълать почленнаю вычитания двуль неравенствь 
одинаковало смысла, ибо нельзя напередь знать относительную величину раз- 
ностей; такъ 

1 7>5 2) 7>5 3). 7> 5 
8>2 8>1 ' 3>-6 
4>3 4=4 4< и 

329. Начало УП. Перемножая почленно два или нъсколько нера- 
венствь одинаковало смысла, части которыть положительны, получимь 
неравенство то же смысла; но оно не можеть замьнить одиоло изъ 
данных. 

Пусть данныя неравенства суть: 

АВ и АВ, 

иричемь: А, А’, В, В’—положительны. Изъ данныхь неравенствь имфемь: 

А—В>0 и ^—В>0, 

а такъ какъ А’и В положительны, то и 

(\А—ВА’>0 и (А’—В)В>0; 
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складывая, находим 

АВА’ | (А’—В)В> 0, ви АВВ’ 0, 
откуда 

АА’ > ВВ’. 
Но изь того, что 

АРВ | 
и Аи ВВ" | 

нельзя заключить, что и А’> В’, ибо сумма (А — В)А’- (А’— В’)В можеть 
быть положительна, хотя бы А’— В’ и было отрицательно. 

Эта теорема справедлива для какого угодно числа неравенствъ. 
Пусть, напр., изфемжь р неравенствъ, 

В ВОВ. 

Примфнимь новый премъ доказательства, который полезенъ намъ будеть и 
впослвдстви. Премъь этотъ основанъ на томъ замфчанйи, что неравенство А >В 
всегда можно замфнить равенствомь А —=В-|- 2, гдф х> 0; въ самомь двлЪ, 
это равенство означаеть, что А больше В на 2. Итакъ, данныя неравенства” 
можемь замфнить равенствами 

А = ВН, А = На... ., АВ, 

Перемноживъ ихъ, имфемъ: ь 

АА. А, = (ВН) (В, а)... (В, =), я 

или, раскрывъ скобки и перенеся члень В. В,. . .В, въ первую часть, имфемь: 

Аа А — ВВ, В, УВ, а, . с В,а)-... 

Такъ какъ вторая часть, какъ сумма положительныхь членовъ, положи- 
тельна, то и заключаемь, что 

В В В 

Примючаше. Для другихъ случаев нельзя формулировать никакою об- 

1Х. Можно раздълить почленно одно на друое „два. не- 
ревеенотви разнало смысла, если вст четыре части положительны, со- 
ручных такой знакь неравенства, какь вь дълимомь; но новое неравен- 
ое ве можеть замънить однозо изь данныть. 

Итсть давы неравенства 

АРВ <, 

тд А. В, С в О положительны. Помноживъ А >В на 0> С, ю предыду- 
щей теорен® вайденъ: 

АВ > ВС; 



Ве 

откуда, раздфливь об части на положительное количество СО, имфемъ: 

Другое доказательство. Замфнивъ первое изъ данныхь неравенствъ равен- 
ствожь: А=В--2, а второе равенствомь С = — у, г 2>0 ну>0, и 
раздфливь первое равенство на второе, имфеж 

В 
вычтя изъ обфихь частей по ту, получим; 

А_В_В+=_В 
(СЯ > еее” ИЯ 5 

или 
А_В__ Оз Ву. 
9771.0: 

А В 
Вторая часть положительна, слёд, (о больше р- 

Примьчаще. Для другихь случаев нельзя формулировать общаго правила. 

Провфрка заданныхъ неравенетвъ. 

® 331. Для провфрки данныхъ неравенствъ не существуеть никакого общаго 
правила; укажемъ методы наиболфе употребительные. 

|. Методъ возвышеня въ степень. Если въ подлежащемь провЪркЪ нера- 
венств® встрфчается радикалъ, его изолируютъ и затфмъ возвышають 06% части 
‘неравенства въ степень, изображаемую показателемь корня. Пусть, напр., тре- 

буется доказать, что среднее ариеометическое двухъ положительныхь количествъ 

анЪ больше ихъ средняго геометрическаго, т.-е. что 

Такъ какъ обЪ части неравенства положительны, то, возвысивъ ихь въ ква- 
драть и сохранивъ знакъ неравенства, замфнимь данное неравенство ему экви- 
валентнымъ р 

в, 

или, умноживъ 0бф части на 4 и собравъ веб члены въ первую часть: 

(«6—4 > 0, или (а—6)>0. 

Такъ какъ квадрать всякаго дфИствительнаго количества положителень, то 
послфднее неравенство вфрно; поэтому вфрно и эквивалентное ему данное нера- 
венство, 
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332. И. Методъ разложенйя на множителей. Переносять всф члены въ одну 
часть и разлагаютъ полученный полиномъ на множителей; справедливость про- 
вфряемаго неравенства дфлается очевидною. 

Пусть, напр., требуется доказать, что при всякихъ значешяхь а, положи- 
тельныхь или отрицательныть, 

За -ая--а9 > А-а-а). 
По перенесещи въ первую часть, по раскрыт! скобокъ и по приведеши за- 

мфняемь данное неравенство ему эквивалентнымь: 

2а* — 2аз —2а--2>0, 

или, по разложени на множителей, неравенствомъ: 

2(а — 1) (а*-- ат) >0; 

или, придавъ къ триному а*-- а--1 и вычтя изъ него ь найдежь 

2@—1)*{(@-| а} >09. 

2(а—1)*, очевидно, положительно; биномъ (+) какъ сумма 

Двухь положительныхь количествъ, также положителенъ, а’ отсюда справедли- 
вость послфдняго неравенства, & потому и эквивалентнаго ему перваго, оче- 

видна. 

333. 11. Методъ превращеня полинома въ сумму нвадратовъ. Нерено- 
сятъ всё члены въ одну часть и разлагаютъ полученный полиномъ въ сумму 

квадратовъ; справедливость неравенства дфлается очевидною. 

ПРИМЗРЪ 1. Доказать справедливость неравенства 

ас — 6 — ас -ы-1>0. 

Его можно представить въ вид: 

о ео) Це заса --1>0, 

- Зе осад 1>0, 
что очевидно. 

ПРИМ®РЪ |. Доказать, что если 5? — 4ас < 0, то справедливо нера- 
венство 

ШВЫ — 2(са/' 4 ае')}* — (63 — 4ае) (5 — 4а/е)) > 0. 

Раскрывая и располагая по степенямъ количества 8, можемь этому нера- 
венству дать видъ: 

ас — Беа’ -ае)ь | (ва! аси’ — 4ае) >0, 



ве 

Или 

‚__ Веа’ | ас) * | (4—5), , 
ас я мы В (са’ — ас/)* > 0. 

Изъ даннаго услошя 6? — 4ас<_ 0 выводимь, что 4ас > 5%, а потому 
а > 0, равно и 44с — $°>0; отсюда видно, что первая часть послфдняго 
неравенства положительна, и стало быть оно вфрно; поэтому вФрно и экви- 
валентное ему заданное неравенство. 

334. 1\. Неравенства симметричныя относительно данныхъ буквъ. Когда. 
неравенство симметрично относительно нфкоторыхъ буквъ а, 6, с, то предвари- 
‘тельно условливаются въ относительной величин® этихъ буквъ; пусть, напр., @ 
есть наименьшее изъ трехъ данныхъ количествъ: въ такомъ случа ь и с можно 

представить въ видё: 6—=а--х, с=а-ру, 6 20 и у>0. 

Пусть, наприм., требуется доказать, что если @, 6, и с положительны, то 
имфегь мёсто неравенство: 

абс > (а-Нь— 6) 6-е —а)(а--е—5). 

Положивь 6 —а--2 н с=@а--уУ, и подотавивь въ испытуемое неравен- 
ство, приводим задачу къ провфрк® неравенства 

а(@-- 2) (а--у) > (а-Е = — у) (а-Е=-Ну) а-Ру—*), 

аа? -|- а(е--у) зу] — |1 — (#— у} (а =-НУу>о, 

вау -|- (а--=--у) (= —у)*> 0; 

справедливость этого неравенства очевидна, такъ какъ оба его члена положи- 
тельны. 

или 

335. \. Иногда справедливость заданнаго неравенства можно доказать, по- 
казавъ, что оно есть слЬдетв!е равенствъ или ‘неравенствъ, уже доказанныхъ или 

‚легко доказуемыхъ. 

ПРимФРЪ. Доказать, что если а, В и С положительны, то пмфеть мфото 
неравенство 

е-- 9-е > Забе. 

Такъ какъ а, Вис входятъ въ это неравенство симметрично, то мы могли 

бы примфнить къ нему предыдущий способъ. Но можно доказать справедливость 
даннаго неравенства, исходя изъ неравенствъ; 

а*-|- 63 > 2а6 (1), 6-е > (2), с*-а* > 2ас (3). 

(Справедливость этихь неравенствь легко обнаружить; въ самомь дЪлЪ, изъ 
очевиднаго неравенства (а — 6)* > 0 или а?-|- 5? — 206 > 0 прямо имфемь 
а? 5* >> 246. Такимь же образомь докажемь (2) и (3). 

Сложивъ неравенства (1), (2) и (3), получим: 

ао > а --е-ас; 
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помноживь 06 части этого неравенства на положительное количество а-- В --с, 
_ найдем, по упрощении: 
ы а 63 -|-с* > Забе, 

что и требовалось доказать. | 

336. 1. Методъ заключеня отъ п къ „-|-Т и наоборотъ. Пусть тре- 
буется доказать, что если/@ и В положительны, всегда имфють мфето нера- 
венства 

2 (а*-- в) > (@--5}, 
2. (аз-- 63) > (а-Е5Ъ, 
23. (а) > (а), 

2—1. ("Е") > @- 5", 

тдф ®— цфлое положительное число. 

и вообще 

Первое неравенство доказать не трудно; въ саможь дВлЪ, перенеся (а-|-6)* 
въ первую часть, раскрывъ скобки и сдфлавъ приведеше, найдемъ: 

а — 2.-|{-5*>0 или (а—5)*>0, 

что вфрно. 

Второе неравенство приводится къ ваду 

(аз - 5) — (а > 0, 
или, заифтивъ, что 

аа 6-9) п ео ев, 
даемъ неравенству видъ 

4(а-|-5) (а —а5-- в) — @-- 9 (а? 6-й) >0, 
3(а-5) (а — 206 5) > 0, 

3(а-- 5) (а—5)* > 0, 
что очевидно. 

Чтобы доказать общность закона, выражаемаго этими неравенствами, допу- 
стимъ, что онъ вфрень для показателя ®, т.-е. что неравенство 

2"-Ка"-- 5") > @--5". ..(@) 

справедливо, и докажемъ, что въ этожъ предположени будеть вфрно и неравен- 
ство для показателя ® -- 1, т.-е. 

ан") > @--5)"н...@). 

Въ саномъ дль, умножая обЪ части (1) на положительное количество 
а--Ь, пайдемъ 

2" Ча" 5") (а-- > (ан. 
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Слфдовательно, достаточно показать, что 

2\а" ЧЕН) > 3" Ца") (а-Н 5). 

Но сокращены на 2"-1, по раскрытш скобокъ во второй части и по упро- 
щени, получимь 

ата 6" > ава", 

4" (а—5) —5"(а—5) > 0, 
или 

ИЛИ 

(а" — 5") (а—1)>0, 

неравенство очевидное, потому что оба множителя, а" — 5" и а— 6, всегда 
имфють одинаковые знаки. 

Итакъ, какъ скоро неравенство (1) провфрено для нфкотораго значешя ®, 
мы можемьъ заключить, что оно также врно и для величины ®, на единицу 
большей. Но мы доказали, что оно вфрно для ®=2, слфд. оно вёрно и для 
п — 3; будучи же вфрно для ®=3, оно врно и для ®=4 ит. д. 

Доказанное неравенство можно написать въ вид 

а)" 

>еР: 
въ этой фориб оно показываеть, что ариометическая средина п-хь степе- 
ней двухь чисель больше п-ой степени ариометимеской средины этить 
чисель. 

Можно распространить эту теорему на какое угодно число р положитель- 
ныхъ количествь а, В, с, 4,... К, 1. 

Взявъ четыре количества а, В, с, 4, имфемъ тождество: 

ыы _[ АА асы , 
Р 

и слфд. по предыдущей теорем имфемъ: 

т а 

но мы имфли: 

ур 
слфдовательно 

ее" ое а", 
ее ) < 4 

Такимь же точно образомъ докажемъ, что предложене вфрно для 8, 16 
положительныхь количествъ. Чтобы доказать справедливость теоремы ще, 
употребимь премъ, внервые введенный французскимь математикомь. Коши; прй- 
емъ этоть разнится отъ према Бернулли т$мъ, что дфлается заключеше не отъ 
р къ р-- 1, а обратно: оть р--1 къ р. Итакъ, допустивъ, что теорема, спра-. 
ведлива для р-|- 1 чисель, докаженъ, что она будеть вЪрна и для р чиселъ. 
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Имфемь тождество 

РР чеер.. 9 ао. ие 
ее ВЕТ РЕ! 

ао. ( ) р 

слфдовательно 

. ®). 
, 7 + 

афере... — НЕЕ к 
( р } р! 

Но, по допущентю, теорема вфрна для р--1 количеств; поэтому вторая 
часть равенства (3) меньше 

виа... м ем 

РЕ АСЕ 
а сад. и АЯ 

а с 

Е т бань : ни з 
р р-+1 

| а потому и 
ао. А ие... м (а) сеня. чи. 

337. Доказательство нфноторыхъ замфчательныхь неравенствъ. Приве- 
демь доказательство нфкоторыхь теоремъ, избющихь прижбнене къ элементар- 
ной математик, или же представляющихь интересь въ самомъ способ ихъ до- 
казательства. 

338. |. Полусумма двужь чисель, каковы бы ни были ихь знаки, 
вседа заключается между этими числами. 

Пусть данныя числа будуть @ и 6, и пусть 

веть 5). 

— Придавая къ обфимь частямь по а, найден: 

2а<а--ь, 
‘откуда 

Придавая къ обфимь частямъ (1) по Ь, получимь 

а+5< 3%, 

а 5 <8. 

Итадъ. 

а, 

= требуенюе доказано. Эта теорема нифеть обширныя приложешя въ изслёдо- 
завш вопросевъ 2-й степени. 
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. са й Л ь И. Еслы дано ньесколько дробей >’ Ей ь» ме р у которыть веь 
О з "п. 

знаменатели импють одинь и тоть же знакь, то дробь, которой чи- 
слитель — сумм всъть числителей, & знаменатель —суммь веъхь зиа- 
‚менателей, содержится между наименьшею и намбольшею изо низь. 

Пусть наименьшая изъ данныхь дробей будеть т, а наибольшая М, тогда, 
по условшю, имемъ, 

т< < тори, пик. .., тихи. ..(). 

Пусть В, 6,,...,6,—всв >> 0; въ такомъ случа умножеше на 6,6, ... 
не измфнитъ смысла неравенствъ и мы получимъ 

та, ЗМ, Бт<а,<ЬМ,..., Вт<а, Зи, 

й складывая почленно эти неравенства, найдемъ 

т НЫ --- ЕВ) < а -Еа, |... 4, 

флеше на положит. колич. 6, -|-- 6, -- ..- НВ, не измфнить смысла но- й а 
равенствъ, и мы найдемь 

ра, < и --ь 

ааа... Ра 
"Ыыыы <И. . 

Пусть теперь 6, №,...,6,— всё < 0; въ такомь случав умножеше не- 
равенствъ (1) на эти количества изибнить смысль вофхь неравенствь, и по- 
лучится 

Бтза ЗЫМ, та, >, .., Втза, ВМ, 

откуда почленное сложеше дастъ: 

ты Е -. +5 В,) ии -ры-. Е --Ь-. Ем. 

Такъ какъ теперь 6, + № --...-Н5, <0, то двлеше на эту сумму изий= 
нить смысль неравенствъ, и получится 

аа: + 
"ыы. 

„+ @ь 
о ЕВ: < М. 

Такимъ образомь снова получилось соотношеше (2), и теорема доказана. 

1—5 3 —4 
$ в 5:0 Напр., @сли даны дроби —— 

58-4 
6 < Я Зе 45 < 

С щи, =, 4, 6, 1 
‘акже, воли даны дроби — > — 5 в в № 

ЕВ 
ое ее =. 
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339. Ш. ТЕОРЕМА Коши: Среднее ариометическое п положитель- 
ныхь количествь а, а., а,...й,, которыя не вст равны между со- 
бою, больше ить среднязо чеометрическало. ‹ 

Для двухъ количествъ теорема уже доказана выше; слфд. 

2 Ида. < 

Затфиъ, имфемъ тождество 

слфдовательно ; а умы к 

фени Ив 
итакъ: 

Иа, оувуаза, < НА, 

Такимъ же образомъ, замфчая, что 

Уназанаацаичаь И У ауазахои- У аъбачаь, 
докажемь, что теорема вфрна для 8 количествъ; и вообще, что она справедлива 
для 2` чиселъ. 

Чтобы доказать, что теорема справедлива для какого угодно числа данныхь 
количествъ, Коши доказываеть, что если теорема вфрна для р--1 количествъ, 
то она вфрна и для р количествъ. 

Имфемъ тождество: 

Уча, ...а, У ааца, ..-а,. Иа. а, 
но, по условшю, теорема вфрна для р-|- 1 количества 

аа... .а„ Ув... а, 

НИЗ ПИ ит а,... анал, ааа, ога, сыт ет аа ав. 

Заийчая, что первая часть = У/а,ауа, ...а, находихъ: 

ру аа, ...а, а, а, а, -+-.---а,, 

Фа. <". Ев, 

31 в сяфдовало доказать. ° 

Варочежьъ, обобщеше теоремы для случая, когда число’ ® данныхъ количествъ. 
ве есть стевень двугъ, можеть быть сдфлано иныхъ прИемомъ. Пусть 4 будеть 
иёзое число, которое надо прибавить въ т, чтобы получить степень двухъ. 

21 

тела 
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Обозначимь ариеметич. средину ое данныхь 2 чисель бук- 

вою 6. рае. къ этимь числажь 9 чисель, изъ которыхь каждое равня- 
лось бы 6, получииь #-|-4 чисель: 

а, а, а... ВВ... С ры а, 
к 4 

Такъ какъ число -|-4 есть степень двухъ, то по доказанному 

д-ра... а, 9.5 
п-а >" Уна. сани. 

Но а -- ааа, -. - --а,=т.6; подставивь въ послфднее неравен- 
ство, найдем: 

5 -- р . 
О > ди - . .а,.М, или 6> Ува, . 

откуда 

. а. 9, 

о" > аа, . . ьа,.И, 

а по сокращени на 6", по замфнё 6 его величиною н по извлечени изъ 06$- 
ихъ частей 9-го корня, находимъ: 

С. ЗОВ пя Е + да т 

340. У. Формула дьлешя при цфломъ положительномь #7: 

т м Е = а" --а"-5-|- а"- + а На 2-1 

позволяеть вывести слёдующя неравенства. Если @ > 6 >> 0, то, подставивъ во 
вторую часть вифсто 6 количество а, мы отимъ вторую часть увеличимь; слёд. 

а"—" ЧР там... (1). 

Напротивъ, подставивь во второй части ® вифето а, мы еб уменьшимь, и 
получииь 

Помноживъ неравенство (1) на положительное количество @— 6 и вынеся 
за скобки а”-1, найдемь: 

[@—т(а— 5) а"—< 5"... (3). 

Подобнымь же образомъ изъ неравенства (2) найдем: 

а" > [6-Е т(а—5)] №... (4). 



3 т(а— 5) будеть количество положительное, то, раздёливъ нера- 
) н а—т(а— 5), найдемъ: 

та 5" 
4" За—та-; 

тъно это неравенство возможно при услови 

а> #5), или = „а. 

р-н 

“Заиеть © 

= = \* 
12.34... < (7) 

2 произвольное, а Х—цфлое положительное число. 

ъ въ (3): а=т--1 и б=т, найдемъ: 

(т-Е 1)" < т”, откуда ый Выях <(т- 1). 

р. "Подставляя сюда вифсто т послфдовательно 2, 3, 4...#—1, нифемь: 

ы 28 — 0 

= 

э<@ 

аен<и. 

=  Пориножах эти неравенства, получим 

а | < 2.31.4. .м 

в р: извлечении квадратнаго корня, находим: 

Ира: 

(8 < г. 2.3.4... 2& 
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Отсюда ясно, что 

ГЫ =“ я в \* 
ИУ О У д<(7). 

Ръьшеше неравенетвъ первой степени съ однимъ неизвфстнымъ. 

341. Нервдко случается, что неизвЪстное вопроса, по свойству самой за- 
дачи, должно заключаться между извфстными предфлами, и слфд. должно удо- 
влетворять нфкоторымъ неравенствамъ. Отсюда задача о рёшенш неравенствъ. 

Ришить неравенство значить найти предфлы, между которыми должны 
заключаться значешя нензвфстнаго, для того чтобы неравенство было удовле- 
творено. 

342. Рьшене одного неравенства первой степени съ однимъ неизвфет- 
нымъ, Всякое неравенство первой степени съ 1 неизвфстнымь, по уничтожени 
дробей, по перенесены извфотныхь членовъ въ одну часть, а неизвфстныхь въ 
другую и по приведены, можеть быть представлено въ вид 

а >... (1). 

Чтобы найти отсюда предфль значенй 2, нужно 00% части раздфлить на @, 
а при этохь нужно знать знакъ коэффищента 4. Отсюда два случая: 

1. Если @а>0, то раздливъ об части на а, слВдуеть сохранить знакъ 
неравенства; такимъ образомъ найдемъ 

ь 
“>. 

Заключаежь, что въ этомь случав неравенству (1) удовлетворяють всф зна- 

ченя 2, болышя п’ @ потому д называется Низмиимь предъломь неизвЪст- 

наго 2. 

П. Если а < 0, то раздфливъ 06% части неравенства (1) на отрицательное 
количество а, должны перемфнить `смыслъ ‘неравенства; найдемь, 

ь 
#< г 

Р, В 
т.-е. что неравенству удовлетворяють всф значеня 2, менышя „; въ этомь 

ь 
случав г будеть высшимь предълом» неизвфстнаго. 

Приводимь примфры: 

ПРИИЗРЪ 1. Какъ нужно взять 2, чтобы удовлетворить неравенству: 

4 1 Е я 
3 — ан < фм 19. 
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Для освобождешя неравенства отъ дробей иножимъ 00$ части на положи 
тельное число 24: знакъ неравенства отъ этого не измфнится и мы получииь 

325—6--72 < 120&—#— 456, 
или 

322-|- 66 < 1192— 456. 

По перенесени членовъ и по приведени, найдемъ: 

522 < 87, 

откуда, раздёливъ об части на положительное число 87, нибемъ 

#>6. 

Итакъ, вов числа большя 6 удовлетворяють данному неравенству. 

ПРимВРЪ П. Рёшить неравенство 

а . № Е 

а а 
ВЕР. 
—ь а+ь 

Для уничтоженя дробей нужно бы было умножить 06% части неравенства на 
(а—5) (@—5) пли а*— 51; но какъ мы не знаемь знака этого количества, 
то пожвожихь 06$ засти на (а — $3)? т.-е. на положительное количество; при 
этожь звакъ неравенства не перемфнится, и иы получииь: , 

@ (ааа) (а 5) > (2-5) а-Е 6) Ка и) (5): 

Перенеся неизвфстные члены въ первую часть, а извфстные во вторую и 
сдфлавъ надлежащя упрощеня, найдемъ: 

— 26 (а*— 61) 2 > (1—1) (а 9). 

| Далбе приходится дёлить 068 части на коэффищенть при 2, а при этомъ 
надо знать знакъ количества (а — 5*); отсюда два случая: ы 

1) Если 6(а*—6*)< 0, то — 26 (а*— 63) будетъ количество положитель- 
ное, и слфдов. дфля на него об части неравенства, слёдуеть сохранить знакъ 
неравенства; такижь образомь получихь 

(@— ме) => “ав 

или, по сокращени дроби на 42—53: 

ев 
зы 

2) Если 5(4—5*) >0, то раздфляя 06$ части неравенства на отрица- 
тельное количество — 26 (а* — 63), нужно измфнить смысль неравенства, такъ 
что въ этомъ случа, по сокращени, найдемъ: 
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Провфримь найденные для 2 предфлы на самомъ неравенств®. 

Мы нашли, что при условие: (а? — 5) < 0 неравенству удовлетворяють 

всф значешя 2, блышя — 55} слЬд. для повфрки должны положить, 

Е и 

тд6 №> 0, и эмо значеше = подставить въ данное неравенство. Сдфлавъ это, 
найдемъ: 

Ри с 
а. ъ 1 

а с ера 
или; 

— ем т а ею в. 
25а +5) => 35а—) аи 

помноживь 00$ части на количество 25(а--5) (@—5), по условйю, меньшее 
нуля, найдемь по упрощени 

—2ы <--29%... (0). 

Но № и 6* положительны, слёд. — 263 отрицательно, а -—- 252 положи- 
тельно, и потому неравенство (2), а слёд. и эквивалентное ему (1) вфрно. 

Такимъ же образомъ убфдимся, что при усломи ти > 0 данному 

неравенству удовлетворяють вс значешя 2, менышя ии. 

343. Рьшенше ньскольнихъ неравенствъ первой степени съ однимъ не- 
извфетнымъ. 

Пусть, наприм., ихбежь два неравенства первой степени съ однимъ неизв- 
стныхъ; 

ах >В и а#>Ы. 

1. Пусть мы нашли: изъ перваго: 2 > т, а изъ второго: > р. 
Если, при этомъ, Р>>т, то очевидно, что даннымь неравенствамь удовле- 

творяють всф значешя =, большя р; такижь образомь 2 есть низиИй предёлъ 2. 
2. Если, рёшая неравенства, найдемь 

х<т и «<р, 

и ели р< т, то очевидно, что вс значешя х, менышя 2, удовлетворяють 
даннымь неравенствамъ, ибо такя значеня будуть меньше и 9%. Въ этомъ слу- 
ча$ р есть высший предёль неизвстнаго, 

3. Если найдемъ, 
#>т и 1<р, 

то когда р>>т, очевидно, что даннымь неравенствамь удовлетворяють вс зна- 
чешя 2, заключающияся между т и р; т есть низпий, а Р высшй предфль 
для =. 



т 

4. Если же, найдя 
&>т и &а<р 

кажется, что т>р, то предфлы будуть противорфчащие; а это значить, что 
не существуеть такихъ значенй 2, которыя удовлетворяли бы совифстно дан- 
нымь перавенствамь. Самыя неравенства въ таком случа называются #есо- 
вмъстными. 

344. Нетрудно обобщить этотъ способъ. Пусть дана система % неравенствъ 
1-й степени съ однимъ нензвфстнымъ 2: 

а>, ая>ь, аа>ь,..., а>Ь,. 

Рилимть ихъ — значить найти вс значеня 2, удовлетворяющ!я всфиъ за- 
ъданнымь неравенствамъ совуфстно. Для этого рфшимъ каждое неравенство от- 
дльно, т.-е, найдемь изъ него предфль для 2. При этомъ могуть имфть м%ето, 

случая. 
1) Можеть случиться, что, рышая неравенства, мы найдемъ, что & должень 

эревышиить извЪстные предфлы; напр. 

ЭВ, =>, ам 

Бели наибольшее изъ ® чисель 1, №,. . .Й№, будеть №, то очевидно, что. 
вс неравенства будуть удовлетворены, если мы возьмемь, 

#>Е . 

въ этомъ случав существуетъ, слфдов., низиёй предъль для неизвЪстнаго 2. 
2) Можеть случиться, наоборотъ, что, рёшая каждое изъ данныхь нера- 

венствъ, мы найдемъ, что 2 должно быть меньше нфкоторыхъ предфловъ; напр., 
что 

2<Ь, 2<&,..., 2< 4, 

Въ такомь случаф, очевидно, мы удовлетворимъ даннымь неравенствамь, взявъ 
<, № наимебыио изъ чисель №, №. „А и № дасть выс- 
зий предъль неизвфстнаго. 

3) Наконещь, можеть случиться, что, рфшивъ заданныя "бревен мы 
‘найдемъ, что 4 неравенствъ покажутъ, что 2 должно быть больше 4 чисель: 

>, =>, э>и,..., #> №; 

а остальныя # — 0 неравенствь дадуть для 2 высшие предфлы, напр. 

2<И, 2, <, .а«З- 

Если наибольшее въ ряду чисель №, ^,, й,,. . - будеть №, а наименьшее 
въ ряду №, №, №,. . . будеть №, то очевидно, что мы должны взять: 

<< 

т.-6. даннымь неравенствамь удовлетворяют всф числа, болышя №, но въ то 
же время меньшя №. При этомъ: 



Е 

а) если # < А, то таым числа существують, и слфд. данныя неравенства 
совифетны; 

Ь) если # >, то, очевидно, нётъ чиселъ, удовлетворяющихь данной систем 
‘неравенствъ, которыя, поэтому, несовифстны. 

Рьшен!е совмфетныхъ неравенствъ первой степени съ н$еколь- 
кими неизвфетными. 

345. Когда иифемъ нЪсколько неравенствь первой степени съ нЪсколькими 
неизвфстными, то не всегда можно найти предфлы для каждаго. неизвфстнаго. 

Для нахожденя этихъ предфловъ употребляють или №700» сравнивашя 
величинь неизвьстныль, или методь уравнивамя коэффициентов» при 
одномь и томъ же неизвстномъ. 

346. Методъ сравненя величинъ неизвфстныхъ. Пусть требуется рбшить. 
два неравенства съ двумя неизвестными: 

52—3у>4, 
8#-|-3у> 25. 

Выводя предфлы для 2, находимъ: изъ перваго неравенства, 

и изъ второго 

Такъ какъ получились два низшие предфла для неизвфстнаго, то нельзя ска- 
зать, который изъ нихъ больше, и нельзя такимъ образомь исключить 2. Если. 
же рьшимь неравенства относительно У, то найдежь: 

<...) м 98...) 

и исключене У возможно. Въ самомъ дфлф, первая дробь, какъ большая коли- 
чества у, очевидно, больше второй дроби, какъ меньшей того же самаго у; 
слёдов. 

5—4 25—8и. 
Е 

Ршивъ это неравенство, находихь 

83 3 о15 
#>3$ ми #> 2 За 

авая 2 какое угодно значеше, большое 2 16, пайдежь; что каждому изъ 
ет 

нихь соотвфтствують два предфла для У, изъ неравенствь (1) и (2). Такъ, 
взявЪ &==3, найдемъ, что 

2 1 
у<3з ю 9>5 
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Взявъ 2==4, найдемь 

Уф № >31 

Такихь образомъ, данныя неравенства жогуть быть удовлетворены безчислен= 
нымъ множествомь значенй 2 и у. 

Пусть требуется ршить три неравенства съ 3-мя неизвестными: 

2%— у2ё-1>0, 
&-2у—#—2<0, › (1) 
З#+2у—2—1>0. 

РЕШИВ ихъ относительно 2, находимъ: 

в ИТ ) 
2 

Очевидно, что 2--2—2у, какъ выражеше большее 2, больше каждой изъ 
дробей, меньшихь 2; слёд. У и 2 удовлетворяють двумъ неравенства: 

Ршая эти два неравенства относительно у, найдемъ: 

зб; # уз +5. . : (4) 

Давая 2 произвольное значене, напр. 2—0, изъ послфднихь неравенств 
находить: м 

, У<1 и у<а 

взявъ теперь какое угодно значеше, меньшее 1, для У, положив, напринръ, 
—=—1, мы удовлетворимь неравенстважь (4). 

Внося въ систему (2) у=— 1 и 2==0, найдежъ 

2>—1. 2<4 2>1. 

Слдов., взявъ 1<2 < 4, мы удовлетворимь этимъ тремъ неравенствамъ. 
Такъ, напр. 

22, у, 2—0; 221, у=—1, 20; #3, у 1, 2-50; 
и т. п. удовлетворяютъ даннымъ неравенствамъ. 
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347. Методъ уравнивашя коэффищентовъ. Пусть требуется рёшить нера- 
венства: 

52—3Зу> 4, 

8#--2у> 25. 

Желая исключить =, мы должны умножить первое неравенство на 8, а вто- 
рое на 5, послф чего получимь 

405—24у >32 ип 402--10у>125. 

Затфмъ слфдовало бы вычесть одно неравенство изъ другого; но такъ какъ 
мы не имфемъ права вычитать неравенства одинаковаго смысла, то и нельзя 

этихь премомь исключить 2. Но можно исключить У, помноживь первое нерз- 
венство на 2, а второе на 3, и сложивъ ихъ, что позволительно; такимъ обра- 
зомъ найдемъ: 

15 
34% > 83, откуда 2>2 ра 

ЗатЬмъ, продолжаемь такъ, какъ указано въ $ 346. 
Котда предложенныя неравенства противоположнаго смысла, можно методом 

уравниван!я коэффищентовъ исключить неизвфстное, ихфющее въ обоихь нера- 
венствахъ одинаковый знакъ. Такъ, ихфя неравенства, 

2=--3Зу > 23, 

32--2у< 22. 

можно исключить 2, унноживь первое на 3, второе на_2 и вычтя второе ` изъ 
перваго. Такихъ путемъ найдемь 

у> 5. 

Давая У какое угодно значеше, большее 5, напр. 7, найдемь два предфла 
для 2: 

#>1, #<21. 

Подобнымь образомь можно бы было исключить и У; вычитая утроеиное 
второе изъ удвоеннаго перваго неравенства, нашли бы 

#<4. 

ЗатВиъ, для х<4, можно изъ данныхь неравенствъ найти предфлы для у. 

Примючаще. Не всякую систему неравенств можно рёшить. 
Пусть, напр., даны неравенства 

З&--5у>7, 4=--5у>9. 

Замфчаемь, во-первыхь, 910 нельзя исключить 9, так® какъ ненозволительно, 
ъдВлаль почленное вычитаве неравенствь одинаковаго смысла. Также неприм}- 
нимъ въ данномь случаз и способъ подстановки, потому что ршивъ, напр., 
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‘первое неравенство относительно у, найдемъ низный предфлъ для у, а замфнивъ 
У этимь предфломь въ выражеши 42-|-5бу, мы послфднее уменьшимь, а слфд. 
останется неизвфстнымь, будетъ ли оно необходимо больше 9. Такимъ же точно 
‘образомь убфдимся, что нельзя исключить и 2. 

Вообще, можеть случиться, что нельзя найти предфловъ ни для одного не- 
извстнаго; или же можно найти предфль для одного неизвЪстнаго, или, нако- 
нецъ, и для обоихъ. 

ГЛАВА ХХУ. 

'Изслфдоваше уравнен!я первой степени съ однимъ неизвфетнымъ. 

Рьшен!я: положительныя, отрицательныя, нулевыя, безконечныя, неопредфленныя. — 
Примфры изслёдовашя буквенныхъ вопросовъ, 

348. Выразивъ условя задачи уравнешемъ и рышивъ это уравнеше, найден- 
ное рёшеше изслёдують. При этомъ надо различать два случая. 

1. Когда задача дана въ числахъ, т.-е. въ форм частной задачи, то полу- 
ченное рьшеше, удовлетворяя уравнению, не всегда дставляеть вмфотв съ 
этимь и отвфть на вопросъ, алгебраическимь вы емъ котораго служить 
уравнене. Такъ, напр., если въ задачь требуется опредЪлить число людей, и 

мы, составивъ уравнеше и рышивъ его, найдемъ, что искомое число равно т 

или 10, то подобныя числа, удовлетворяя уравненю, никоимъ образомъ не мо- 

гуть служить отвфтомъ на предложенную задачу, ибо число людей можеть выра- 
жаться только цфлыми числами. Другой примфръ. Если въ задач требуется 
опред®лить сторону треугольника, и рьшивъ уравнене, вытекающее изъ условй 
задачи, мы найдемъ, что длина стороны треугольника равна (—3 ф.), то подобное 
р®ьшене, удовлетворяя ур—ню, очевидно, не можеть выражать длину стороны 
‘треугольника. Подобныя рёшешя, не соотвфтствующия смыслу задачи, указывають 
на ея невозможность. Розыскане—гдф кроются причины невозможности вопроса, 
оставляеть задачу изсльдовашя. 

ЗатЪмъ, иногда искомыя рёшеня являются въ особыхъ формахъ — нуля, 
безконечности или нео! иности. Изсльдоваше значешя подобныхъ формъ 
по отношенйю къ зада’ также составляетъ предметъ пасльдоватя. 

2. Когда данныя вопроса выражены буквами, т.-е. задача предложена въ 
общемъ вилф, то значешя неизвфстныхь выразятся формулами, составаевными 
изъ отихъ буквъ. Опредфлеше условЙ, которымъ должны удовлетворять данныя, 
‚для того чтобы задача была возможна, а также изучеше всфхъ замфчательныхь 
бстоятельствъ, кая можеть представить разсматриваемая формула при все- 
возможныхь предположешяхъ относительно данныхъ, составляеть также предметь 
иаслъдованя. 

349. Если задача приводить къ уравнению первой степени съ однимъ неиз- 
‚ то это ур., по освобождении отъ дробей, по перенесеши членовъ и по. 

приведеши, всегда можеть быть приведено къ виду 

ах=ф.. . (1). 

Для рышешя его, мы должны обЪ части раздфлить на коэффищенть а при 2. 
Если а есть количество конечное и отличное оть нуля, то сказанное дЪлене 

позволительно, и мы получимь ур. 
ь ы =. + - 2) 
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эквивалентное (1); Такъ какъ ур. (2) удовлетворяется только при х Ь то 
@ 

заключаемъ, что и оквивалентное ему (1) имфеть въ данномъ случа одно 

единственное утъшене, равное а’ Которое можеть быть или положительное, или 

отрицательное, смотря по тому, будуть ли аи имфть знаки одинаковые или 
разные. При 6 =0 это рёшеше обращается въ 0. 

Но если положить а=0, то мы уже не имфемъ права множить 065 части 

ур-ня (1) на дробь а’ Которая въ этомъ случаЪ равна ©, ибо мы не можемъ 

утверждать, что новое уравнеше будетъ въ данномъ случа необходимо эквива- 
‘‚лентно данному. Цфль изсафдованя— розыскать, каково будетъ рьшеше уравне- 
я (1) въ частномъ случаз а =0, при чемъ В можеть быть или отлично отъ нуля, 
или также равно нулю. 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что намъ предстоить раземотрёть слфдующие 
случаи: 

1) аиф конечны и имфють одинаковые знаки; 
-2) ап ® конечны и имфють противоположные знаки; 
3) а— конечно; 6 =0; 

0, 6 — конечно; 

ив =0. 

350. 1. Положительный ршеня. Когда. « и 6 конечны и имфють одинако- 

вые знаки, то 2=,, какъ частное оть раздфленя двухь конечныхь количеств 

одинаковаго знака, означаеть конечное положительное число. Это же самое не- 
посредственно видно и изъ ур. (1); въ самомъ дфлф, будуть ли а и В оба поло- 
жительны‘или оба, отрицательны, выражешя 42 и. 6 могутъ быть уравнены только’ 
выборомъ опредфленнаго яюложительнало значешя для #. 

По отношению къ задачв положительныя значеня, получаемыя для неиз- 
вЪстнаго, 6% болишинствъ случаев» представляютъ вполнЪ опредфленный и ясный 
отв\ть на нее, и этимъ самымьъ показывають возможность задачи. Подтвержде- 
емъ этому служать вс задачи, рЪшенныя нами въ $8 265—272. 

Но есть случаи, когда, положительныя рЪшеня, удовлетворяя уравнешю, не 
представляють, однако, удовлетворительнаго отвЪта, на, задачу и этимъ обнару- 
живають ея невозможность. Это бываеть именно тогда, когда неизвфотное во- 
проса, по самому смыслу задачи, должно удовлетворять такимъ условямъ, кото- 
рыя не могуть быть выражены уравнешемъ; напр., когда неизвфстное должно’ 
быть цфлымъ числомъ, или не должно выходить изъ опредзаенныхъ предфловъ. 
Въ такихъ случаяхь положительное рфшене, не удовлетворяющее этим особымт, 
условямъ, укажеть намъ, что задача, невозможна. 

Въ пояснеше приводимъ слрдующе примвры. 

ПРИМФРЪ 1. Партия рабочижь, состоящая из» мужчинь и женшинь, въ 
чиель 50 человьк, о в& б дней 170 руб., при чемь каждый мужючина 
получаль вь день по 1 рублю, а каждая женшина по 50 котльекь. Сколько было 
мужчинь и женщин? 

Пусть мужчинъ было 2; слд. число женщинъ ик 50 — 2; каждый муж- 
чина получаль въ день | р., слфд. х мужчин въ 6 дней заработали 62 р.;. 50—< 

женщинъ, получая въ день по 5 р. каждая, въ 6 дней ‘получили 6 5. (50 — =) 

или 3(50 —=) руб. По условно задачи: 

62-3602) = 110, 

Решая ур., найдемъ, что число мужчинъ 
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‘а число женщинъ : 

50—#=481. 

Изсяьдовлите. Эти дробныя рёшешя суть единственныя рёшешя, удо- 
‘влетворяющия уравнению; но уравнеше дставляеть точное и полное выраже- 
не условя задачи. Олфд. другихъь рьшешй задача не можеть имЪть. Но по смы- 
лу задачи рьшеня должны быть числами цфлыми; а какъ уравнеше дало дробныя 
‘ршеня, то заключаемъ, что задача, невозможна. 

О невозможности задачи можно судить по самымъ условямъ; въ самомъ дЪлф, 
‘суммы, заработанныя мужчинами и женщинами, суть числа, тныя 3, слёд. и 
`полная сумма должна выражаться числомъ ным 3; м мъ 170. не иметь, 
этого свойства. Въ этомъ и состоитъ н разность условйЙ; выразившаяся по- 
‘лучешемъ дробныхъ 

„ ПримзрЪ П. Спредълить двузначное число, въ котором» сумма цифрь 
равна 14, если ‘извъстно, что тридавь кь числу 72, найдемь число обращенное? 

Пусть цифра единиць равна №, тогда цифра десятковъ выразится формулою 
14— > Ан число у (14 —м) в +; И т и 
(4— м). По условно: ь 

(4-м). 10- и 72 = н-- 4. 

Рьшая уравнене, найдемь: и=И, 4=3. 

ИзсавдовантЕ. Это цфлое положительное рЪшене есть единственное 
рышеве, ——-. уравнению; слфд. задача не можеть имфть другого 
р®звенёя. свойство вопроса требуетъ, чтобы искомыя числа не превышали 9; 
и какъ одно изъ нихь превышаеть этоть предёль, то заключаемъ, что задача. 
вевозможиа. 

О вевозможности задачи можно судить по самымъ усломямъ. Въ самомъ дёль, 
двузначное число, котораго сумма цифръ равна 14, можеть быть: или 59, или 68, 
или 77, или 56, или 95. Къ какому бы изъ этихъ чиселъ ни придали 72, никогда, 
ве получимъ обращеннаго числа, такъ какъ каждый разъ будуть получаться числа, 
трехзначныя. 

351. И. Отрицательныя рьшенй. Когда а и БЕконечны?и имБють”противо- 

подожные знаки, то формула #=, даеть для неизвъотнаго конечное отрица- 

зтельное число. Это непосредственно видно и изъ уравнешя а2=; въ самомъ 
ал, пусть напр. а>0, а < 0: очевидно, что ур. не можеть быть удовлетво- 
'рено никакимъ положительнымь значешемь 2, ибо произведен!е положительныхъ 
чисель а и 2 не можеть даль отрицалельнаго числа; но об части могуть быть 
уравнены выборомъ отрицательнаго значеня для х, ибо произведеше положи- 
тельнаго а на отрицательное 2 дасть отрицалельное количество 6, при опредф- 
денномъ чисдовомъ значеёни г. — _ : 

По отношению къ отрицательнымь рёшенямъ докажемъ слёдующую тео] 
примвнене которой тотчасъ же найдеть себЪ мфето. са 

352. ТЕОРЕМ. Да уравнешя съ однимь неизвъстнымь, разняиёяся между 
собою только знаками членов, содержащихь неизвпстное, иммють рьшенёя равныя 
‘по величин, но противоположныя по знаку. 

Въ самомъ дьлЬ, возьмемъ два уравненя, 

ах =ех--а...(1) и — 2-6 =—с2--а...02). 

РЬшая первое, найдемъ А 
я =: ©: а—с 

ВА. 
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р%®шая второе, имфемъ: 
8 
ав 

Сравнивая 06% формулы для , замёчаемъ, что онф имфютъ одинаковую величину, 
но противоположные знаки, такъ что если ршеше 1-го ур. положительно, то рЪ- 
шене 2-го отрицательно, и наоборотъ. 

Итакъ, если уравнеше 1-Й степени съ однимъ неизвфстнымь имфеть отрицал 
тельное рфшене, то такое же точно по абсолютной величинв ршеше, но взятое 
съ положительнымъ знакомъ, удовлетворяеть уравнению, которое получается изъ. 
перваго уравнешя перемфною х на —х. 

353. Перейдемь теперь къ раземотрьнио вопроса о томъ, какое значеню мо- 
жетъ имфть отрицательное рёшене по отношенйо къ задач, отвфтомъ на, кото- 
рую оно служить. Разборъ нижеслфдующихъ задалъ покажетъ намъ, что, ица. 
тельное ръшеше всегда служить указашемь на одно изъ слёдующихь обстоя- 
тельствъ: 1) или на нфкоторую несообразность въ условяхъ задачи, —несооб] 
ность, которую, впрочемъ, можно исправить; 2) или на неправильную постановку 
вопросах 3) или на неправильное предположеше, сдфланное при составлении 
уравнешя изъ условй задачи и обусловленное не вполн% опредфленною формою. 
вопроса; или, наконецъ, 4) на абсолютную невозможность задачи. 

354. Примъръ 1. Найти цьну одною фунта нюкоториио товара, зная 
что цъна 3 фунтовь ею, уменьшенная 5-ю рублями, равна цънь 7 фунтовь, 
‘увеличенной двумя рублями? 

Пусть цвна фунта будетъ = руб. Изъ условйя задачи непосредственно полу- 
чаемъ уравнене 

З#—5=7е-2, 
рьшивъ которое, получаемь 

Изследовлнте, Получили отрицательное рёшеше; но искомая величина— 
цфна фунта товара, по существу своему, положительна; заключаемъ, что отрица- 
тельное рёшене должно указывать на несообразность въ самыхъ услошяхъ за- 
дали. Въ данномъ случа эта, несообразность прямо бросается въ глаза: въ самомъ. 
дав, цзна 3 фунтовъ, уменьшенная 5-ю рублями, никакъ не можеть равняться 
ббльшей ци (7-ми ф.), да еще увеличенной 2-мя рублями. 

Попытаемся исправить несообразныя условйя задачи; и для этого замфтимъ, 
что если въ уравнеше, составленное по этимъь усломямъ, вмфето 2 подставимь 
— 2, то новое уравнеше 

— 39 —5=—70--2,,. (1) 

будеть имфть рёшене, по абсолютной величинв равное прежнему, а по знаку 
положительное, т.-е. новому ур—п!о удовлетворяеть 

7 =+т 

Оно будеть представлять прямой отвЪтьъ на задачу, соотвфтетвующую изм$- 
‘ненному ур—нйо (1); поэтому, если окажется возможнымъ слегка измфнить усло- 
вя данной задачи, не измфняя численной величины данныхъ, такъ чтобы новая 
задача соотвЪтствовала ур—нио (1), то положительное ршеше и будетъ служить 
прамымъ отвфтомъ на изм5ненную задачу. Помноживъ об части ур—ня (1) на 
— 1, дадимъ ему видъ 

38--5=72—2,...(2). 

Такъ какъ здфсь къ 3% придается 5, а не вычитается 5, какъ было въ перво- 
начальномъ ур—н!и; затфмъ изъ 7л вычитается 2, & не придается, какъ въ перво= 
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начальномъ урн, то очевидно, что ур. (2) есть алгебраическое выражеше 
условй слёдующей задали: 
найти цфну фунта нфкотораго товара, зная, что цфна 3 фунтовъ его, увеличен- 

мал 5-ю рублями, равна цзнф 7 фунтовъ, ‘уменьшенной 2-мя 'рубдями?* 
Отвфть: 1 р. 75 к. удовлетворяеть этой задач®, какъ нетрудно убфдиться 

повфркою. 
Возможность исправлешя задачи въ данномъ случа обусловливалась тёмъ. 

что хотя искомое и есть здфсь величина, положительная, но данныя (5 р. и 2 р. 
могуть быть принимаемы въ двухъ противоположныхь значеняхъ — въ смыс: 
придаваемыхъ и вычитаемыхъ величинъ. 

ПРимфрРъ П. Найпи люта нюкоторало лица, зная, что если изь пять 
‘разь взятало числа ею плыть вычесть удвоенный возрасть, который оно имьло 
20 лъть тому назадь, то въ остииткъ получится число лото, какое оно будеть 
имтють черезь 12 лють? 

Пусть будеть 2 — требуемый возрасть, Изъ условЙ задачи непосредственно’ 
получаемь уравнеше 

52 —(#—20).2=2-512,..0). 

Рьшивъ уравнеше, находимь 
#=—м. 

Изсяедовлнте. Искомая величина — число лЪть лица, по существу сво- 
ему, позожительна; а потому отрицательное рвёшеше указываетъ на невозмож- 

ность задачи. Эту невозможность легко обнаружить слёдующимъ образомъ. Если 
изъ упятеренваго числа яфть лица вычесть удвоенное число лЪтЪ, которое лицо’ 

‘это имфло 20 лётъ тому назадъ, то получится 52 — (х—20).2 иди 32 -- 40; при 
положительномь =, каково это количество и дозжно быть по существу своему, 
32-40 никоимъ образомъ не можеть равняться х-+-12, т.-е. услов!я задачи 
невозможны, Попытаемся теперь измьнить условмя задачи, не измёняя величины 
данныхъ, такъ, чтобы задача, сдфлалась возможною и имфла ршешемъ положи- 
тельное число 14. Оъ этою цфлью измёнимь въ уравнен!и (1) 2 въ — 2; найдемъ: 

52 2—0) =—241, 
‚или, помноживъ об части на, — 1: 

бе — (#- 20)2=#—12. 

По извфстной теорем, рёшеше этого ур-—Шя есть #=--14; оно предота- 
вляеть прямой отвфть на задачу, соотвфтствующую этому ур—нно. Задача, эта, 
очевидно, такова: 

„Найти возрастъ лица, зная, что если изъ упятереннаго числа его льть вычесть 
удвоенное число лфтъ, какое оно будеть цмтыить через» 20 лить (а не: какое оно: 
имло 20 1. тому назадъ, какъ было въ услови данной В то въ осталк® 
получится число ттъ, какое это лицо имфло 12 4. тому назадь (вм®сто: будеть 
имфть черезъ 12 л., какъ дано было въ услови задачи), 

Легко провфрить, что число 14 удовалетворяеть условямъ этой измвненной 
задачи. 

ПРИУЗРЪ Ш. Отцу 40 лъть, а сыну 13; черезь сколько лють отець бу- 
дет» вчетверо старше сына? 

Положимъ, что черезъ 2 лёть отъ настоящаго времени отець будеть вчетверо 
старше сына; слёд. отцу будеть 40--х, а сыну 13 + < лёть; и по условно за- 
дачи имфемъ ур—нше 

40-#=4(3-2)...(1). 

Рашивъ это ур., найдемъ 
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ИзсльдовантеЕ. Прямымъ отвфтомъ на вопросъ должно бы было служить, 
положительное ршеше; отрицательное рфшеше указываеть, что вопросъ невоз- 
моженъ въ томъ смыслВ, въ какомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса можно 
обнаружить слфдующимъ образомъ. Отношенше лЬтъ отца къ лЪтамъ сына въ на- 

стоящее время выражается неправильною дробью т которой величина меньше 

4, и требуется узналь, сколько нужно придаль къ числителю и знаменалелю, чтобы 
‚дробь сдфлалась равна 4, т.-е. чтобы она р Но легко видьть, что оть 
приданя по-ровну къ чденамь неправильной дроби величина, ея не увеличивается, 

а уменьшается; въ самомъ дфлЪ, взявъ неправильную дробь $ (гдв, слёд., а>5), 

ат 
‚и придавъ къ чденамъ ея по т, получимъ дробь б-р приведя об дроби къ 

общему знаменателю, найдемъ, что первая = а а вторая | Ей: ‘сра- 
ыЬ-- т) Ы6- т) 

внивая числителей и замфчая, что ат", такъ какъ а>>%, находимъ, что 
дробь дфИствительно уменьшилась. Итакъ, постановка вопроса сдфлана, непра- 
Вильно, что и обнаружилось въ рёшени получешемъ отрицательнаго ‘отвфта. 

Это отрицат. ршене указываеть вмфстВ съ тВмъ, какъ слфдуеть правильно. 
поставить вопросъ, именно, что слфдуеть спросить: сколько лъть тому назадь 
отецъ быль вчетверо старше сына? 

Что вопросъ долженъ быть измфненъ въ этомъ смыслф, —ото показываеть и 
тоть премъ, который ия для исправлешя несообразныхь условй въ двухъ 
предыдущихъ задачахъ. Подставивъ въ ур. (1) —2 вмЪсто х, найдемъ ур. 

40—= =4(13 —#), 

которое, очевидно, служить алгебраическимь выраженемъ услов!Й вопроса: 

„Въ настоящее время отцу 40, а сыну 13 лЬтъ; сколько лЬтЪ тому назадь 
отецъ былъ вчетверо старше сына?“ Положительное рьшеше 2=4 и служить. 
прямымъ отвЪтомъ на эту задачу, какъ легко убфдиться въ этомъ повфркою. 

ПРИМЗРЪ Г\. Из 0вухь изроковь А м В первый имтеть 400 р., а второй . | 
120 ру посль нтеколькиь ирь У А оказалось втрое болте, чъмь у В. Сколько 
выираль АР | 

Пусть А выигралъ = рублей; ур—ше будеть : 

400 = 3(120— 2), 
откуда 
* #=— 10, :] 

Изслвдовлнте. Прямымъ отвзтомъ на вопросъ служило бы положитель- 
ное рёшеше; отрицательное рёшеше показываетъ, что вопросъ невозможенъ въ | 
томъ смысл, въ какомъ онъ заданъ. Невозможность вопроса, легко обнаружить. | 
Лицо А, имя до начала игры больше чфмъ втрое лица В, послё выигрыша, оче- 
видно, не можеть имфть втрое больше денегь чёмъ у В, Поэтому, вопросъ: 
»сколько выигралъ А“ поставленъ неправильно. Отрицательный знакъ решенйя. 
указываеть — какъ должно правильно поставить вопросъ, именно, что нужно “-, 

‘спросить: „сколько руб. А проигралъ?“ Къ тому же заключенио приведет и ука- ; 
занный выше премъ истолковая отрицательныхь рёшеншйЙ; въ самомъ два, | 
подотавивъ въ ур—ше —2 вмфето 2, найдемъ: { 

$. 
‚ 

400 =3(120-- 2); 

положительное рфшеше х=--10 этого ур—вя и служить прямымъ отвфтомъ, 
на вопросъ, ему соотвЪтствующИ: „изъ двухъ игроковъ А имфаъ 400 руб., В — 
120 руб.; посл6 нфеколькихь игрь у А оказалось втрое болфе чфмъ у В; Сколько, 
прошраль А?“ | 



мпста 

_ час, второй 14 версть. Опредълить разстояще зточки встрьчи п0%ъ3д0вь оть 
_ станы, полазая, что оба поъзда выходять въ одно время? 

В В С в 
ро еее вы р а ое ЖИВИ 

Черт. 18. 
у 

п пофзда выходять изъ А и Ви Фдуть къ станщи С; такъ какъ нельзя 
зара сказать, встрфтятся ли пофэда не дофзжая станщи С, или прозхавши 
ве, то для составленя уравнешя необходимо сдфлать то или другое допущеше. 
Итакъ, предположимъ, что точка чи находится въ разстояьм 2 версть ие 

до станщи С, въ нфкоторой точкё В. Первый пофздъ, выходящий изъ А, 
проходить разстояше АК, равное 200 —2 о дьлая по 25 версть въ часъ, а 

потому пройдеть все разстояще АВ въ — 5; часовъ; второй, дьлая въ часъ 

по 14 в., пройдеть разстояше ВВ = 90 —2 в., въ С час. Выходя со стазщй 

АиВ въ одно время, они употребляють на прохождеше разстоянй АВ и ВВ 
_ одинажовое число часовъ, а потому 

200—2_90—= 
ти . (1) 

откуда х = — 50 верстамъ. 

— \\ Изследовлние. Прямымъ отвфтомъ на вопросъ служило бы положитель- 
3 ное рёшене; посмотримъ, какъ объяснить въ данномъ случа® происхождеше от- 

рицательнаго отвфта? Обращаясь къ услошямь задачи, не находимь въ нихъ 
1 никакой несообразности: пофздъ, выходящий со станщи А, двигаясь скорфе по- 

Чада, выходящаго изъ В, долженъ догнать его гдф-нибудь вправо оть точки В. 
_ Олбд., не въ услошяхъ задачи должно искать источникъ отритательнаго отвфта. 
_ Обращаясь затмъ къ вопросу, замфчаемъ, что онъ поставленъ не вполн% опре- 
| дБленно, такъ какъ въ немъ не указано, гдф искать точку чи— не доззжая 
станщи С, или за нею. Въ виду этой неполной ясности 6 ия, пришлось 

{| при составлени ур—вя сдфлать одно изъ двухъ предположенй: или что пофзда 
_| встртятся влфво отъ С, или что встрфча ихъ произойдеть вправо оть С. Мы 
_\ сдвлали первое предположеше, и получили отрицательный отвфть, который и 

`указываеть, что слфдовало сдфлать противное этому предположеше. Предполо- 
живъ, что встрьча произойдеть вправо оть С, въ нфкоторой точкь В’, отстоящей 
оть С на 2 версть, получимь ур-ше 

2%... ® 
Ея — 

положительное рьшеше 2—-}- 50 и служить прямымъ отвфтомъ на во- 
ыы какомъ разстоянш за станщей С оба пофзда встртятся?“ Зам тимъ, 

пои Ур. (2) получается изъ (1) перемфною 2 въ — 2. 
_Вь данномь примфрф отрицательное рфшеше получилось не оть несообраз- 

зости задачи, но оть ложнаго предположеня, сдланнаго при составлеши ур —ня. 
Убсолютная величина, отриц. рьшеня, взятая съ положительнымь знакомъ, пред- 
‘тавляеть отвфть на, задачу, но представляеть неизвфстное съ значешемъ, прямо 
противоюзюжнымь тому, какое ему придавали при составлени уравнешя. 

ПРримъРъ УТ. точки А, В и С находятся на одной прямой, ‘причемь 
"вочка В лежите двумя друтими; разстояше АВ= 2 фут АС = 54. На д 

22 

Е 
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продолжеши прямой, соединяющей точки А и С, найти такую точку М, кото- 
той разстояще оть точки В было бы среднимь пропоршональнымь между ся 
‘разстолнёлми ото зпочекь А и С? 

м’ А В С м 

Черт. 19. 

Точка М можеть находиться или вправо отъ точки С, или влФво отъ точки. 
А, на рот! нельзя сказаль, какое изъ этихъ двухъ положен она должна за- 
пимать. Допустимь, что она, должна находиться вправо отъ С, и обозначимъ раз- 
Стоян ея оть А буквою 2. Уравнеше задачи будетъ 

(&—5=2ж—5)...0(). 

Рьшивъ уравнеше, найдемъ: х = — 4. 

Изсаяъдовлнте. Прямымъ отвфтомъ на вопросъ было бы положительное 
р№шен; зат, такъ какъ условя задачи не содержать никакой несообразности, 
то заключаемъ, что отрицательное ршеше обусловливается единственно лож- 
нымъ предположешемъ, сдфланнымъ при составлени уравненя. Поэтому, поло- 
жимъ, что искомая точка находится влфво оть А, и обозначимъ по прежнему 
разстояе АМ буквою =. Уравнеше задачи будеть въ этомъ предположеши 
такое: 

(#2) ==(2-5)...0). 

Но если въ ур. (1) перемЪнимь 2 въ —х, то найдемъ 

(-2—2=—2(-2—5), ви а 2 =а(е--5), 

т.-е. ур. (2). Изъ этого прямо’заключаемъ, что корень ур--нйя (2) отличается оть. 
корня ур—№я (1) только звакомъ, и потому равенъ -| 4. Итакъ, искомая точка, 
находится ваЪво отъ Л, въ разстоящи = 4 ф. оть этой точки. 

Такимъ образомъь и въ этой задач отрицательное рёшеше указывало только. 
на, ложное предположеше, сдфланное относительно положеня. искомой точки при 
составлеши уравненя. 

Примвръ УП. Имъемь 0вуть сортовь чай: въ 5 руб. и въ 8 руб, фунт». 
‘Сколько эре взять каждайо сорта, чтобы составить 6 фунт. цьмою вь 10 р. 
за фунть 

Если перваго сорта, возьмемъ 2 ф., то второго нужно взять 6 —а ф. Цна, 
перваго будеть 52 р., цвна, второго. 8(8—#) р. цёна всей смёси 5х -|- 8(6 —2); 
по условйо: 

5е | 8(6—2) = 60, 
откуда, 

«=—4. 

Изследовланте. Искомое данной задачи есть величина существенно по- 
ложительная, & потому отрицательное рфшене здфеь не имфеть смысла. Изм- 
нивъ въ урн 2 на —2', найдемь ур., котораго ршеше будеть + 4, но подо- 
брать задачу, соотвфтствующую измненному ур—нйо, и однородную съ данной, 
въ этомъ случа нельзя. Обстоятельство это указываеть на, то, что задача а6ео- 
лютно невозможна. И дфИствительно, изъ двухъ сортовъ чаю — въ 5 и въ 8 ри 

ы за фунтъ нельзя составить смфси, цна одного фунта которой превышала, 
эти цфны. ; 

ПРимфРъ УП. 34 62045 в5 музей взимается плата двояколо рода, а 
‘именно: постоянная в5 20 коп., назнамаемая на содерэжане бозадъльни, и пере- 
мъннал, пропорщоналинал числу часовь, проведенныхь посппителемь вь музет, 



чемь за каждый чась берется по 5 коп.: этоть сборь назначается ма новыя 
Однажды 60 человькъ вошли вь музей въ полдень, и вышли вс в. 

время. Во сколько часовь они оставили музей, если весь сборъ быль равень 
9 рублямь? 

Пусть х— будеть число часовъ оть полудня до момента выхода посфтителей. 
изъ музея. Сборъ а съ одной стороны, 900 коп., а съ другой (20-|-52) . 60к. 
'Уравнеше задачи 

(20- 52) . 60 = 900, 
откуда 

#=—1. 

Изследованте. Хотя неизвЪстное въ данной задач есть время, которое 
можно считать въ двухъ противоположныхъ направленяхъ (до полудня и по-по- 
лудни), но очевидно, что въ предложенной задач рЪчь идеть объ абсолютномь 
количествв часовъ, проведенныхь посфтителями въ музеф. Поэтому задача тре- 
бустъ положительнаго рёшешя, Подставивъ въ ур—Ше —2 вмВсто 2, мы ко- 
‘нечно получимъ ур—не, которое будетъь имфть положительное рёшеше 2 = -- 1; 
но измЪнить задачу такъ, чтобы она соотвтствовала изм®ненному ур—н!ю, ока- 
зывается невозможнымь. Такимъ образомъ, отрицательное рьшеше указываеть, 
въ данномъ случа, на абсолютную невозможность задачи. Невозможность задачи 
состоить въ томъ, что полный сборъ (9 руб.) меньше даже суммы, подучаемой 
оть одного 20-ти копеечнаго сбора со всфхъ 60 лицъ, составляющей 12 р., а это, 
очевидно, нелио. 

356. Занлюченше, Разобранные примфры приводять къ тому заключенйо, что 
получеше отрицательныхъ р5шенй указываетъ: или 1) на несообразность самыхь, 
‘условй задачи, какъ въ примфрахъ Ги 11; или 2) на неправильную постановку 
вопроса, какъ въ привить Ш и 1\; наи 3) ва неправильное предположеше, 
сдфланное при составлеши ур—шя, какъ въ НЫ Уиу!; или, наконець, 4) 
на абсолютную невозможность задачи (примфры УП и УШ). 

Для истолковашя смысла отрицательнаю рьшешя всегда употребляется 
олинъ и тоть же премъ: въ уравнеше, вытекающее изъ условйЙ задачи, вмфото 
& подставляють —2, и получаютъ такимъ образомъ новое ур—ше, корень кото- 
раго имфеть прежнюю абсолютную величину, но положительный знакъ. Залтьмъ 
пытаются, ме мамюняя численнало значешя данных, подобрать задачу, которая 
соотв тствовала бы измфненному уравнению. Если эта попытка будеть имЪть 
усифхъ, то слфдуетъ заключить, что отрицательное рёшеше означало только н%- 
которую неправильность въ усломяхь, либо въ постановкз вопроса, либо въ 
‘предположеши при составлеши ур—№я, и положительное рёшене изм®неннаго 
ур—нйя будетъ служить прямымъ отвфтомъ на исправленную задачу. Если же ска- 
занная попытка будеть безусившна, то слфдуеть заключить, что задача абсо- 
лютно невозможна. . 

356. ПГ. Нулевыя рышеня. Когда @ конечно, а ®=0, тогда 2—0; а такь 

какъ частное отъ раздфленя нуля на конечное количество есть нуль, то 

х=0. 

Обращаясь къ уравнению, находимъ, что при Ь =0, оно принимаеть видъ 
ах =0; но чтобы‘ произведеше двухъ множителей, одинъ изъ которыхъ конеченъ, 

0, необходимо, чтобы другой множитель равнялся 0; итакъ, ур. не 
можетъ быть удовлетворено никакимъ инымъ значешемъ неизвфетнаго, кромв 
нуля. Такое. рёшеше называется нулевым. 

Если по смыслу задачи неизвЪстное можеть быть нулемъ, то нулбвое рше- 
не дасть удовлетворительный отвфть на вопросъ; если же искомое, по смыслу. 
вопроса, означаеть число не равное нулю, то получеше нулевого рьшешя ука- 
жеть на невозможность задачи. 

ПРимвРЪ 1. Отцу 57 льть, а сыну 19; черезь сколько ллынь отець будеть 
втрое старше сына? 

; : 22* 
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Означивъ искомое буквою 2, будемъ имть ур—шШе 

57-Е #=3(19-- 2), 

57 &=57--3<, или 2т=0, откуда #=0. 
или 

ОтвЪть этоть даеть удовлотворительное рьшеше. вопроса, показывая, что 
уже въ настоящее время отець втрое старше сына; дЪЙйствительно: 57 =19 ЖЗ. 

т 
Примърь П. Знаменатель дроби равен 8 7 числитедя; если же къ числи- 

‘телю придать 5, а къ знаменателю 10, то дробь обратится въ г Найти 

дробь? й 

Означивъ числителя искомой дроби буквою 2, имфемъ ур—не 

В 
Е ` 1210 

‚ откуда х=0. 

| Этоть отвйить обнаруживаеть, что такой дроби, какъ требуется въ задач, 
| не существуеть. 

357. 1\. Безнонечныя рЬшенй. Если «=0, 550, общая формула прини- 
маетъ видъЪ 

это значить, что = безконечно-велико; обращаясь къ уравненио, находимъ, что 
оно въ данномъ случаф принимаеть видъ 

ОХа=ь, 

и требуоть нахождешя такого числа, которое, будучи умножено на нуль, давало 
бы конечное произведеше 6. Но мы знаемъ, что нуль, умноженный на, конечное 

_ Количество, даеть всегда нуль; а между тВмъ вторая часть ур—Шя отлична оть 
нуля, и слёд, невозможно удовлети оь уравнемю никакимь конечнымь значе- 
эшемь 2. Итакъ, безконечныя рьшошя служатъ признакомь невозможности удо- 
влетворить ур—нйо конечнымь значешемь неизвЪстнаго. 

Но не всегда тая рзшешя означають невозможность задачи. Котда, по. 
` смыслу задачи, неизвфотное должно быть конечнымь количествомъ, то безконеч- 

ное рЬшеше укажеть невозможность задали. 

ПрРимфръ. Найти число, котораю половина, сложенная съ ею третью, 
превышала бы на б единицщь пять разь взятый избытокь четверти этою числа 
‘надь ею двъиадцатою долею. 

Называя искомое число буквою 2, получимь уравнеше 

2х # 

$354) +6. 
Освобождая это ур. оть дробей, находимъ 

72 12 
10% =10%-- 72, или (10—10)5=72, откуда 2= 0—ю6-%=®. 

Полученное безконечное рёшеше означаеть невозможность задачи. О иевоз- 
з можности задачи можно заключить & рмМом, измвнивъ нёсколько форму задашя. 

Въ самомь дл, } и : какого-нибудь числа составляютъ вмфетв бе; а избы- 
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токъ - надъ 5 числа составляеть |. этого числа; а потому задача можеть быть 

5 5 
выражена такь: „найти число, с котораго превышають на, 6 единиць |; того же 

6 
числа?“ 

Въ этой форм нелфпость задачи становится очевидною. 

Когда неизвфстное есть величина вспомомительная, то случается, и именно 
въ вопросахъ геометрических, что безконечное значене х не указываеть не- 
возможности задачи. Такъ, когда для опредфлешя положешя прямой, удоваетво- 
ряющей различнымь геометрическимь условямъ, принимають за неизвзетное 
разстояще между точкою пересъчешя этой прямой съ данною прямою и точкою, 
взятою ва, этой второй прямой, то очевидно, что безконечное значеню неизв%ст- 
наго укажетъ на параллельность обфихъ прямыхъ. 

ПРИМ ®РЪ. К двум» криама, которыхь радёусы равны В и г, провести 06- 
щую вниинюю касательную (черт. 23). 

Задача будеть рЬшена, если мы опредфлимь положеше точки Т, въ которой 
искомая касательная встрфчаеть линно центровъ. Примемъ за, неизвестное раз- 
стояше точки Т оть центра 0; изъ подобя треугольниковъ ОАТ и оаТ имбемъь 
пропорцио 

ТО : То = ОА : 04, 

или, положивъ: ОА = В, оа = м, 00 =4 и ОТ=а: 

а 
#:(2—4)=В:г, откудь т 

Сдфлавъ В =”, найдемъ: 2 =” =. Но это безконечное р\шене отнюдь 
ав 
0. 

не означаетъ невозможности задачи: оно показываетъь только, что при дачном 

условия (В ==) точка 'Т удалилась въ безконечность, иными словами, что общая 
касательная приняла особое положон!е относительно лиШи центровъ, а, именно: 
сдЪлалась параллельна, этой лиш и. И въ самомъ дфлЪ, при №—и, фигура А0о@ 
р въ прямоугольникъ, и слфдовательно лия Аа дзлается парал- 
лельна 00. . 

358. У. Неопредфленныя рёшеня. Приа = 0 и 6 = 0 общая формула при- 
нимаетъ видъ 

0 
х 0’ 

`означаюний ‘неопредъленность. Обращаясь къ ур—нйо, находимъ, что оно береть 
видъ: 0Хе=0. Какова бы ни была, величина 2, первая часть всегда равна 
ро, а слфд. ур—ше обращается въ тождество при всякомъ 2, а потому оно 
дЪйствительно неопредфленно. 

Неопредфленныя рфшеня указывають на неопредфленность задачи, т.-е. на’ 
то, что условя вопроса не ограничивають произвола неизвфетнаго. 

Примзръ. Найти возрасть лица, зная, что если изь утроеннаю числа 
ею лтть вычесть удвоенное число лъть, какое лицо это будеть имьть черезь 
10 лить, то въ резулитать получится то число льъть, какое лицо имтло 20 
лъть тому назадь. 

Обозначивъ искомое число лЬть буквою 2, прямо имфемъь ур-ше 

За — 2(# + 10) ==— 20, 

или #—20=х—20, или (1—1)2=20—20, откуда = 
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Это рёшене указываеть на полн! неопредвленность задачи; въ самомъ 
дваЪ, легко видфть, что условя данной задачи—только кажупяся и не ограни- 
чивають произвола, неизвЪстнаго. Дъйствительно, такъ какъ 32 — 2(2-{ 10), по 
‘упрощени, обралцается въ 2 — 20, то задачу можно выразить тахъ: „найти воз- 
растъ лица, зная, что число лётЪ, какое это лицо имфло 20 л. тому назадъ, равно 
возрасту, какой оно имбло 20 л. тому назадъ“. Очевидно, что этому условю 
'удовлетворяетъ всякое число, и что задача ничёмъ не ограничиваеть величину 

неизв%стнаго. 

Если въ формул = = выражения аи суть цфлые полиномы относительно. 

одной и той же буквы у, то можеть случиться, что при нфкоторомь частномь 
значеши у’этой буквы полиномы 6 и а обращаются въ нули; тогда 2 предстал 

вится подъ видомъ неопредфленности 0’ Но отсюда не слфдуеть заключать, что 

въ этомъ частномъ случа% задача, неопредфленна. Неопредфленность эта, какъ мы 
уже зпаемъ, только кажущаяся, и зависить отъ того, что въ уравнене ах = 
введенъ множитель, обращаюцийся въ нуль въ разсматриваемомъ частномъ 

чаф, волВдотв!о чего окончательное У ню, изъ котораго выведенъ 2, не эквива- 

дентно первоначальному уравнению. Поэтому нужно вернуться къ первоначаль- 
нымъ вычислешямь и уничтожить ототъ обращающийся въ нуль множитель, пре- 
жде чфмъ будеть сдфлано частное предположене. 

Впрочемъ, можно это сдфлаль и въ самой формул =, т,-е. раскрыть ея не-” 
опредфленность. Мы знаемъ, что если 5 обращается въ 0 при у= у’, то оно дЪ- 
лится на у—/”, такъ что можно его представить въ видЪ: (у— у). 6’, полагая, 
что 6’ уже не обращастся въ О при у=у’; точно такимъ же образомъ а=(у— у’). а’, 
гдБ уже а’ не содержитъь множителя у — у’. Такимъ образомъ 

Положивъ теперь у=у, мы и найдемь истинное значеню кажущейся не- 
опредфленности формулы 2. 

Если бы оказалось, что 6 и а содержать у — У’ въ степени высшей первой, 
то должны бы были выдфлить эту степень въ обоихъ членахъ дроби, сдваать со- 
кращене и потомь уже положить у = у’. 

ПримфрЪъ. Вычислить площадь трапеши, которой основамя ‘равны сооты 
вуътственно ащЪ, а высота, разем 

Е вая ве какъ разность площадей двухь треуюль- 
ников», составляемыхь основащями трапеши 
и продолженными 90 перестчешя непараллель- 
ными ея боками. 

Обозначивъь искомую площадь буквою $, 
имфемь: 

5—9ХЕ0_ ОХ ЕР а = 

А В 'Изь подобя треугольниковь ОЕС и АЕВ 
находим 

ка ЕЬ_а ель 
ЕР=й паи про , откуда ЕЁ 

9 
Черт. 20. 

сад. 

Такимъ образомъ: 
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Пока а отлично отъ 6, эта формула даеть для площади трапеци вполнв 
опредфленную величину. Но если положить а =, формула принимаеть видъ 

=’ и задача, повидимому, дфлается неопредфленною. Но эта, неопредЪлен- 

ность только кажущаяся, и зависить отъ того, что числитель и знаменатель $ 
содержать общаго множителя а —6, который въ частномъ предположеши а=6 

@— 92 
‘обращается въ нуль. Сокраливъ предварительно дробь на а—6, найдемь 

а. 

$ = } (а + 5); положивъ, затфмъ, а =5, найдемь $ = ай — величину вполнъ 

‘опредтьлемную. И дЪйствительно, при а = трапещя превращается въ параллело- 
граммъ, котораго площадь равна ай. 

359. Занлючене. Уравнене первой степени съ однимь неизвюстнымь: 

а& = 

‘иметь единственное и конечное рьшеше, кода а отлично отъ нуля; кода а=0, 

2620, уравнеше невозможно, вы томь смысль, что оно не импеть конечныхь 
ръшенй; наконець, кода а = =0, уравнеше неопредъленно, при чемь ивопредт- 
ленность можеть быть или дъйствительная, или только кажущаяся. 

Методъ изслфдован!я вопросовъ 1-й степени. 

360. При изсафдоваши вопросовъ 1-й степени полезно держалься слфдую- 
щаго порядка: 

1) Длають всевозможныя предположешя относительно знака знаменателя: 
знаменатель положительный, отрицательный, равный нулю, 

2) Къ каждому изъ этихъ предположенй относительно знаменателя присоеди- 
няемъ всевозможныя предположеня относительно числителя, лишь бы они ве 
противорфчили взятому предположенио о знамевател$®. 

Так. обр. мы разсмотримь всевозможные случаи относительно знака, иеиз- 
вфстнаго или неизвЪетныхъ. 

3) Слфдуеть даль истолковане отрицательныхь значешй неизвЪстныхъ. 
4) Если, какъ въ вопросахъ геометрйи, свойство задачи налагаеть на, неиз- 

вфстныя тв или друме предёлы, нужно подвергнуть разомотрёнио и это обето- 
ятельство, 

5) Наконець, нужно построить неизвфстное, пользуясь его формулою; по- 
слфднее, очевидно, имфеть мото въ случа задаль геометрических. х 

Первый примфръ изелфдован!я. 

З61. Отцу а, а сыну 6 атть; черезь сколько мыть отецг будеть вь п разь 
старше сына? 

Пусть это случится черезъ = лёть оть настоящалхо ‘времени; ‘уравнене задачи, 

а-е=нь а); 
‘очевидно, будеть: 

откуда 

Изследовлите. я есть число большее 1; слфд. знаменатель всегда, отли- 
ченъ оть нуля и положителенъ. Относительно числителя возможны три предпо- 
аожешя: а > иб; а = тб; а< тб. 

1] а> 5. При этомъ условш и числитель, & елфд. и =, положителень. 
Это положительное значеше х даетъ прямой отвфть на вопросъ, т.-е; что. 65 
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будущемь, по петечен!и числа, ть, ао формулою 2, отець будеть въ 
п разъ старше сына. И въ самомъ дЪаф, отношеше лёть отца къ лтамь сына, 

въ настоящее время равно г (непр. дроби); требуется чтобы это отношеше умень- 

шилось, ибо изъ услошя, а>> нь находимь я < й но оть придашя поровну къ 

членамьъ неправильной дроби величина, ея дЪйствительно уменьшается. 
2) а= иб. Въ этомъ случаф числитель формулы х обращается въ нуль, а. 

выфств съ этимь и 2 = 0. Это рьшеню показываеть, что искомое событе имфетъ, 
мото въ настоящее время, что очевидно, такъ какъ изъ даннаго услошя имфехмъ 

пя, Т.-е, что уже теперь отношене лфть отца и сына имфеть требуемую ве- 

личину я. 
3) а< тб. Числитель 2, а сяёд. и х въ этомь случа отрицателень. 

Отрицалельное рышене озналаеть, что вопросъ въ прямомъ смыслв невозмо- 

женъ. Въ самомъ дваЪ, въ настоящее время отношеше лЬтъ отца, и сына равно в 

а у 
изъ услошя же имфемъ, чт > т.-е. требуется, чтобы это отношеще увеличи- 

лось; очевидно, что это невозможно въ будущемь, потому что оть придан по- 
ровну къ членамь непр. дроби ея величина, не увеличивается, а уменьшается. 

Абсолютная величина отрицалельнаго ршеншя уловлетворяеть уравненйо, 
полученному изъ первоначальнаго перемфною. 2 на — =, т.-е. ур— но: 

а—ж=нь—а), 

а потому служить прямымъ отвЪтомъ на задачу: „отцу а, а сыну Ь лЪтъ; сколько 
яють тому назадь отещь быль въ п разъ старше сына?“ 

Въ этой форм, при данномъ услови: "> р задача возможна, потому что оть 

вычитаня поровну изъ чденовъ неправ. дроби величина ея дЪйствительно уве- 
личивается. 

Заключеще. Изъ предыдущаго слфдуетъ, что если дать предложенной задач 

наиболве общую форму: „отношеше лЪть отца къ лётамъ сына есть а; опредф- 

лить эпоху, въ которую это отношеше имфетъ величину и?“ то формула (1) хаеть, 
для вофхъ случасвъ рфшеше задачи, если найденное число льть считать: въ бу- 
Оущеме, когда оно положительно, и въ прошедшеме, когда, оно отрицательно. 

Второй примфръ изелфдован!я. 

362. Три точки А, В и С лежать на прямой, при чемь точка В назо- 
дитея между В друшми; разстояте АВ=а, АС =. Найти на продол- 
жени прямой АС такую точку М, которой разстояще отъ точки В. было бы 
среднимь т) бональнымь между ея разстоямями оть точек А и С? 
Ч (черт. 19 и 21.) 

Обозначимъ разстояне АМ буквою 2 и положимъ, что искомая точка лежить. 
вправо оть С; въ этомъ предположеши уравнеше будеть 

(22а =2(е-—5)...(1). 

Предполагая же, что точка М находится влЪво оть А, получимъ ур. 

(е-рай=ае-о)...0). 

х Ур; (2) выводится изъ (1) перемфною 2 въ — 2; слБд. можно ограничиться 
рьшенемъ ур—ня (1), помня, что если оно имфеть отрицательный корень, то’ 
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этоть корень, по перемфнф у него знака, будеть корнемъ ур—шя (2), и слёл. 
дасть точку, лежащую влЪво оть А; однимъ словомъ, корень ур-шя (1) 
всегда представляеть разстояше искомой точки отъ А, при чемь это разстояне 
нужно брать вираво отз А, если корень ноложителень, и вливо оть А, если онъ 
отрицателень. Н 

Сдфлавъ эти подготовительныя замфчавя, рёшаемъ ур. (1) и находимь 

м 
2—5. 

Изсльдованте. Формула 2 даеть мфсто слфдующимь случаямъ: 

2а—6>0; 2а—65<0; за—6=0. 

1) Если 2а—ь>0, корень ур—ня положителенъ, а потому искомая точка, 
‘находится вправо оть А; но задача требуеть кромф того, чтобы эта точка, была, 

во и оть С, т.е. чтобы величина 2 была больше 6. Итакъ, нужно раземо- 
ть, удовлетворяется ли неравенство 

а 
а—>% 

такъ какъ За —® положительно, то умножая обф части неравенства, на 2а —6 
и не перемфняя знакъ неравенства, замфвяехъ посльднее ему эквивалентнымъ 

а? > 25—11, или а? — 246 + 5?>0, или (а—6)?>0; 

послфднее нерапенство всегда удовлетворено, потому что квадрать всегда, поло- 
жителенъ; д. справедливо и эквивалентное ему первое неравенствог Такимъ 
образомъ, при услови 2а—ь>>0, ур-—ве имфеть положительный корень боль- 
ший 6, опредфляюций точку М вправо оть С, какъ того требуеть задаше. 

2) Если За—6<0, корень ур—ня (1) отрицателенъ, и согласно выше- 
‘еказанному, опредфляетъ точку, находящуюся на продолжен лини АС, влфво 

оть точки А и въ разстоянш оть нея, равномъ 2 аа' 

3) Наконецъ, если 2а—5 =0, количество 2 обращается въ ©. Это значить, 
что 2 неограниченно возрастаеть по мфрф того какъ $ приближается къ 2а; 
ИОВ отн лота $ джатоя рыть 2а, точка М дфлается 
безконечно далека оть А, и задача о нахождени такой точки невозможна. 

ПостроЕнтеЕ. Пусть 2а—6>>0. Отложивъ оть точки В аишю ВО =а, 
найдемъ, что длина лини 
СО =2а—5. Проведя подъ 
произвольнымь угломъ къ 
прямой АС линйо АН, от- 
ложимь на ней АК =2а—в 
и АН =а; соедививъ за- 
тфмъ точки Ри В, прово- 
димъ изъ точки Н прямую 
НМ || ЕВ; р М рт 
требуемая. Въ самомъ д: 
похобе ‘АА АВЕ и АМН 
даеть: Черт. 21. 

АЕ: АН =АВ:АМ, или (2а—6):а=а:АМ, откуда 

АМ= 

Примъчане. Если За —ь ть, приближая къ нулю, лия ВЕ 
къ совпадению съ ВА, а лишя НМ —къ паралаельности съ 
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волфдств!е этого точка М удаляется отъ С, и когда 2а— 6 обратится въ 0, НМ 
одфлается параллельна, АВ, и точка М удалится въ безконечноеть. 

Трет!й примфръ изелфдованя. 

363. Задача о фонтанахъ. Доа фонтана наполняють бассейнь: первый, 
я одинь, можеть наполнить бассейнь в а часовы друюй, будучи от- 

крыт»ь одинз, наполнить бассейнь въ © часовь. Кранз, находящийся въ дть, 
‚можеть опорожнить бассейнь въ с часовь. Во сколько часовь бассейнь, вначаль 
пустой, ие наполнсиь, есль оба фонтана и кранъ будуть открыты одно- 
временно 

Пусть бассейнъ наполняется въ = часовъ. Первый фонтанъ, наполняя бас- 
2 

сейнь въ а часовъ, въ 1 часъ наполнить а Часть бассейна, & въ 2 час. я 

частей его. 
Е 

Другой фонтанъ въ то же самое время наполнить 5 частей бассейна. На- 

а 
конецъ, кранъ выпустить въ < час. - частей бассейна. Такъ какъ разность ме- 

жду приходомъ воды и ся расходомъ въ 2 часовъ, по условию, равна емкости 
бассейна, то имфемъ уравнене 

&_а ме и {, 

откуда 
1 < 
ОТ 
6 с 

Изсльдовлиие, Здфсь слфдуеть разсмотрЪть три случая: 

а На 
Е Ч 

1) Когда 1 >Ь величина 2 конечна и положительна. Это значить, что, 

задача возможна, т.-о. что бассейнь ие иЪсколько часовъ дЙствительно 

будеть наполненъ. Въ самомъ да, 1+ $ есть часть бассейна, наполняемая въ 

1 часъ обоими фонтанами, & 1 коичество воды, уносимой въ 1 ч. краномъ; 

такъ какъ первое количество, по условйо, больше второго, то очевидно, что по 
истечеши нЪсколькихъ часовъ бассейнь наполнится. 

Сверхъ того, если увеличивать с, т.-е. уменышаль отверстю крана, величина, 

< также будеть уменьшаться, стремясь къ предфлу — 1 Котораго она дости- 

5 
гаетъ при с = со, т.-е. когда кранъ будетъ закрыть, 

ут 
2) Когда ме 5 2 величина 2 становится отрицательной. Это отрицатель- 

ное рьшене означаеть невозможность задачи, т.-е. что бассейнъ не можеть на- 

полниться. Въ самомъ дфлЪ, неравенство 555 означаетьъ, что количество > 

воды, доставляемое въ 1 часъ обоими фонтанами, меньше количества воды, ко- 
торов отводящИ кранъ можеть унести въ часъ. Очевидно, слл., что баесейнь 
не можеть быть наполненъ: задача невозможна въ томъ смыслф, въ какомъ она, 
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предложена. Для истолкован!я отрицательнаго рёшешя, перемфняемъ 2 въ -- 
въ уравнени задачи, и получаемъ. 

5) (1), откуда =. 

Ур. (1) соотвтствуеть слфдующей задачВ: бассейнь наполняется краномь, 
который, дъйствуя отдтъльно, наполниль бы бассейнь въ с часов; изь двуть кра- 
новъ, находящихся въ днь бассейна, одинь будучи открыть, можеть опорожнить 
бассейнь в а часовь, а друюй, дъйствуя_ опти ю, в 6 часовь. Во сколько ча- 
совь наполнится бассейнь, вначаль пустой, если будуть открыты всъ три крана? 
Тажимъ образомъ, для исправлешя задачи слфдуеть предположить, что питатель- 
ные краны становятся опоражнивающими, и наобороть. 

А 
3) Если а ++ о =, т ко и задача невозможна, Въ самомъ даль, 

с 0 }. 
оО К 

равенотво „-- =, означаеть, что кодичество воды, приносимой въ часъ обоими 

фонтанами, равно количеству воды, уносимой въ то же самое время крамомъ, 
слд. бассейнь никогда не можеть наполниться: задача, абсолютно невозможна. 

Четвертый примфръ изслфдованя. 

364. Какое число нужно прибавить кь четыремь даннимь числамь а, %, с, 4, 
чтобы составить кратную пропорщю? 

Пусть искомое число будеть 2; ур—н!е будеть, очевидно: 

пы + 

рЬшая его, находимъ: 

Члены искомой пропорци суть: 

9-96, ея 
оао) В араб аа бте) “Ра Фо)" —аа—бе)! 

Изсаъдовлние. Слфдусть различать два главные случая: знаменатель 
формулы 2 отличень оть нуля, или же этоть знаменатель равенъ нулю; и въ 
каждомъ изъ этихъ главныхъ случаевъ дълать возможныя предположеншя относи- 

тельно чисдителя. 
1. Если а--а>5--с и при этомь $ > а4, или же а-- ас и при 

этомь 66 < а4, то для х найдемъ величину положительную, которою вопросъ 
рьшается въ прямомъ смысль. 

И. Если а а>6 + сие аа, или же а 4<Ь-+ си {>> аа, то для & 
получается величина отрицалельная, представляющая, очевидно, отвфтъ на во- 
просъ: какое число нужно вычесть изъ чисел а, 6; си 4, чтобы осталки обра- 
зовали кратную пропорцио? 

Ш. Если а-- а26-е, но аа=%е, то &=0, 

Но услове а4=06 то же, что пропорщя: 5 а; откуда имфемъ теорему: 

если четыре числа составляютъ пропорцио, то нфть такого числа, которое, бу- 
дучи придано къ каждому изъ нихъ, дало бы пропорцию. 
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1\. Если а--а=ь-еси 66 > аа, то == и задача невозможна, т.-е. 

не существуеть конечнаго числа, рьшающаго вопросъ. Въ самомъ дфаЪ, для 
того чтобы четыре числа а--2, 6-х, с-- т, 4-х. составляли пропорцио, не- 
обходимо, чтобы произведеше крайнихъ равнялось произведению среднихъ, т.-е. 
чтобы 

(а-- =)(а- 2) = 6 =)(е- =) 

аа-|- (в 4) = 6+ Фо). 

Но, по условию, а4 отлично оть 6с, а а-- 4=6 с, слёд. ни при какомъ 
конечномъ значеши д равенство невозможно. 

У. Если, наконець, а а=б- си аа = 5, то # о т.е. задача неопре- 

двленна. Въ самомъ дЪлВ, для того чтобы четыре числа а-- 2, 6 3, сх и 
4-2 составляли кралную пропорцио, необходимо, чтобы произведеше крайннхь 
равнялось произведеню среднихъ; т.-е. какъ выше указано, чтобы 

аа-|- (ара = 6-е; 

но какъ ай = и а--а=6--с, это уравнеше есть тождество, а потому удо- 
влетворяется при всякомъ значени 2: неопредфленность полная. 

Неопредфленность задачи при данныхь услошяхъь можно обнаружить еще 
слфдующимь образомъ. 

Изъ услошя а-- а=ь--с имбемь @=6-+ с — а; подставляя эту величину 4 
въ другое услове а4 = с или а4 —6с =0, имфемъ: а(6 + е—а)—6е =0, или 

а? — а(6 + с) | №—0, или (а—6)(а—е) =0. 

Этому равенству можно удовлетворить двояко: или положив а=0, или 
а =с. Приа=Ь, имфемь 4=с, и искомая пропорщя береть видъ 

а; _ 4+2. 

ае аа’ 

При а=с имбемь 4=6; и искомая пропорщя будеть, 

или 

ая _а-г 

4-е афь 

И та, и другая пропорщя — ничто иное какъ тождества, и стало быть удо- 
влетворяются при всякомъ &. 

Пятый примфръ изельдован!я. 

365. Задача о курьерахъ. Дед курьера выгални въ одно время изь мъеть 
А и В, разстояще между которыми равно @ верстамь, и ъдуть равномтрно въ 
направлеши АВ, три чемь первый дълаеть © версть, второй в’ версть въ чась. 
Вь какомь разстоящи оть точки А они встрютятся? 

Пусть точка встрфчи находится на, разстояши х версть отъь А. Такъ какъ; 
по условию, курьеры выЪзжають изъ точекъь А и В одновременно, то время, въ. 
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первый зжаеть разстояше АС, равно времени, въ которое второй 

прорыт НО. ервый, дфлая г версть въ часъ, провдеть разстояне АС = 

въ часовъ; второй, профзжая по ®’ версть въ часъ, на проъздъ всего разстоя- 

я ВС =х— а, употребить ег часовъ. Уравнеше будетъ 
\ 7’ 

=...) 
откуда 

ея: - -®). 

Изследовлнге. Замфтивъ, что 4, какъ разстояше между двуми точками, 
есть величина положительная, могущая въ частномъ случа равняться нулю, 
заключаемъ, что между данными величинами могуть быть ющёя соотношеня: 

1) 4>0,0>и; 2) 4>0, 0<и; 3) 4=0 20; 4) 4>0, =; 
5) а= 

‚. 1. Когда 4>0 и #>#/, оба члена дроби #5 положительны, сл. их 

есть величина яоложительная; кромф того, х> 4, потому что 4 умножается на 

дробь = ббльшую 1, ибо >. — 9’. Это положительное и большее @ значене. 

= означаеть, что встрёча курьеровъ произойдеть вправо оть точки В, т.-е. оно 
даетъ прямой отвфть на вопросъ. И въ самомъ дЪлВ, оба курьера вы}фзжають 
изъ точекъ А и В одновременно и догоняющий Фдеть быстръе передняго (2>%'), 
слфд. первый непремфнно догонить второго. 

П. Когда 4>0 ио<о’, числитель 4 >0, а знаменатель © —'< 0, слёд. 
величина 2 отрицательна. Это отрицательное рьшен!е указываеть на, то, что, при 
данныхъ усломяхъ задача невозможна въ томъ смысл, въ какомъ она предло- 
жена, т.-е. что вотрча не можеть произойти въ направлени АВ (вправо оть В). 
Иствительно, такъ какъ оба курьера выйзжають въ одно время и первый деть 

‘медленнЪе второго, то онъ никогда не догонить послфдняго. 
Чтобы исправить задачу, подставимъ въ ур. (1) —х вмЪсто х; найдемъ: 

или -= 
ЧИ С 

. 8). _=2—4 = _=--а 
ет: 

Рьшен!е уравненя (3) по абсолютной величин таково же какъ и (1), но по 
знаку положительно, и потому хаетъ прямой отвфтъ на вопросъ, соотв тетвующий 
ур—нио (3). Но послёднее можеть служить алгебраическимь выражешемь слф- 

_ Дующихъ двухъ задачъ. 
1. 2 есть разстояше, профзжаемое курьеромъ А; 2 4 — курьеромъ В, такъ 

что второй профзжаеть 4 верстами больше перваго. Это возможно, если пред- 
положить, что оба флуть не въ направлени АВ, а въ направлени ВА, тажъ что. 
курьеръ, выфзжающй изъ В, догоняеть курьера, выфзжающаго изъ А. Обозна- 
чивъ точку встрфчи буквою С’и положивъ АС’=х, найдемь ур. (3), котораго. 
корень и будетъ служить отвфтомъ на новую задачу. 

Дъйствительно, такъ какъ +’, то при движеши въ направлени ВА, 
курьеръ В и догонить курьера А въ н$Фкоторой точкЪ С’, лежащей влЪво отъ А. 
‘акимъ образомъ, для истолковашя отрицательнаго рьшешя, мы измнили на- 

правлеше движешя курьеровъ. 

слов задачи, отличающейся оть данной не направлен! движешя, а лопу- 
< р, что движеше имфеть мфсто неопредфл. время, и что встрча произой- 

етъ не въ будущемъ, а что она уже имфла мфсто раньше того момента, въ ко- 
торый курьеры профзжаютъ — одинъ через А, а другой чрезь В, въ нЪкоторой 

2. Но легко видфть, ‘что ур. (3) можно также раземал ать какъ выражеше. 
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точк С’, отстоящей влфво отъ А на ==> $ версть. Что задача и въ этомъ 

смысл возможна, прямо слдуетъ изъ того, что при &' >, курьеръ В, догнавъ А. 
въ точкВ С’, обгоняеть послфдняго ‘и Фдеть впереди его. 

о Ко > > = 2В 11, Когда 4=биу2 у, то х р 0, 

Такь какъ 4=0, то оба курьера выфзжають изъ одного мЪста, притомъ 
одновременно; но они Фдутъ съ разными скоростями (25), слёд. одинъ по- 

стоянно будеть впереди другого, такъ что никакая точка пути, кром® мфота, 
Е не можеть быть ихъ общимъ мёстомъ. Это и выражается рьшешемъ, 
2=0. 

я ав 1\. Кома 4 > 0, вари, о2= =. 
Безконечное ршене служить въ данномъ случа® признакомь полной не- 

возможности задачи, т.-е. невозможности встрфчи курьеровъ. Дфйствительно, они 
выфзжають одновременно изъ двухъ разныхъ точек и Фдуть съ одинаковою 
скоростью; понятно, что разстояе между ними всегда = 4, и слбд. ветрьча, 
ихъ невозможна. 

У. При 4=0иф=е 

Это шеню означаеть полную неопредфленность задачи. Д®йствительно, 
усломя 4=0 и ›=е” означаютъ, что курьеры выфзжають изъ одного мфота, 
(одновременно) и дуть съ одинаковою скоростью; очевидно, что они всегда, бу- 
дуть вмфот: каждая точка пути будеть служить мфстомъ ветрфчи. 

Примъчаще. Если положить, что курьеры Фдуть не въ одну сторону, а на- 
встрЪчу другъ другу, то направленя скоростей будуть противоположны; слвд. 
если одну изъ нихъ, напр. ©, будемъ считаль положительною, то другую слфдуеть, 
принять за отрицательную; обозначивъ ее черезъ — ®'’, найдемь х 

а %« _ 4 
9) ое’ 

Не трудно было бы вывести эту формулу и непосредственно. Заключаемъ, 
что формула (2) прилагается и къ этому случаю, а потому она — вполн& общая. 

Шестой примёръ изслфдован!я. 

366. 17ровести общую касательную нь двумь круммьь 
А. Проведеще общей внъшней касательной. 

Пусть разстоян!о ОТ точки встр 
чи общей внфшней касательной съ 
лишей центровъ оть центра О пер- 
ваго. и удетъ 2; радусъь ОА = Е 
0а=К; 00 =а. Изъ подобя тре- 
угольниковь ОАТ и о@Т находимъ 
пропорцио: ОТ: оТ = ОА: 04 или 
2: (2—4) =В: В’, откуда 

Черт, 23. 
Изслвдовланте подраздфляется 

на три главные случая, смотря по тому, будеть ли знаменатель В — В’ положи- 
теленъ, отрицателенъ или равенъ нулю. 

1. В В’>0, или В > Е’, Величина х въ этомъ случаз положительна, ко- 

нечнаи >> 4, потому что. ре» 1, & сльд. точка Т находится на продолжен 
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"ак 

лин Оо. Сверхь того, необходимо, чтобы = >> 4 -- В’, или еек. Такъ 

кхакь В—В/>>0, то, умножая 06 части на эту разность, мы не измфиимъ 

знака неравенства, слфл. @В 5 (а -+ К/)(В — В’), откуда 

а>в—к.. 

Неравенство удовлетворяется, когда: 1) круги расположены одинъ вн дру- 
того, а: общихъ точекъ, ибо тогда @> даже В-- В’; 2) круги имють 
внъшнее касаше; 3) они пересфкаются. но = 'довлетворяется при вну- 

треннемъ касанш; въ послфднемь случаф 2 = ( На в’ =, и точка Т совпал 

даеть съ точкою касашя круговъ. 

Когль В’=0, т.-е. малая окружность сводится къ своему центру, услове 
возможности приводится къ 4 > К, а 2 = 4,—результаты сами собою понятные. 

И. В [В < 0, или В< В’. Въ этомъ случаф х отрицателенъ, сл5довалельно 
точка Т находится влфво оть 0. Въ этомъ случа® безполезно повторять изсл\- 
доваше, приведенное выше; ибо для опредфлешя различныхъ положен точки 
очевидно, достаточно перевернуть предыдущ чертежъ, такъ чтобы меньший 
кругъ помфщалея влЪво оть ьшаго. 

Ш. В — № =0, ин В =’, т.-е. оба круга равны. При этомъ возможны 
слфдующе случаи: 

а) Если 4>0, «= А, те. точка Т удаляется въ безконечность. Въ 

самомъ дл, въ отомь случав лини ОА и о@ равны и параллельны, слфдоват. 
прямая Аа | Оо и не встрёчаеть ее. Безконечное р®шеше означаетъ, такимъ. 
образомъ, параллельность общей касательной лини центровъ. Разсматривая во- 
просъ съ другой точки зрфшя, можно замфтить, что если бы рамусы, будучи 
сначала неравными, разнидись бы незначительно, точка Т находилась бы на 
очень болышомъ разстоянш оть точки 0, и что если ралрусы будуть стремиться 
къ равенству, разстояше ОТ будетъ неограниченно возрастать; слфд. когда ра- $ 
„усы будуть строго равны, точка Т удалится въ безконечность и 2 = со. ь. 

5) Если, при К — К’—0, и 4=0, тогда 2 = ре и задача становится д®йстви- 

тельно неопредфленною. Въ самомъ дЪлВ, оба круга имфють въ этомъ случа® 
общий центръ и равные рамусы, сл. они сливаются; ни лия Аа, ни 00 не 
имЪють въ такомъ случа опредфленнаго положешя, а потому и точка ихъ встрёчи 
абсолютно неопредфленна. 

с) Нажонецъ, если В = В’ =0, 2 также принимаеть неопредфленный вихь. 

Неопредфленность—опять дЬйствительная, и легко объясняется: оба круга при- 
водятся къ своимъ центрамъ, лишя Аа сливается съ Оо и точка Т можеть быть 
взята произвольно на лиши 00. 

ПостроЕнНтеЕ. Формула (1) даеть пропорцио: (В —В’):В =4:2, изъ ко- 
торой видно, что 2 есть четве] пропорщюнальная къ тремъ лишямь В — В’, 
В и 4. Проведя произвольный рамусъь ОМ въ круть центра О, откладываемъ на, 
немъ линшо ММ = В’; получимь ОМ = В — В’. Соединивъ точку М съ о, прово- 
димъ линйо МТ || Мо: точка Т будеть требуемая. Проведя изъ нея касательную. 
ТА къ кругу О, убфдимся, что эта лишя коснется и круга о. 

В. Проведеще общей внутренней касательной. 
Обозначивъ разстояше ОТ’ буквою 2, изъ подобя треугольниковь ОВТ’ и и: 

05’ имфемъ: о откуда 

ав == дак. -@)- 

Изояьдовлние. Такъ какъ ве то всегда 2 @, т.-е. точка "Г 

находится между центрами. Кром того, разстояне точки Т’ оть О не должно 
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быть < В, те, должно имфть ЕВ, откуда 43 В -+ Е’, т.-е. окружности 

должны быть одиз вн другой. Въ крайнемъ случа%, т.-е. при внфшнемъ касании,” 
4=В- В: их = В, т.-е. точка Т”’ совпадаеть съ точкою касан!я круговъ. | 

Когда В’=0, х=4, т.-е. точка Т’совпадаеть съ центромъ о, къ кото- 
рому, въ данномъ случаф, приводится второй кругъ. 

Наконець, если В = В/ =0, == точка Т’ неопредфленна, и въ самомъ 
Да, въ этомъ случаз прямая Аа совпадаеть съ лишей центровъ. 

Построеше аналогично предыдущему. 

Седьмой примфръ изслЪдован!я. 

367. а точкь А, данной внутри круче ее помтшень упрунй 
шарик. какомь направлении нужно ею пустить, ы, отразившись т) 
раза оть бортовь, онъ возвратился снова въ точку А? ея 

По закону отражешя, уголъ 
падешя равеяъ углу отражешя, при 
чемъ угломъ падешя будетъ уголъ, 
составленный направлешемъ па- 
дешя (напр. АВ) съ радусомъ, 
проведеннымъ въ точку В, а угломъ 
ож ‘образуемый на- 
правлешемъ ‘отраженнаго движе- 
ны (ВС) съ тбмъ же радлусомъ. 
Зная это, и замфчая, что фигура 
расположена симметрично относи- 
‘тельно И РС, проходящаго 
черезъ точку А, усмалриваемъ, что, 
задача приводится къ слфдующей: 

зравлеи надо 

Пусть ОС=в, ОА=а, В 
искомая точка; проведя хорду ВВ’ 
перпендикулярно къ даметру ОС, 
замфчаемъ, что какъ скоро извЪетно. 

Черт. 24. будеть разстояше 10 этой хорды 
- оть центра, то будеть извфстно и 

положене искомой точки В. Поэтому за неизвестное принимаемь ОТ = =. Углы: 
паденя АВО, и отражен!я—ОВС, равны, слфд. ОВ есть биссектрисса угла АВС 
треугольника АВС; по свойству ея, имфемъ пропорцио: 

АВ _А0, 
вс — 0С' 

возвысивъ 068 части въ квадрать, находимъ: 

, — 
АВ _ 2. 
с ЗиИИ Г 
вс = 

залЪмъ, на основанш теоремъ о квадрать ‘стороны треугольника, имфемъ: 

АВ? = А0*-{ В0?—2А0.01 = а? -| В? — 24.2; 

ВС? = 0С? +- ОВ? + 206.01 = 28? -- 26.2; . 
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подставив» эти везичивы въ предыдущую пропорцйю, находимъ: 

@-- 8 —: Зах _ 4? И 

— 2А8--ЗВа =: 

изъ этого ур—шя, по сокращени сначала на В, а затфмъ на В — а, имбемъ: 

== 8—9. 

Изезвдованте. Такъ какъ а < В (точка А ваходится внутри круга 0), 
то презылущее выражеше даеть для х всегда величину положительную; но дая _ 
возжежаюсти [задачи этого недостаточно: необходимо еще, чтобы было &< К, 
иди 

] ВН) <К, откуда, > 

Итакъ, чтобы задача была возможна, нужно, чтобы а имфло величины въ 

тредалахь между В и 3; слЬд. задача невозможна, когда шарикъ А находится 

казтра круга, ‚ концентричнаго билларду и описаннаго рад1усомъ, равнымъ трети. 
равуса парда. 

Богда @ измЪняется непрерывно оть В о г д измфняется непрерывно отъ ^ 

О же В; въ частности: 

при а= В, 2=0: шарикъ опишетъ половину контура квадратах 

9 == в шарикъ опишеть полупериметръ равносторон- 

няго треугольника; 

при а= 

при а =, +=, шарикъ опишеть даметръ 0С, 

ПостроЕните. Формула < даеть пропорцию: 

а: о): =, 

такъ что нужно построить четвертую пропорщональную къ тремъ ливямъ: а, 

-. и В—а. Взявъ на маметрь ОК, перпендикулярномь къ ОА, часть ОА’ = 

—=ОА=а, и ов—®, затфмъ на маметрв ОС часть ОО’ —=АБ=В— а, соеди-_ 

нимъ точки О’и А’и черезь точку Е проведемь линю ЕТ параллельную А’О’ 
эта линя и дасть искомую точку 1. Въ самомъ дфаЪ, изъ подобя тре: 
А'ОО’ и ЕОТ имфемъ: 

ОА’: ОЕ= 00:0, ши а: (В — а) :О, откуда и видно, что ОЕ, 

случаф шарикь " можеть удариться въ такую точку ое ож 
пот отражены пошадеть въ точку ©. сиовалньно сила, ‘отсюда, по симметри 
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фигуры относительно лиши А’С, возвратится въ А’. Для опредфленя точки В’ 
положимь ОГ=7; въ такомь случаф, подобно предыдущему, найдемь ур. 

а? В? --2а2 _ а? р 
эк = ВЕ * 

отличающееся отъ (1) только перемфною 2 на — 2’; а потому корень его отли- 
чается оть корня ур—шя (1) только знакомъ; итакъ 

Чтобы 2’ было положительно, необходимо, чтобы было ве или а> 8; 

слВд. а можно измфнить оть В до ©. При этомъ 2” будетъ измфняться оть 0 до. 

Черт. 95. 

В 
5» Т.е. по мфрф того какъ точка А’ удаляется оть точки 0’, точка падешя В” 

приближается къ точкф В”, отстоящей на 60% оть точки С. 

Итакъ, ур. (1) всегда, даеть ршене задачи, когда шарикъ находится вн 
круга, а знакь —, предшествующий корню, указываеть ту область, которая за- 
ключаеть точку падешя. 

Построеше аналогично предыдущему и указано на чертеж. 

Восьмой примфръ изелфдован!я. 

368. Радикальная ось двухъ круговъ. Даны де» окружности радйусовь В и #; 
‘разстояще ихь центрами пусть =4. Найти на плоскости ` такую. 
почку, М, чтобы `касательныя, троведенныл. ‘изъ нея къ даннымь окружностямь, 
были равны между собою. Геометрическов- мъсто этиа» точек. 
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Рьшенге, Ищемъ, нфть ли на лини центровъ точки, удовлетворяющей 
требованио задачи. Если такая точка существуеть, 'то пусть ‘она будеть М; въ 
такомъ случаз касательныя МА и МА’ равны. Примемъ за не! стное раз- 
етояне точки М отъ центра О, положивъ ОМ ==; будеть МО’ =4—. Прямо- 
‘угольные треугольники АОМ и А’О’М 

— —2 
дадуть: АМ=а?— В, А'М(4—«—т; 
по условию, 

м — 8—2} —м, 
откуда 

_ ФВ п 
вт Балы (1): 

Этой формулой и опредфляется 
‘`разстояше искомой точки оть центра 
круга 0. 

Ищемъ, нЪтъ ли также вн® лини 
центровь точекъ, удовлетворяющихь 
‘требованию задачи. Пусть одна изъ р 
такихъ точекъ будоть 7:4 тие Черт. 26. 
перпендикулярь РМ, на линно цент- 
ровъ, замъчаемъ, что точка Р бр найдена, какъ скоро будуть извъетны: 
разстояше ОМ, перпендикуляра РМ, отъ центра 0 и зокъ М.Р, показы- 
вакищий разстояше точки Р оть лини р Пусть ОМ, =@’ и РМ, =и. 
Проведя касательныя РГ и РР, лини РО, РО’, ОГи ОТ, изъ прямоурольныхь 2 — — = 
треугольниковь РОТ и РОТ’ найдем: РГ-=РО — В, или, какъ РО а + у, 

— 
то Ра -- У — Кз. Подобно этому, найдемь РГ = (4 —2/)*-- у!— 9, По тре- 
бованйо задачи, имфемъ ур—не 

2 -- у — 3 — (4—2) + уз—, откуда ен. Ри 

Сравнеше (1) со (2) показываетъ, что #=а”, т.-е. что всякая точка иско- 
маго гоометрическаго мфста пролагается въ точку М, а это значить, что вов 
искомыя точки находятся на одной и той же прямой — на перпендикулярв къ 
ини Про, разстояше котораго отъ центра О опредфляется формулою 

Ре. Этоть перпендикулярь и есть, слфд. чеометрическое мьсто такихь 

зточекь плоскости, что касательныя, проведенныя изъ каждой къ даннымь кру- 
тамъ, разны между собою. 

Изследовлите. |. Данные круми неравны м собою, и пусть В>и 
Разберемъ задачу для всякихъ относительныхь положен!й данныхь круговъ. 

р) а>в--*”: круги лежать одинъ вн другого, ие имя общихъ точекъ. 
Сравнимь 2 съ В: не будеть ли, напр., *> К? Отвфть найдемъ, испытав, 
вЪрно ли будоть неравенство 

ФЕ 
а —>® 

Освободивь оть знаменателя, легко найдемь: 4-- В? — я > 248, или 
42 — зав + № > т, или (@— В) > 1, откуда 4—В >», и, наконецъ, 4>В--*. 
Бажлое преобразоваше приводило къ неравенству, эквивалентному предшествую- 
чщему, и какъ посльднее совпадаетъ съ условемъ, которое намъ дано, то заклю- 
заемь, что испытуемое соотношене вфрно, и 2> К. Сравнимъ теперь 2 съ от- 
рзкомь ОШ, или 4—*", и посмотримъ, не будеть ли #<4—*, т.-е. испытаемь 
‘неравенство 

ФВ —т 54 <@а—г. 

к 23* 
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'Посяфдовалельно имфемъ: 4— 24г -|- > В?, или (@—')}?>Е?, откуда. 
„а—г> В, и наконецъ, 4> Е + г— что намь дано. Заключаемъ, что 4—г>=>В, 
т,-е. радикальная ось между данными кругами, пересфкаетъ линиюо- 
центровъ на отрфзкВ Ым. 

Остается разсмотрёть, къ какому изъ обоихъ круговъ она ближе, и дая этого- 
надо сравнить ГМ, съ ГМ, или 2—В сь а4—х—и. Не будеть ли, 
© или, что то же, 22<4--В—г, или, наконець, 

—а_ <а+к-п 

Провфрка этого неравенства приводится къ провЪркВ неравенства 41--В— 
— "< @2--4(В —»), паи а», или В -- ̂< 4, а это намъ. 
дано. Итакъ: 

Коза круть лежать одинь внь дру- 
|Р 010, не имьъя общихь точекъ, то ради- 

хальная ось ить проходить между обои- 
ми круами, ближе кь большему крузу. 

2) а=К--и: круги и мвють внёшнее 
касаше. 

Подставивъ въ лу (| Вне 
вмЪсто 4, найдемъ м 

==в. 

Это значить, что въ данномъ сдуча® 
‘ось отстоить оть 

Ч. 27 р а О на разстояше = его ражусу ерт. 27. = А 
Е О рваложьно 

Вь случаю вньшняло касащя радикальная ось сливаетсл съ обшею внутреннею 
хасательною къ даннымь круамь. 

3) В -х<а<В--#: круги пересфкаются. 
Въ треугольник ОРО’ имфемъ: 72 — В? -+ 42—24. ОМ, откуда 

ев. ом 

Черт. 28. 

Сравнивая это выражеше съ (1), находимъ: х = ОМ. Сафдовательно, въ дан- 
номъ случав радикальная 06ь совтадаеть съ общею хордою крушвъ, что можно ^ 
ыы предвидфть, ибо точки Р и 4, очевидно, принадлежать искомому 

у. 
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4) а=В—*: круги имфють внутреннее касанше. 
Вводя В —г вмфсто 4 въ формулу (1), находимъ 

#=в8. 

Заключаемъ, какъ и во 2-мъ случаф, что радикальная ось совпадаеть съ об- 
ацею касательною данныть круювъ. 

р ь 
р. 

| --]М 
м \ 

9 
9 

Черт. 29. Черт. 30. 

5) а<В—*: меньшй кругъ находится внутри большаго, не имфя съ нимъ 
общихъ точекъ. 

Въ этомъ случа опять имфемъ > В: въ самомъ дфлЪ, провфрка неравен- 

‘ства вк” приводить послфдовательно къ: 72 < (В — 4), «В —а, 

4<В— №, а это намъ дано. Въ оомириндоиокь случаЪ, значить, рад. ось 
‘расположена внъ обоижь крушвь. ЗдЪсь само собою очевидно, что она ближе къ 
большему кругу. 

"Такимъ образомъ, въ двухъ послфднихь случаяхъ, когда одинъ круг нахо- 
дится внутри другого, замвчаемъ, что рад.ось ие встрёчаеть разстояшя центровъ, 
т.-. отрфзка, 00’, а; пересфкаеть линйо центровъ на продолжен!и его, при чемъ 
разстояше точки М оть 0, бывшее сначала, =, дфаается затвмъ >> В: значить, 
точка, пересфчешя М движется въ направлени воображаемой точки, которая. 
‘перемщалась бы отъ центра большаго круга къ центру меньшаго, 

6) 4=0: окружности концентричны. Находимъ 

# » 0 

т.е. по мЪрЪ сближеня центровъ х растетъ, рад. ось болфе’и болфе удаляется 
вправо, и при 4—0 отбрасывается въ безконечность. 

И. Пусть крунё равны между собою: В =". Формуда (1) даетъ 

а #=5. м 

Звалить, рад: ось перпендикулярна къ разстоянйо центровь.въ езо срединт. 

„о Есаи при этомъ положить 4—0, то окружности совпадуть, при этомъ. 2 =0. 
Это звачитъ, что рад. ось проходить чрезъ общ центръ, и положене ея ничмъ, 
болфе не опредфляется; неопредфленность эта очевидна, ибо изъ какой бы точки 
вн$ круговъ ни провести касательной къ одному кругу, она вмфстВ съ тёмъ бу- 
деть касательна и къ другому. 
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Частные случаи. 1) Если кругъ г обращается въ точку, г= 0, то 

_ ею, Ни: 

о условию задачи, эта формула опредфаяеть разстояше отъ 0 проэкщи такой 
точки М, чтобы было 

— 2 ХЗ 3 2 3 

АМ-= МО’, ии МО—В2= МО’, ии МО— МО’ = В, 
слфд., рад. ось круга 0 и точка 0’ есть геометрическое мфсто такихъ точекъ, 
что разность жвадратовъ ихъ разстоян!Й оть центра, даннаго круга, и оть данной 
точки 0’ равна квадрату В?. 

2) Если гт=0и В =0, тогда 2—5, т.е. радикальная ось двухъ точекъ 

О и 0 есть перпендикуляръ въ средин® прямой 00. 

Девятый примфръ изслфдован!я. 

369. 7ьло, состоящее изъ двухь призмь, сложенных равными основашями, 
полружено въ ванну, состоящую также изъ двухь жидкостей, находяигихся одна 
пы Спрашивается, въ какомь разстояёи надъ поверхностью раздъла 
жидко ноходится площадь соприкосновеня призмь? Плотности и высоты 
призмь равны: въ верхней призмь ГП) и Н, 65 нижней О’ и Н'; плотность верхней 
‘жидкости равна а, нижней 4’. 

Пусть требуемая высота будеть х. По закону Архимеда: „вЪсъ плаваю 
тфла. еек ый вытфсненной жидкости“. Зная это и припоминая, что Р= 
(г а, 0 — его объемъ, 0 — плотность и 9 — вфсъ кубической еди- 
ницы воды), мы, обозначивъ буквою 5 
‘уравнеше 

$(НО + НЭ’) = 8(Н + 2)4- $(Н'—2)4,... . (1) 

„Верни, 

площадь основашя каждой призмы, имфемъ 

откуда 

Изсяьдовлнте. Величина 2 можеть быть или положительною, или отри- 
цательною: если она положительна, то можеть быть рьшешемь предложенной 
задачи, если же отрицательна, то дасть отвфтъ на сльдующИ вопросъ: „въ ка- 
комъ разстоянш 709» поверхностью, +. .“? 

Съ другой стороны, никогда количество 2, по абсолютной величин, не мо- 
жеть быть больше 

Н/, если х положительно, и : 
Н, если х отрицательно: 

иначе тло не погружалось бы заразъ въ обф жидкости, и ур—н (1) не было бы 
уже уравненемъ задачи. 

Наконець, по законамъ равновфя жидкостей, 4’ не можеть быть меньше 4, 
такъ что относительно знаменателя можеть быть только два предположеня: 
4—4>0и@—94=0. Итакъ: 

1. а—а>0. При этомъ относительно числителя возможны 3 предположешя: 

1) На— 10) + Н(@'— 10’) >0. Въ этомъ случаф, для того чтобы величина 2 
дЪйствительно служила рьшешемьъ задачи, необходимо, чтобы она была <Н', 
слёд., нужно чтобы 

на—о)-н@—5)<н@—4, 
т.е. 

но + но’ > (н- н’)а. 
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2) На— 0) -- На’ —1')< 0. Въ этомъ случа < отрицатедленъ, и для того, 
чтобы онъ служиль ршенемъ задачи, необходимо чтобы абсолютная величина, 
его была < Н, т.-е. чтобы 

{н(а— р) + на’ — 0" В, 
или < 

НО -+ НО’ < (НН). 

3) на— р) + На’ —1')=0. Въ такомъ случав 2=0, и площадь сопри- 
косновешя призмъ совпадаеть съ поверхностью раздфла жидкостей. 

П. 4“ —9=0. Если при этомъ числитель не =0, то 2=1: эта, форма озна- 

чаетъ дЪйствительную невозможность; тбло не можеть быть въ равновфсш внутри 
жидкости. 

Если же НО -- Н’О’=а(Н-+Н’), то &=0. Эта форма означаеть дЪйстви- 

тельную неопредфленность: такъ и дозжно быть, ибо въ данномъ случаз твло 
будеть въ равновфем въ какомъ угодно положеши. 

ГЛАВА ХХУ\!. 

Изслфдован!е уравнев!Й первой степени съ двумя неизвЪетными. 

`Изелвдоване двухъ уравнен!Й съ двумя неизвфстными въ общемъ вид. — Примёры 
иасяфдован!я буквенныхь вопросовъ. 

370. Рёшая два уравнешя первой степени съ двумя неизвёстными 

а фу=е } 
@Е--у=е 

мы нашли формулы: 
ав —са’ 

ара * ** @ 

предполагая, что коэффищенты @ и а’, или 6 и $’ отличны оть нуля, и что при 
этомь: 45’ — а’ отлично оть нуля. Цфль изсабдованя заключается въ томъ, 
чтобы показать, во всфхъ ли случаяхъ эти формулы дадуть ршешя ур—нй, 
или же, напротивъ, есть таке случаи, когда онф непримвнимы. 

Мы должны разсмотрёть два случая, смотря по’ тому, будеть ли знаменатель 
въ формулахь 2 и у: 1) отличенъ отъ нуля, или: 2) равенъ нулю, при чемь или 
одинъ изъ числителей, или оба — равны нулю. 

Это раздфлеше основывается на слфдующихь свойствахъ биномовъ а%'—фа’, 
6! — еси ае — са’. 

Первое свойство. Если хоэффищенты при одномъ и томь же неизвестном, 
‘или свободные члены с и с’ не равны нулю одновременно, м если два изъ биномовь 
а! — 5’, 9’ — 66’ и ас’ — са’, равны нулю, то и третйй равень нулю. 

Пусть 66’ — 66'—=0 и ас’ —са’=0; отсюда %'—0е' и ас’ —еа’: перемно- 
живъ эти равенства, найдемь аБ’ес’ = а’0сс', или (а — а’6)се' =0; ееаи с и с’ 
не равны нулю, то должно быть аб’ — а =0. Если же с=0, въ такомъ случа, 

по условйю, ©’ 50; & потому изъ равенствъ сё’ —0с’и ас'=— са’ имфемь: а=0, 
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Ь—0, и слёд, аб’ — фа’ == 0. Вельдетье того, что всБ три бинома симметричны 
относительно а, Би с, это свойство доказано, каке бы два бинома ни были 
равны нулю. 

Второе свойство. Условёя необходимыл и достаточныя дая тозо, чтобы два 
изь отить биномовь были нулями, а трепёй быль бы отличень отъ нуля, с0- 
стоять в» томь, чтобы буквенныя количества, общия этимь двумь. биномамь, 
были нулями. 

Очевидно, что этихъ условй достаточно; затвмъ, если имфемъ с’ — 0’ =0, 

40’ — ва’ =0, и аб’ — 520, то равенства дають: сс’(аб’ — 64’) =0, а сл. 
се’ —0, Пусть с==0, тогда 66'==0 и ае’=0, а потому и с'==0: ибо, положивъ 
с' 50, 5—0 иа—0, нашли бы а5'—ва’==0, что противно условию: а’ —6а’<0. 

371. |. Общ знаменатель 6’ — а’ отличенъ отъ нуля. 

Вь этомь случаю системи ур—нй имъеть конечное и опредъаенное ръшеше, 
представляемое формулами (1). 

Въ самомъ дфлЪ, эти рьшеня составляють систему эквивалентную данной, 
потому что дфлитель аб’ — а’ не есть нуль. 

Въ случа, когда числитель 4с’ — са’ равенъ нулю, что возможно при одном 
ы а_с 

изъ трехъ условй: если о! или если а=0и или с=0 и с=0 

(предположеше а=0 и а’=0 повело бы къ: а’ — а’ =0, что противно усло- 
во), замфчаемъ, что у обращается въ нуль; & при третьей групи условй, 
именно при с —=0 и с'=0, и х двлается нулемъ. 

ПШрмтмане. Въ силу второго свойства, условя необходимыя и достаточ- 
в ея того, чтобы оба, неизвфстныя были нудями: 2—0 и у=0, суть с —0 
ие—=0. 

Итакъ, когда, общий знаменатель аб’ — ба’ отдичень отъ нуля, система имфеть 
конечное опредфленное рёшеше; приэтомьъ или оба неизвфстныя будуть положи- 
тельны, или оба отрицалельны, или одно положительно, а другое отрицательно; 
наконець, или одно, или оба могуть быть нулями. Послёднее имфеть мфсто только 
въ томь искаючительномь случа, когда свободные члены — оба, нули. 

Положительныя рфшетшя въ большинствЪ случаевъ дають прямой отвЪть на 
вопросъ; отрицалельныя же или служатъ признакомъ невозможности задачи, или 
неправильной постановки ея. Истолковане отрицательныхь рьшен! основано 
на теоремф, аналогичной той, которая была доказана для ур-шя съ однимъ 
неизвЪстнымъ. 

372. Ткорвил. Дю системы двухь урн съ двумя неизвъстными, от- 
личаюнияся только знакомз при одномь или при обоить неизвъстныхь, импють 
ртшеня: равныя по абсолютной величинь, но разняиился знаками — для тьть 
‘нецавюстныхь, знаки при которыхь въ объить системахь различны; и ръшешя, 
одинаковыя 10 величинь и по знаку—для ненавъстныхь, предшествуемыхь общиме 
энакомь въ объихь системах. 

Въ самомъ дфаЪ, сравнимъ системы: 

аз --Бу=е ие —бу=е | ыы 

разнящёяся только знакомъ при у; докажемъ, что эти системы имфють одинаковое 
рьшеше для а, и рёшеня, равныя по абсолютной величин$, но противоположныя 
по знаку, для у. 

Въ самомъ длЪ, положивь — у==2, система (2) обратится въ 
` 

аа -+ 61 ==6 
ат + =е 
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Замьчая, что система (2') ничфмъ не отличается оть (1), заключаемь, что рф- 
‚шешя системы (1): =’ и У’ удоваетворяють и (2’); такъ что система (2) имфеть 
р®шеня: #=я”’ и 2=; или, такъ какъ 2=— у, то (2), а потому и (3) иметь 
рьшеня: ы 

2—2’, у=— у’. 

ПРимфрЪ. Кумлено нюсколько аршинь матери то опредъленной цънъ. 
Если бы было куплено 3 аршинами больше, а за аршинь было затлочено 1 руб. 
‚меньше, то на всю покупку издержали бы 11 рублями меньше. Если же было бы 
куплено 8 арщинами меньше, а за аршинь платили бы 2 рублями дороже, то 
‘издержали бы 12 рублями больше. Сколько аршинь куплено ‘и сколько платили 
за аршинь? 

Пусть было куплено 2 арш. по у руб. за аршинъ. Получаемь ур—ня: 

(2--3)и—=—И 
(#— 8)(у-=2) =яу-+12; 

откуда 
—10; у=- 6, 

Слфд. задача невозможна въ томъ смысдф, какъ она’ дана. 

Подставивъ въ ур—ня: —х вмбсто =, и — у вмфсто у, найдемъ: 

(х— Зуи =2—ф И 

(#-+8)(у—2) =зу--12; 

которымъ, на осн. доказанной теоремы, удовлетворяють рёшеня; г = 10, у=6. 
Они служатъ прямыми отвфтами на слфдующую задачу: 

„Куплено извфстное число аршинъ матери по опредфленной цён. Если бы 
было куплено тремя аршинами меньше, а за аршинъ было заплачено 1 рублемъ 
‘дороже, то на всю покупку издержали бы 11 руб. меньше. Если же было бы 
куплено 80 аршинами больше, & за аршинъ платили бы 2 рублями меньше, то 
издержали бы 12 рублями больше. Сколько аршинъ куплено и сколько платили 
за аршинъ?“ 

373. И. Общий знаменатель а5’ — 5и'—0, а одинъ изъ числителей, напр. 

&'— 20. 

Равенство аб’ — 6а’=0 можеть имть мото при слёдующихъ обстоятель- 
ствахъ: 

И: да=0ь=0; За =о. 
Предположене $ —=0, 5’ =0, обращающее также въ нуль биномь а’ — в’, 

слёдусть устранить, потому что при немъ обращается въ нуль и числитель 
<’ —', по условйо, неравный нулю. 

>; Оба неизвфетныя представляются въ этомъ случа 

#=0, у=х®. 

Докажемъ, что безконечныя`рюшешя представляють единственно возможное 
рэщеще системы в» разсматриваемомь случа». 

Такимъ образомъ нужно доказать, что въ данномъ случа уравнешя не до- 
пускають конечныхъ р5шенй; а затЪяъ, что безконечныя рёшешя дЪйствительно 
уловлетворяють систем. 



У: Й х 
Изъ усломя е-и имфемъ: =: подставивъ въ первое ур., находимъ: 

а Фу=с, или а- у “>. 

Но второе ур. есть 
аз = 

по условно же &/—№' 20, откуда я 2‹с. 
Отсюда видно, что система, состоитъ изъ двухъ ур-нЙ, которыхъ первыя 

части одинаковы, между тбмъ какъ вторыя неравны; очевидно, слфдовалельно, 
что всящя конечныя значешя х изу, обращающия въ тождество одно изъ ура- 
вненй, не могуть обратить въ тождество и другое. Тая ур—шя, которыя не 
имфють общихь конечныхъ рфшенйй, называютъь несовмюстными (противорфча- 
щими одно другому). 

Покажемъ теперь, что безконечныя значешя 2 и у удовлетворяють систем» 
и для этого разсмотримъ два случая, смотря по тому, имфють ли коэффищенты 
а и одинаковые знаки, или противоположные. 
в аи имфють одинаковые знаки; пусть, при этомъ, сб’ — 6’ > 0, и 

а’ ", уменьшаясь, стремится къ нулю; въ такомъ случаз 

#=-+®. 

Умноживъ об части неравенства 65’ >> (с’ на $ — количество положитель- 
р ‚ 

ное, получимъ м ас но а, слфд. @/е > ас', или ас’ — а’ < 0; поэтому 

у=— <. 

Замътивъ, "что р ь видимъ, что а’ и 6’ также имфютъ одинаковые знаки; 

слфд., подставивъ въ ур-шя вето 2 и у ихъ величины, найдемь 

а. © —В. о =е 

аи... ю=е, 

©-®=си ®-—ю=е, 

что возможно, потому что разность двухъ безконечностей можеть быть какимъ 
угодно количествомъ. 

Если а и Ь имфють противоположные знаки, напр. а>0 иф< 0, то, оста- 
вивъ остальныя предположеня безъ измфненя, найдемъ, 

#=-<®. 

Умноживъ 06% части неравенства 65’> 5’ на — количество положитель- 

а 
5 "а, слд. —а'с>- ае', или ав'— а/с >0; 

ас р 
ное, получимъ: — == > — 6; во 

а потому и 
у=- <. 

Замфтивъ, что а’и 6’ имфють противоположные знаки, подставивъ вмфсто 
жи у ихъ значешя, получимъ: 

ав. 9 — (-5).®=6 

а. — (=). ю=с, 

или о — ©=ено— <= 
, 

’, — тождества. 
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° Второй случай. а—=0, 6—0. И въ этомъ случаф: х=<0 и у= оо; значешя 
эти приличествуютъ уравнешямъ. Въ самомъ дёлф, подставляя, имфемъ: 

0.0-+0.&=е 

@. и. =е. 

Но произведеше 0. <о есть символъ неопредфленности, сл. первое равенство. 
можемъ разсматривать какъ тождество. Что касаегся второго, первая часть его 
есть разность двухъ безконечностей; ибо 

и: 
откуда 

а’т-- Бу=а' с (- 5 

и равенство а’5'’с (>02 — ©5) =, есть тождество. 

Съ другой стороны, очевидно, что всякая иная система значенй хи у не 
можеть соотвтствовать ур-—мъ: 

0.2-0.у=с и ат-ву=е.. 

Третй случай. «—0, а’—=0. Формулы 2 и у принимають видъ: 

== 9=6° ® 

Итакъ, = безконеченъ, а у неопредфлененъ. И въ самомь дфлЪ, очевидно, 
что никакая система конечныхъ значенй 2 и у не можеть удовлетворять ура- 
вненямъ, 

0.2-+щ=е, 0.2 уе, 

ибо по условно, $ 5 5. 

Съ другой стороны, если вмфсто 2 подставимъ со, то какъ 0. со изобра- 
количество енное, усматриваемъ, что существуеть безчисленное 

множество значен!й у, удовлетворяющихь .заразъ предыдущимь ‘уравнешямъ, въ 
которыхъ 0. замфненъ количествами а из иль бы произвольныя количества, 

зиа’ удовлетворяли {соотношению: 5 
и 

Примпчаще 1. Если кром6 а=0 и а’—=0 было бы и 6—0, у им%ло бы 

опредфленную величину > ибо тогда слдовало бы положить а=с и а’ —0. 

Примъчаще П. Въ разсмотрённыхъ трехъ случаяхъ, если уравнешя выте- 
кають изъ условй задачи, нужно еще разсмотр®ть, можеть ли быть истолковано 
чисто раическое рёшеше уравнений; если да — это будеть единственно воз- 
можное рёшене задачи; если нёть — задача невозможна; невозможность эта, во’ 
всякомъ случа, будетъ зависфть оть несовмфстности данныхъ между собою и 
съ неизвестными. Потому-то и говорять, какъ и по отношеню къ ур-мъ съ 1 
неизвЪстнымь, что симвоть со есть признакъ невозможности задачи. 

37+. Ш. Знаменатель и оба числителя — нули. 

а’ —а6—0, 6’—с0—0, ас’ — ав =0. г 

Эти равенства могуть имфть мфсто при слфдующихъ обетоятельствахъ; 

а_в_е 
Фа-ы-е 3 2) а=0, 6—0, с=0; 3) а=0, а’=0, &'—%е'=0, 



286 = 7 

> Звачешя 2 и у беруть видъ 

Неопредфленность эта — дфйствительная. Въ самомъ дЪфаЪ, назвавь общую 

величину равныхъ отношенйй буквою Х, т.-е. положивъ ЕрЕЕНЬ имЪемъ 

отсюда: а= а’, 6 =, е=е'®; подставивъ въ первое ур., получимъ, 

Мат у) = или ат бу=е’. 

Такимъ образомъ, первое ур—не ничьмъ не отличается оть второго, такъ 
что въ сущности два неизвфстныя связаны однимъ уравнешемъ, которое прини- 
‘маеть безчисленное множество рьшенй: неопредфленность дфйствительная. 
Однако же, значешя 2 и у не вполнф произвольны, такъ какъ, въ силу того, что. 
они связаны уравнешемъ аз -+ Ву—с, произвольному значенно одного неизвфет- 
наго соотвЪтствуетъ вполнф опредфленное значене другого. 

Примпчаще. Если бы было с—0, а потому и с'—0, х иу были бы неопре- 

_ДВленны, какъ и прежде, съ тЬмъ отлищемъ, что отношеше ихъ у сохраняло бы 

постоянную величину, равную я что прямо видно изъ уравнешя аг--фу=0, 

къ которому въ этомъ случаз приводятся оба ур—шя. 

Второй случай. а—=0, 5—0, с—0. Въ этомъ случа® 

о о = #=0. 

Но первое ур. обращается въ тождество 0—0, слфд. система сводится к» 
одному ур—ншо съ двумя неизвЪстными: неопредфленность дЪйствительная. 

Третй случай. а—0, а’—=0, с’—6с'—0. Оба неизвЪстныя опять прини- 

мають неопредьленный вихь (, а система 

0.2 5у=с, 0.г-Бу=е, 

ве 
показываетъ, что 2 въ самомъ дд неопредфлененъ, но У=р= "т.е. ныфеть 

виолнз опредфаленную величину. Но это противорче между результатами, полу- 
чаемыми изъ формулъ для неизвЪстныхъ, и результатами, непосредственно выво- 
димыми изъ уравненй, только кажущееся; оно зависить оть того, что дробь, 
дающая значеню у: 

въ данномъ случа содержить въ числителВ и знаменатель общаго множителя, 
обращающахося въ нуль при данныхъ предположешяхъ. Въ самомъ дфлЪ, вынося 
за скобки: въ числителв с, а въ знаменатель 6, имфемъ 



но изъ усзовя с5’— 

Если бы 65’ —56'—0. имфли вслфдстве предположенй 5—0, 5'—=0, то нашли 

бы: #=0. у—<; эти рёшешя отвфчали бы ур—мъ, ибо, какъ 0. со есть сим- 

волъ неопредфленности, то равенства 

0-0. ©=с и 0+0.№=е 
суть тождества. 

375. Примтчаще. Раскрыце неопредфленности дроби, принимающей ви 

при частныхъ значешяхь нюсколькихь буквъ, въ нее входящихъ, можно дёлать, 

еще сафдующимь иремомъ. Если НЕ В’ ВЪ составъ которой входять коли- 

чества 2, у,г,. - . принимаеть виль 0 0 При 2—4, у, 2—0,.. - 10, позоживь 

®=а--й, У=Ь--Р #=е-+0й,. .. 

подставаяють эти величины въ числит. и знам. и, сокративъ дробь, полагаютъ 

й—0: тогда и получится истинное значеше дроби ПИРИ 2—4, у=,==е,..- 

Оно можеть быть или опредфленно или неопред®ленно, см. по тому, будеть ли 
независимо отъ р, 4,- . . или же, посл® всевозможныхъ упрощен, будеть еще 
содержаль одно или НЪСКолько изъ этихъ количествъ, располагая которыми про- 
извольно, можно дать дроби какую угодно величину. 

'Такъ, мы видимъ, что при а=0, а’—=0 и %’—5с’—=0, дроби 

сл. = льйствительно неопредфаененъ, потому ет выбирая извфстнымъ образомъ 
ри 4, можно ему давать произвольныя значения. 

Для у находим 

— 5% — } Ораивь ва А, а потоиъ положивь 0: 

И) = — ышичиву поз опредфаенную. 
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376. Сдьланное изсльдоване можно резюмировать такъ: система двугь 
уравнений первой степени съ двумя неизьъстными имтеть одно ръшеше конечное. 
или ‚ если изь треть биномовъ 

а’ — а’, 6'—4е', ас’ — ва’ 

обращается въ нуль не болюе одною; ръшевще неопредъленно, если’ два изъ нить 
дтълаются нулями, за исключешемь случал, кода: с=0, с'—0. 

Приводимъ нЪеколько задачь съ полнымъ изслфловашемь: 

Первый примфръ изелфдован!я. 

377. Дева курьера тдуть равномьрно и въ одну сторону, оть В” кь В, по 
‘прямой ту, со скоростями и и ®’; мы ‚моментъ одинь нажодится 65 А, 
Оруюй в» А’, въ разстоящять ОА—а и ОА’—4’ оть точки 0. Спрашивается: 
8% какомь разстояни отъ точки 0 и черезь сколько часовъ оть даннао момента 
произойдеть встръча? 

2 
> 159 В - 

Черт. 31. 

Пусть встрёча произойдеть въ будущемъ, т.-е. вправо оть А’ на, разстояни 
оть 0, равномъ ОК=2, и черезъ { часовъ оть даннаго момента. Уравненя за- 
дачи будуть слфдующя: ОК=ОА--АВ, ОК=ОА'-+ А’ иди 

—=а--ы 

ЕН 
Если допустить, что встрёча имфеть мфсто между О и А, въ нвкоторой 

точк% В’, т.-6. вправо отъ О, но до того момента, когда курьеры профзжаютъ— 
одинъ черезъ Л, ору черезъ А’, то уравнешя, при сохраненш прежнихъ обо- 
значенй, будутъ: „—ОА-— В'А, ОВ/—0ОА'—В’А’, или 

=2—4а—и 
2—а— } © 

Такъ какъ эта система отличается оть первой знакомъ при #, то заключаемь 
обратно, что если система (1) дастъ положительное рёшене для 2 и отрицатель- 

° ное для @, это служить признакомъ того, что встрфча имфла мфсто вправо отъ 0, 
но раньше даннаго момента, и что время, протекшее оть встрфчи до этого мо- 
мента равно абсолютной величин отрицательнаго р-шеня. 

Наконець положимъ, что встрёча имфла, мото въ точкВ В”, вафво оть точки 0; 
авнешя, при сохранеши прежнихъ обозначен, будуть: В”О=В/А— ОА, 
"О=В”А’— ОА, или х=— 4, г=51—4’, пли 

Эта система, выводится изъ (1) перемфною хи { на —х и —& Сафдова- 
‘тельно, обратно, если система (1) даеть отрицательныя значешя для зи &, это 
будетъ признакомъ того, что встрфча имфла мфсто влЪво отъ О, въ разстоянит, 
равномъ абсолютной величин <, и что время, протекшее оть момента встрфчи, 
равно абсолютной величин +. 
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_ 378. Изсаълованте, Послф этого предварительнаго изслёдованя р&- 
шаемъ систему (1): 

4’ : а’—а 
и" "= Поти’. 

й 

Дфлаемъ всевозможныя предположешя относительно общаго знаменателя; эти 
предположешя суть: 

9>9, 9=и, э<у. 

При этомъ, такъ какъ числители могуть получаль каюя угодно величины, 
'разложимь каждый изъ предыдущихь случаевъ на три друме случая: 

4>а, а=а, а<а. 

Отсюда уже вытекають опрэдфленныя предположеня относительно другого 
числителя: 94’ —9'4. 

Въ самомъ двлв, если: при ©>>0’ возьмемь 4’>4, то отсюда необходимо 
вытекаетъ, что 2а’>9'4, но не можеть быть: ни 24’ =е'а, ни 4'<®'4. Но если 
при 9> 0" взять 4’<4, то другой чиелитель даетъ три возможныя предположешя 

в4’>'а, эф—5'а, в’ < а. 

Поступая такимъ образомъ, получаемъ слфдующую таблицу всевозможныхь 
комбинации, въ числВ тринадцали: 

а>а за’> 4’ 

>" @“=а > 4 
еда 

| г<а } ое" 
гф< а 

а>а за’>а’ 
0='. а=4 ва’ —4ь' 

а<а са’ а» 

а’>ах 

а>а 4’ 
за 

<иа=а ‘ га’ <ах 

а<а а’ < 4» 

Изслфлуемъ поочередно каждый изъ этихъ случаевъ. 

Первый случай. о>5', а’>а, за’>а4х'. 

Формулы для неизвфстныхь дають конечныя, опредфленныя и ноложительныя 
значеня для # и &, означаюцщия, что встрфча, будеть имфть место въ будущемъ 
(считая оть даннаго момента) и, слёд., вправо оть точки О и оть А’. 

Этотъ результать можно было предвидфть: въ самомъ дфль, такъ какъ >’, 
т.е. хогоняющий курьеръ Фдеть скорфе передняго, слёд. долженъ необходимо 
встрфтиться съ нимъ вправо оть А’. 

Второй случай. г>®', 4—4, ва’> 4’. 
Формулы дають 

#=4; #=0. 
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Это значить, что встрфча имбеть м$сто въ данный моменть, что совершенно 
очевидно. Въ самомъ дфлф, при 4=4' оба курьера въ разсматриваемый моменть 
находятся въ одной точкв (напр. А), а какъ о>>%,, т.-е. скорости ихъ неравны, 
то они только въ этоть моментъ и будуть вмфстф, а затёмъ одинъ будетъ посто- 
янно впереди другого. 

Трей случай. э>о’, а'<а, 4 > 45. 
Формулы дають: 

2>0, #0. 

Положительное значене 2 показываеть, что встрфча имфеть мЪето вправо 
отъ 0; ‘отрицательное + означаетъ, что она, произошла, ньше того момента, когда 

одинъ курьеръ профзжаеть черезъ А, другой черезъ А’, въ нЪФкоторой точк® В’ 
(подставивъ въ систему (1) вмёсто {.. .—&, находимъ систему (2), относящуюся 
къ точкё В’). 

Это можно видфть изъ условйЙ, при помощи чертежа: 

Черт. 32. 

Такъ какъ 4'<< 4, то курьеръ, Блущй со скоростью %’, находится въ данный 
моментъ ближе другого къ точкв 0; и>%’, сл. курьеръ, Фдуший со скоростью и, 
долженъ быль встрфтить другого раньше даннаго момента, т.-о. влфво оть 
точки А’; залфмъ, неравенство 04’>'4 даетъ 

а_а 
75° 

а это значить, что курьеръ (5’) Фдеть 4’ верстъ большее время, чёмъ курьеръ (5) 
профзжаеть @ верстъ; значить послёдн! профхаль черезъ точку О п перваго, 
и какъ въ данный моментъ онъ обогналь перваго, то и долженъ быль вотрётить 
‘его вправо оть точки 0. 

Четвертый случай. ®>о’, а’ <а, га’ —а»'. 
Формулы даютъ: 2=0, #<0. 
Эти рьшешя означають, что встрфча имфла, мфото въ точкВ О раньше раз- 

смалриваемаго момента. И въ самомъ дл, равенство 94’—4%’ даетъ, 

ава в —8, 
и 

т.-е. времена, употребленныя на прохождене разстояй ОА’ и ОА, равны 
(предыд. черт.), слфд. оба, курьера прошли черезъ точку О въ одинъ и тоть же 
моменть. 

Пятый случай. ь>о, “< а, ва’ ау 
Формулы дають: 2<0, #<0. 
Рьшеня эти означаютъ, что имЪфла мвсто раньше дачнаго момента 

и вльво оть точки 0 (см. систему (3) уравненй). 
Въ самомъ дфаф, такъ какъ курьеръ, находящийся впереди, въ А, (4>4') 

двигается съ большею скоростью. (2>9),— то встрьча уже имфла, мфсто. Затёмь, 

изъ неравенства е4’< 45’ имфемъ: < а это значить, что курьеръ, Фдупий 

скорфе, прошелъ черезъ точку О. раньше другого, сад. встрёча, его съ другимь, 
уже была влЪфво отъ точки 0. 
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Шестой случай. =’, а’>а, ва’> ах. 
Формулы даютъ: г=оо, =. 

Эти рёшеня служалъ признакомъ дЪйствительной невозможности. Въ самомъ 
два, въ данный моменть курьеры находятся въ различныхъ точкахъ, скорости 
же ихъ движеня равны, слЪд. разстояше между ними всегда будеть одинаково, 
и потому они не могуть встрЪтиться. 

Седьмой случай, оо, Фа, ва’ 04. 
Формулы дають: =’ 15: 

неопредфленность дфйствительная; въ чемъ не трудно убфдиться и изъ самыхъ 
условй. Въ самомъ дя, въ данный моменть курьеры находятся вмбств (4=4’), 
дуть они съ одинаковою скоростью (#—%'), слфд. постоянно они будуть нахо- 
диться вст. 

Восьмой случай. „, 4’<а, ва’ < а». 
Формулы дають: 2=00, #—50, что объясняется такимъ же точно образомъ, 

какъ и въ случаЪ шестомъ. 

‚Девятый случай. <’, > а, в > 4. 
Формулы даютъ: 2< 0, #<0. 

Рьшеня эти означають, что встрча, уже имфла, место ваЪво оть 0 (черт, 33), 

ИОН ебал" 
Черт, 33. 

Въ этомъ убфждлемся разсуждешями, аналогичными приведеннымъ въ пя- 
томъ случа. 

Десятый случай. г<и’, @>4, в’ —4ь.. 
Форжулы даютъ: х—0, {< 0. 
Это значить, что вотрча, имбла, место въ точкв 0; въ чемъ убъждаемся та- 

кимъ же образомъ, какъ и въ четвертомь случа. 

Одиннадцатый случай. в< в’, а’>а, за’ 4. 

Формулы даютъ: 2>0, #= 0. 
ее имфла мфсто вправо оть точки О, по раныше настоящаго мо- 

мента. Объяснеше то же самое, что для третьяго случая. 

Двьнадцатый случай. в< и’, а/—а, ва’ < аш. 
Формулы дають: =4=4'; #—=0. 
Вотрёча имфла мфсто въ настоящй моменть. Какъ и во второмъ случа%. 

Тринадцатый случай. <, 4<а, ва’ а». 
Формулы дать величины конечныя, опредфленныя и положительныя; слёд. 

встрфча имфеть мВсто въ будущемь. Какъ въ первомъ случа. 

379. Примъчаше. Уравнешя 

#—ёа+и 

вай &) 

‘были выведены въ томъ предположени, что оба, курьера, Фдуть въ одну сторону, 
именно въ направлеши отъ 2 къ у. Легко видЪть, что эти же уравненя могуть 
служить и для другихъ задачь, аналогичныхь первой, если только условиться 
поль © и ®' разумёть отрицательныя количества, если направленю движешя бу- 
деть оть у къ 2, & подъ 4 и 4’ отрицательныя числа, если линш ОА и ОА’ бу- 
дуть находиться вафво оть 0. 

24 
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Такъ папр., если ‘курьеры Фдуть по направленно оть у къ, и при соста- 
вленши уравнешй мы допустимь, что точка встрчи № лежить вправо оть О, то. 
‘уравнешя будуть 

Очевидно, что ту же задачу можно выразить и уравнешями (А), если только. 
подъ буквами о и о’ въ системф (А) разумфть отрицалельныя числа. 

ых () В 1 А у 

—<‹ 

Черт. 34. 

сли бы курьеръ, выфзжающи изъ Л, Ъхаль въ направлеши ау, & выЪз- 
жающи изъ А’—въ направлени ут, мы имфли бы систему 

2—а-и сани 
Вместо нея мы могли бы взять также систему (А), разумвя въ ней подъ ®’— 

количество отрицательное. 

"Точки А и А’, въ которыхъ находились курьеры въ настоящий моментъ, по- 
мЪщались вправо оть точки О; задача будеть еще общфе, если дать этимь точ- 
камъ каюя угодно положешя на лиши 2, считая 4 и 4’ положительными, когда, 
эти точки расположены вправо оть О, и отрицательными, если точки А и А’ 
находятся влЪво оть О. 

Такимъ образомь, разумья подъ 4 и 4’ абсолютныя количества, для чертежа 
(35) найдемь уравненя 

г в 

А для чертежа (36) уравневя 

А А 0 В 
= > -— + 

Черт. 36. 

#—=—9+1й 
Ви 

Очевидно, что система (А) можеть замфнить собою каждую изъ системъ, ©) 
и (Е), если только въ первомъ случаф будемъ разумфть въ систем (А) подъ 
число отрицательное, а во второмъ—условимея подъ фи 4' разумфть отрицатель- 
ныя числа. 

Итакъ, уравневя 
я #=а+и 

&=@' и, 
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имыщя ршеваии: 
о — 4 у пе, 
мы #"—5 

служалъ выражешемъ слфдующей совершенно общей задачи: 

Два курьера Фдуть равномфрно но прямой со скоростями, равными, по вели- 
чин и по знаку, количествамь ии; въ настоящй моментъ они находятся оть 
точки О, лежащей на этой прямой, въ разстояшяхъ, изображаемыхъ, по вели- 
чинВ и по знаку, буквами 4 и а”. Найти разстояне точки 0 до точки вотрЬчи, 
и время встрЪчи. 

При этомъ, разстояшя считаются положительными — вправо оть О, отрица- 
_ тельными — вяЪво оть О; скорости — положительными въ направлени ау, отри- 
‹цалельными въ направлеши ух; времена — положительными, когда они слфдують 
за даннымъ моментомъ, отрицательными — когда предшествують этому моменту. 

Числовой примтрь. Два курьера, ло равномфрно по прямой, находятся 
въ настоящий моменть: одинъ въ точк6 А, отстоящей оть О влЪво на 20 верстъ, 
другой въ А’—въ разстояни, равномъ 35 верстамъ, вправо оть О. Они движутся 
навстрфчу другь другу, первый со скоростью 4, & второй 6 версть въ часъ. 
`Опредфлить разстояше точки встрфчи оть О и время встрёчи, 

Для рышевя задачи нужно только въ формулы 

‘ 4’ — 4%’ 

ы< э—’ 

. подставить: выфсто 4 число — 20, вмфсто 4’ число -+ 35; затмъ: --4 вмЪото © 
и — бвыфсто ©’. Найдемъ: 

у > =—? вер.; {—4 час. 30 мин. 

ы Сафл. точка встрфчи ваходится вправо отъ О на 2 версты, & время встрёчи 
$ зереть 4 час. 30 оть вастоящаго момента. 
$ 

Второй примфръ изслфдованя. 

у 380. Из двугь сплавовъ серебра, пробы которыжь равны соотвютетвенно 
‚а м 6, составить р фунтовь новаю сплава пробы с. олько фунтовь нужно 
«зять оть каждало сплава? 

° Пусть оть перваго силава, нужно взять =, оть втораго у фунтовъ. По усло- 
вю, имфемъ уравнене 

шнур... (1). 

* Въ одномъ фунт перваго сплава, находится @ золотниковъ чистаго серебра, 
- сяфд. въ 2 фунтахъь его будеть а зол.; въ у фунтахъ второго сплава бу зол.; 

сльд. въ 2-- у наи въ р фунтахъ новаго сплава содержится ах-Н бу зол., а въ 

. ‘одномъ фунтб р зол. чистаго серебра. что равно с; поэтому второе ур. 

будеть 
м ах фу=ер. . . (2). 

Рышивъ уравненя (1) и (2), найдемь 

ве б.р. . а—ь ав 

р ИзсяедовлантеЕ. По свойству вопроса, 2 и у не могуть быть ни безконеч- 
‹ зыжи, ви отрицательными, поэтому рёшен!я такого рода, будуть служить призна- 

=ожь абсолютной невозможности задачи при твхъ условяхъ, которыя ведуть къ 
24е 
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рЬшешямъ этого рода. Въ этомь и заключается особенность разсматриваемой 
задачи; изъ вебхъ значенй х и у, каюя допускають найденныя формулы для 
этихъ количествъ, слёдуеть удерживаль только значешя конечныя, опредфленныя 
и положительныя. 

Относительно общаго знаменателя возможны 3 предположешя: 

а>6, а=8, а<6. 

Каждое изъ этихь предположен! соединяемъ со всевозможными предположе- 
ями касательно одного изъ числителей, напр., перваго: 

ОНО, с < 

Относительно второго числителя нужно дфлать так\я предположеня, которыя 
были бы совмвстны съ прежде взятыми. Такъ, если возьмемъ предположеше 
а>Ь ис >>Ь, то его можно сочетать съ каждымъ изъ трехъ возможныхь пред- 
положен относительно другого числителя: а > с, с, а«.с. Но если взять 
комбинащю &=—6 и св, т0 ее можно соединить только съ предположенемь 
а<.е, такъ какъ с, будучи больше 6, не можеть быть ни равно, пи меньше ко- 
личества а, равнаго 5. Такимъ путемъ мы получаемь слфдующую таблицу изслй- 
довашя: 

а>с 
е> За=е 

а> а<е 

= @а>с 
с<ь а>с 

> а<е 

@=04 = а=6 
< а>е 

{6>5 а<е 
в=5 а<в 

эх [а> 
< за=е 

«< 

Первый случай. а>0, >, а> в. 
Формулы дають для 2 и у рЬшеня конечныя, опредфленныя и положитель- 

ныя; слЬд. задача возможна. Это слфдуеть и изъ условй: въ самомъ дл, проба, 
с искомаго сплава, по ть больше низшей пробы 6, но меньше высшей 
пробы а; очевидно, такой сплавъ всегда можно составить. 

Второй случай. а >, >60, а= с. 
Формулы дають: 2=р, у=0. 
Это значить, что вс р фунтовъ должны быть взяты оть сплава пробы а, и 

ничего не нужно брать оть сплава пробы 6. Это очевидно а рмот, ибо проба © 
составляемаго сплава, должна, равняться, по условно, пробё а. 

Третёй случай. а > 6, >, а< с. 
Формулы дають: 2 > 0, ух 0. 
Заключаемъ, что задача невозможна. Это видно & риюоте въ, самомъ дфлЪ, у 

проба требуемаго сплава должна, быть больше не только низшей пробы 6, нони 
з а данныхь сплавовъ; очевидно, что сплавляя посдфдше, нельзя получить = 
пробы с. 

Четвертый случай. а >, е=Ъ, а > с. 



Формулы даютъ: 2 = 0, у=р. 

Это значить, что вев р фунтовъ должны быть взяты оть сплава пробы 5, 
что очевидно, ибо иск сплавъ и должень имфть пробу 6 (услоше е=65). 

Пятый случай. а > 0, е<Ъ, а>е. 
Формулы даютъ: г< 0, у>0. 
Отрицательное значене = указываеть на невозможность задачи. И въ самомъ 

дл, задача невозможна, потому что проба искомаго сплава, должна быть меньше 
не только а, но и низшей пробы 6 одного изъ данныхъ сплавовъ. 

Шестой случай. а=%, >в, а< с. 
Формулы даютъ: 2 = 50, у= с. 
Задача, невозможи: въ самомъ дфаф, составляющие сплавы — одинаковой 

_ пробы («—5), проба же требуемаго сплава с должна, быть больше пробы @==6, 
что невозможно. 

Седьмой случай. «= 

Формулы даютъ: х = = .. 

Это значить, что задача неопредфленна, въ томъ смысл, что можно взять, 
число фунтов, не превышающее р, отЪ одного изъ данныхь сплавовъ, & недо- 
стающую до р часть изъ другого. Результать этоть очевидень & рмом, по- 
тому что всф три сплава — одинаковой пробы. 

Восьмой случай. а=ь, съ, а>с. 
Формулы даютъ: 2 — <, у=<. 
Задача, невозможна, какъ и въ шестом случа%. 

Девятый случай. а < 5, с >, а< с. 
Формулы дають: г < 0, у> 0; отрицательное значеше 2 указываеть на не- 

возможность задачи, подобно пятому случаю. 

„Десятый случай. а < Ь, с =ь, а< с. 
Формулы дають: 2—0, у—р, какъ въ четвертомъ случаф. 

Одиннадцатый случай, а <Ъ, <, а>е. 
повы дають: *>0, у< 0; задача невозможна, какъ и въ третьемъ 
‚ал. $ 

„Деънадцатый случай. а <Ъ, въ, а=с. 
Формулы дають: =, у=0, какъ и во второмъ случа. 

_ Тринаднатый случай. аз, <, а<е. 
Формулы дають: для + и у величины конечныя, опредфденныя и положитель- 

выя. Задача, слфл., возможна, какъ въ первомъ случа. 

Трет!й примфръ изелфдован!я. 

381. В треуюльникь АВС, которало основаще равно Ъ, а высота й, впи- 
прамозлольникь даннало периметра Эр. 

Пражотгольникъ называется вписаннымь въ треугольник, когда двф его 
‘зерашины находятся на одной стороиф треугольника, а дв друмя вершины на, 

рутихь сторонахъ; таковъ прямоугольникь РЕЕб. Если же эти дв по- 
‘зершины находятся не на самыхъ сторонахъ, а на ихъ продолжешяхь, 

з называють внъ-виисаннимь; таковы прямоугольники О’Е/Е’С’ 
* 

_ Ваутреныйй вписанный прямоугольникъ. 

332. Пусть задача рышена и ОЕРС есть требуемый прямоугольникъ; озна- 
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чимъ сторону ОЕ буквою х, АВЕ буквою у, основаше АС буквою 6, 
высоту ВН треугольника буквою й. Во-первыхь имфемь ур—ше 

Е-Ру=р. .. (1) 

Въ подобныхъ треуголь- 
никахъ АВС и ВОЕ основа. 
я относятся какъ высоты, 
слфдовательно, 

ОЕ _ в 
АС ВН» 

или л 

= тя /:.@). 

Рушая ур—шя (1) и (2), 
находим 

Я —_ВАе ==’ 

р— 6 м э= ео. .. 0). 
\Е 

Черт. 37, Изследованте. Во- 
первыхъ замбтимъ, что ти 
у не могуть быть одно- 

временно отрицательными, потому что сумма ихъ, въ силу ур—н (1), равна 
положительному количеству р; но одно изъ этихъ количествъ можеть быть отри- 
пательнымъ; причемъ отрицательныя значеня 2 или у, въ данномъ случа, не 

могуть быть отбрасываемы, какъ невозможныя, но подлежаль истолковано сл- 
дующимъ образомъ. 

Если для у получается отрицательное рёшеше, и сад. для 2 положительное, 
то для истолковашя этого отрицательнаго ршен!я перемвнимъ въ уравнешяхь 
(1) и (2) уна — у; найдем: 

е—у=в, ТИ... (9). 

Первое изъ этихъ уравненй означаеть, что дается не сумма, сторонъ, ю- 
угольника, а разность между его основашемъ и высотой. Второе уравнеше от- 
вфчает» прямоугольнику О’Е’Е’С’, котораго основанше О’Е/ находится полъ осно- 
валМемь АС треугольника; въ самомъ дфль, назвавъ О’Ю’ буквою 2 и ЕТ’ бук- 
вою у, изъ подобя треугольниковъ О’ВЕ’ и АВС прямо находимъ ур—н (т). 
Впрочемъ, непосредственно видно, что высота, 1”Н этого прямоугольника имфеть, 
по отношению къ АС, положеше противоположное, высотв ТН перваго прямо- 
угольника. Итакъ, отрицательное значене для у соотвЪтетвуеть слёдующему 
видоизмфнению даннаго р построить внь-вписанный р ко- 
зтораю дв вершины и ись бы на продолженяхь сторонь ВА м ВС тре- 
зпольника подь ею основатемь, если извюстна разность м основашемь и вы- 
сотою прямоуюльника. 

Р»шене, соотвфтствующее этому новому условшо, будемъ называть рёше- 
Немъ отороло рода, называя рёшен!е въ точномь смысл даннаго вопроса, рф- 
шешемъ яервало ‘рода. 

Если отрицательное рфшеше получится для х, то для истолкованйя его пере- 
мфнимъ въ уравнешяхъ (1) и (2) & на —#; найдемъ: 
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Первое изъ этихь уравнешй означаеть, что дается разность между высотою 
и основашемъ искомаго прямоугольника. Второе ур—ше отвфчаеть прямоуголь- 
нику О’Е”Е”С/, котораго основаше Е”О” находится надъ вершиною В треуголь- 
ника; въ самомъ дфлЪ, сохранивъ прежшя обозначеня, изъ подоб\я треугольни- 
ковъ О”ВЕ” и АВС тотчасъ находимъ уравнене (п). Впрочемь, къ такому истол- 
кованйо отрицательнаго значешя 2 можно придти еще такимъ образомъ: проекти- 
руя сторону Е”О” на линно основашя тр ка посредствомъ прямой Е”е”, парал- 
лельной АВ, замфчаемъ, что зокъ Ае” имфетъ положеше отрицательныхъ 2-овъЪ 
(положительные 2-сы ОЕ и О”Е/, проектированные подобнымъ же образомъ на, АС, 
займуть положене вправо оть точки А). Итакъ, всяк разъ, когда будеть полу- 
чалься для 2 отрицательное значене, мы его будемъ истолковывать какъ рьшеше 
слвдующаго вопроса: яострошиь внт-вписанный прямоуюльникь, которало высота 
превышала бы основаше на, р, одеть вершины * н0 лежали бы на продолже- 
нвяль сторонь АВ и СВ за вершину треутольника. Назовемъ это рьшеше рЪше- 
емъ третьлю рода. 

Послв этого подготовительнаго изстьдовазя, составляемъ таблицу всевозмож- 
ныхъ случаевъ, каже могуть представить формулы 2 и у. Во-первыхъ, относи- 
тельно общаго знаменателя этихъ формуль можно сдфлаль три предположеня: 
№ >, №< 6, #—Ь. Каждое изъ этихъ предположенй можно комбинировать съ 
каждымь изъ трехъ предположенй относительно числителя формулы 2: 

Ва №=р, йЗЬ. 

Такимъ образомъ составится 9 комбинащй. Относительно второго чиелителя. 
придется дфлать тая предположешя, которыя не находились бы въ противор- 
чи съ вышеуказанными. Такъ, взявъ # >рий`>р, можемъ это предположен!о 
комбинировать съ каждымь изъ слёдующихъ трехъ: р >в, р=0, р < 6; & взявъ 
комбинацию й—6, й=р, можемъ относительно второго чиелителя положить 
Не ф =. Поступая такимъ образомъ, имфемъ слфдующую таблицу изелдо- 
заня: 

р>ь 

Вр РЕ 
ь>ь р<ь 

Ир, р>Ь 
Ар ‚ р>5. 

Пр, р<Ь 

Пр, р<ь 
и<ь > Аср | 

2<6. 

Вр, в=ь 
1<р , в>6. 

Первый случай. ® >, й>р>6. 
Въ этомъ случа: #—6> 0, й—р>0нр—6>0; а сад. 

фр, рхЬ ль | 

> 0ну> 0. 

Но чтобы эти алгебраическия положительныя ршешя дали внутреннйй впи- 
санвый прямоугольникъ, надо еще, Е было 2 яв у <. Въ данномъ случа® 

такъ и есть, ибо каждая изъ дробей 8 и 1 меньше 1. 

Такимъ образомъ, при данныхъ условяхъ имфемъ рюшеше первало рода. 

Второй случай. й> 6, Пр, в=. 
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ЗдЬсь имфемъ: й—6 > 0, #—р>0, р-Ь=0; слфл. 

2 у—0; 

т.е. прямоугольникъ сливается съ лишей ЛС, обращается въ прямую 

Третёй случай. № > 6, П>р<Ь. 
Въ этомъ случа: й—и>0, й—р>0, р—Ь < 0; сад. 

#>0(и >). у 0; 

это рЬшене, какъ уже знаемъ, даеть прямоугольникъ второю рода. 

Четвертый случай. р—=й >. 
Здьсь имбемъ: #—6>0, й—р=0, р—6 > 0; сайд. 

во; у=А, 

и прямоугольникъ обращается въ прямую ВН. 

Пятый случай. р >10 > 5. 
Это услоше даетъ: 4 —р< 0, #й—6>0, р—6>0; а потому 

250, у>0 (и > А, ибо дробь 205 1). 

Получаемь рёшене третьлло рода, т.-е. прямоугольникь О”Е”Е”С/, въ ко- 
торомъ разность между линиями ЕЕ” и Е”О” равна р. 

Шестой случай. ро й=ь. 
Въ такомъ случа: #—6< 0, А—р>0, р—Ь<С 0; а потому 

< 0, у>0 (и больше й). 

Имбемъ, какъ и въ пятомъ случаф, рьшеве иретьязо рода. 

Седьмой случай. р=й <. 
Въ этомъ случай: —Ь< 0, А—р—=0, р—Ь< 0; сад. 

2—0, у—й; 

прямоугольникъ сливается съ высотою треугольника. 

„Восьмой случай. р >> 1. 
Въ этомъ случаЪ: АВ < 0, й—р< 0, р—Ь>0. 

т>0 (и больше 5), у< 0: 

получаемъ рёшеше второто рода, какъ въ третьемъ случаф. 

Девятый случай. й < р=Ъ. . 

Здбсь имфемъ: #6 < 0, #—р<0, р —0; а потому 

#=6, у=0: 

Прямоугольникъ сливается съ основашемъ треугольника. 

Десятый случай. ® <р<Ъ. 
Въ этомъ случа: #—6<0, А—р<0, р 0; а потому 

=>0ну>>0, при чемь “<, зу< й: 

имфемъ рьшеше нереало рода, какъ въ первомъ случа. 
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'Одиннадцатий случай. р <=}. Находимъ: 

#=00, у=со. 

Эти рышен!я означають невозможность задачи. Въ самомъ дфлф, положивъ 
въ уравнени (2) 6—1, имфемъ: 2—=й— у, откуда г-- у=й, т.-е. когда въ тре- 
угольникв основаше равно высотБ, полупериметрь вписан. нрях—ка долженъ 
равняться высоть; елВд. какъ скоро р не равно /, задача, невозможна. 

Двенадцатый случай. № —5 — р. Въ этомъ случа: 

ВВ -р-р—Ь=0, саб. 

ео о =5’ 

Эта, неопродфленность д®йствительная; въ самомъ дфлф, тотчасъ мы видфли, 
\ полупериметръ всякаго виисаннаго прямоугольника должень ра- 
слфд. если будеть дано, какъ и есть въ данпомъь случа, р—й, всяк 

вписанный и будеть требуемый, и задача имфеть безчисленное 
множество рёшен!й, 

Тринадцатый случай. р >п-—Ъ. Въ этомъ случа 

#— 5%, уф: 

задача, невозможна, какъ въ одиннадцатомъ. случа. 

Примпчаще Г. Изслдован!е показало намъ, что рищеше перваю рода полу- 
чается въ томь случаф, когда полупериметрь искомаго прямоугольника заклю- 
чается между основаемь и высотою треугольника, т.-е. при й >65 если имфемъ: 
й -р_Ь (первый случай), а при л< 6, если дано, что А < р-о® (десятый случай). 

и условя можно найти и геометрически. Проведя ОК параллельно ВС, найдем, 
= ОЕ, и сад. ^ 

р—=ОЕ--9б=Ск-+об. 

Но волфдетве подобя треугольниковъ АВС и АБК, необходимо имфемъ 

при # > и Об > АК, а потому р > СК--АК или р> в; 
а при Би 00 < АК, а потому р< СК-НАК или р< 6. 

Съ другой стороны 
2—6 ВЕ=НТ--ОЕ. 

Но изъ подобя треугольниковъ ВОЕ и ВАС необходимо имфемтъ 

при # >В и В! > ПЕ, а слёд. р НИ-НВ или р; 

а при #<ф и В1< БЕ, а слёд. р> НГ-НВГ или р>й. 

'Итажъ, для того чтобы рёшеше перваго рода имфло мЪсто, необходимо и 
досталочно, чтобы полупериметръ прямоугольника заключался между основанемь, 
и высотою даннаго треугольника. 

Примпчаше ТТ. Когда р мало отличается оть й, получается прямоугольникъ 
весьма растянутый въ направлен!и высоты ВН; налротивъ того, если р близко, 
къ 6, прямоугольникъ получается сплюснутый; а измфняя непрерывно р между 
этими предфлами, получимъ вс промежуточныя формы: сл®д. можеть получиться, 
между прочимъ, и квадрать; и для этого необходимо, чтобы было 

2—у, илн 6 —р)=1(р—5), откуда 

— 2%. 
= 
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Въ такомъ случа, имя въ виду уравнеше 2+ и==р, получимь 

ЗЫ. 
9 --В 

ПостроЕНТЕ. Легко построить найденныя а для ти у; построимъ, 

напр., у въ случа: й<р<Ь. Изъ формумы =) имемъ пропорцио: 

(&—*):(6—р)=:у; такимъ образомъ, 
слфдуеть построить четвертую пропор- 
цюнальную къ тремь лишямъ: 6—й, 
Ь—р и №. Нанеся на АС отрЬзки 
АМ=И, АЬ=р, имфемъ 

Ь-№=СМ, 6—р=СЬ. 

Изъ точки С возставаяемъ перпенди- 
куляръ СХ къ АС, равный №, соеди- 
няемъ М съ № и проводимь ГО параял- 
лельно ММ; легко видфть, что Об=и. 
Проведя изъ О линию ОР параллельно дб; 
получимъ верхнее основаше ОЕ прямо- 
ты а опустивъ перпендикуляры 
Е и ЕС, и самый прямоугольникъ. 

Внф-вписанный прямоугольникъ. 

383. 1. Когда вершины О и Е прямоугольника находятся подъ основашемь 
треугольника, имфемъ прямоугольникь О’Е/№С/. Пусть требуется построить такой 
прямоугольникь по данному рН 2р. Называя сторону О’Е’ буквою 2 и 
Е’ буквою у, имфемъ уравнешя: 

=-+у=р, АЯ .. (4) 
откуда, 

й 2 
==. У=й ЗЕ 

Изсавдовлнте. Такъ какъ знаменатель въ этихъ формулахъ не можеть 
быть нудемъ, то 2 и у не могуть быть ни безконечными, ни неопредфаенными; 
кромВ того, 2 всегда положителенъ, а у можеть быть или положительнымъ, или 
отрицательнымъ, или нулемъ, что зависить оть знака разности р—6. Итакъ: 

1. р>. Въ этомъ случаб: #>0 и у>0; и кромв того, такъ какъ дробь 

> 1, то #2>5. Итакъ, въ данномъ случа% существуетъ вн-вписанный прямо- 

угольникъ съ даннымъ периметромъ р, имфющий такое положене какъ О’Е/Е’С’. 
2. р=. Въ этомъ случаЪ: х=0, у=0, и разсматриваемый прямоугольник 

сливается съ основашемъ треугольника. 

3. р<Ь. Въ этомъ случав 2>0, но <В; у<0. 
Вставляя въ уравнен (4) —у вмЪсто у, получаемъ 

Легко видфть, что эти уравнен:я соотвфтствують вписанному прямоугольнику 
ОЕЕС, въ которомъ разность между основашемъ и высотой равна р. 

Примъчаще. Чтобы въ разсматриваемомъ случаф прямоугольникъ быль ква- 
О НА, чтобы было =, наи (р-+й)=йр—65), откуда 

2 2 
РЕ}, и ©. =у= 



ва Я 

Такъ какъ р— величина положительная, то № не можеть быть <; такимъ 
‘образомъ нельзя получить внф-виисаннаго квадрата подъ основашемъ треуголь- 
ника, если 6>>/. 

Постровнге. Сдфлаемъ построеше для случая р>5. Изъ пропорщи 

(6-®):(р—В=:у 

видно, что построеше у сводится къ нахождению четвертой оон къ 
тремъ даннымь лишямъ 6-й, р—6 и 1; для чего беремъ В [= р, 

0 

и СМ=0-й и СЬ=р—. 

Соединяемъ М съ М и изъ Г проводимъ линйю 10, параллельную ММ: точка’ 

Черт, 38. 

О опредфляеть сторону О’Е’ искомаго прямоугольника, а вмотВ съ тёмъ и самый 
прямоугольник. 

384. п. Когда ве] т рикны вн\-вписаннаго прямоугольника находятся на, про- 
долженшяхъ сторонъ ВА и ВС за вершину В, имфемъ прямоугольникъ О’Е”Е”С”, 
‘для опредфлешя котораго послужатъ уравненя 

х_у—й Фу, = —,. .. 5) 

въ которыхъ 2 означаеть основаше, & у— высоту новаго прямоугольника. Изъ 
нихъ имфемъ: ъ 

к р-р. 
я У: 

Изоледовлнте, 1. р>й; въ этомъ в 2>0, у>0и >4. Это р- 
ть прямоугольникъ съ периметромъ 2р, имфющий такое положеше какъ 

2. р. ь этомъ случа: 2—0, у-=й, и разсматриваемый прямоугольникъ 
ое съ высотою треугольника. 
ем въ этомъ случа: 2<0, у>0, но <1. Подставивъ въ ур-шя (5) 

— я вм 2, получим 

у—т=р, ре 

легко видфть, что эти уравнешя соотвфтствують вписанному прямоуголы 
Ни въ которомъ разность между высотою и основашемь равна давно 

динм р. - 

Примьмаше. Чтобы прямоугольникъь былъ квадраломъ, надо, чтобы было. 
ту, т.е. Е (6-5), откуда К 

т АА 
р АИ 
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нельзя, слфд., получить вн - вписаннаго квадрала въ разсмалриваемь случа, 
‘если будеть 6 й. 

Построкнте. Для построешя у беремъ на продолжеши основашя АС ли- 
ни АМД, АБ=р; тогда 

СМ=6--й, СЬ—Ф-Но. 

Соединивъ М съ №, проводимъ О, параллельно ММ; затВмъ изъ точки О — 

Черт, 39. 

параллель къ лини АС, которая и дасть вершины О” и Е” искомаго прямо- 
угольника. 

385. Заключени. Обозрьвая изсльдоваше, не трудно усмотрьть, что никогда 
вов три рода прямоугольниковъ, имвющихъ данный периметръ 2р, не появляются 
совмфетно на одномь и томъ же чертежф, т.-е. въ одномъ и томъ же треуголь- 
ник, но являются попарно; а именно: 

ы Если р меньше меньшато изъ количествь $ и й, задача не иметь р%- 
шеня. 

2) Если р заключается между ® и й, то внутренний прямоугольникъ является 
совмфотно съ однимъ изь внфишнихь, а именно: съ Г при < 4, и со И при 

3) Если р больше большаго изъ количеств © и й, то внутренний прямоуголь- 
цикъ невозможенъ, но являются совмёстио два, вифшнихъ. 

Четвертый примфръ изелёдованИя. 

386. Даны два’ прямотольника: 
АВС и ЕКОН, имъющие мамъре- 
ия: первый 6 и 1, при чемь 6 >, 
второй т и п, причемь т > п. 
Вписать в. вый ‘изъ нить прямо- 
зпольникь РОЧВЗ подобный второму. 

Вершины Р, 9, В и $ искомаго 
прямоугольника могуть лежать или 
на самыхь сторонахъ  прямоуголь- 
ника АВСО, или на ихъ продолже- 

9" н!яхъ: въ первомъ случа получается 
|) внутренне-вписанныйпрямоугольникъ, 
/ во второмъ внъ-вписанный. 

387. 1. построешя прямо- 
угольника РОН$ достаточно знать 
азстоящя: АР=х, м точекъ 

и $ оть вершины А. Такъ какъ 
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уголь ЗР@) прямой, то углы АРЗ и ВРФ дополнительны и тр—ки АЭР и’ ВРФ) 
подобны, а потому сходетвенныя ихъ стороны пропорщюнальны: 

АР_А3 5$ ь 
во ВР Рб’ > 

Приравнивая каждое изъ двухъ первых 
отношешй третьему, находимь два уравнешя 5 
съ двумя ноизвфетными: 5% 

те-ту=тй. ..(1) | 

па--ту=тб. . . (2) АР ' В 

—_ (6 — ий), Черт. 41 
т —т ' 

слвдовалельно 

Бра о ре 
т 

или, положивъ в=* 

__ 0—6 т —п). — и— 
НТ 6-9 рер АЯ я ,, 

Изсаъдование. Если данные о не квадраты, то достаточно 
ограничиться разсмотрёнемъ предположенй; 6>й и т>яп, такъь что изолЪдо- 
ванйюо подлежатъ случаи: 

ь 
*> в 

ъ ь>:] = 

[55 
<, при >В 

&—1 ъ 
р при 6=/ 

Первый случай. в=т>2. Изъ этого неравенства находимь, что 6. 

ЗатВмь, замчаемъ, что А, будучи больше ь больше и дроби Н которая < 

№ сявдовалельно и *_>й. Заключаемь, что 2>0, у/>0, —=>0, А—у>0; 
изъ послфднихъ двухъ неравенствъ слфдуеть, что 2<6 и ух. Такимъ обра- 
зомъ, вершины искомаго прямоугольника, находятся на, самыхь сторонахъ прямо- 
‘угольника АВСО, т.-е. РОВ$ представляеть дфйствительно внутреннйй вписанный 
прямоугольникъ. 

Услове > показываеть, что вс виисанные прямоугольники имфють 

форму болфе удлиненную, нежели прямоугольникъ АВС. 

Второй случай. ВЕТЕР. Это услоше даеть: ЕА=6, слёд, 

%—0, у=й; 
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это значить, что верщины Ри В совпадають—первая съ А, вторая съ С; а вер- 
м и Ч — первая съ О, вторая съ В, а потому прямоугольникь РОВ$ съ 

Третёё случай. "<. Изъ этого слбдуеть, что КА, а потому #<0 

и #—у<О или у>й; такимъ образомъ: 2 отрицателенъ, а у положителенъ и 
больше й. Эти результаты означаютъ, что вершина Р должна находиться влфво 
оть точки А на продолжеши стороны ВА, а вершина К, — вправо оть точки О) 
на продолженйи стороны ОС; вершина 5— вверхъ оть С на продолжени АС, & 
вершина, () — внизъ оть В на продолжени ОВ; т.-е. получается прямоугольникъ 
Р’9’В/5', обнимающ АВС. 

Если составить уравнешя для этой новой задачи, положивь А’ и 
А'5'—у, найдемъ: 

` ТА 
#+Ь т 

и эти уравнешя мы получаемь прямо изъ урн предшествующихь перемною 
& на —. Итакъ, первоначальныя уравнешя всегда, дають отвЪть на, предложен- 

ную задачу: этимъ отвфтомъ служить внутренне- 
, Й виисанный прямоугольникь РОВУ, если ЕКОН 

5 5 болфе удлинень чёмь АВОО, и выф-вписачный 
прямоугольникь Р’©’В/5’ (черт. 42), если ЕЕСН 
менфе удлиненъ нежели АВС. 

__, Слёдуеть замфтить, что взяв ОР’—АР и 
05'=А5 (черт. 41), получимь второй прямоуголь- 
никъ Р’9/У, удовлетворяющий усломямь во- 
проса, но какъ онъ равень РФНУ, то мы и не 
будемь очиталь его новымъ рфшешемъ. То же 
замвчаню относится къ внф-виисанному прямо- 
угольнику Р”()”В”5", равному Р’4/’В/5' (черт. 42)" 

Четвертый случай. к=1 и > 1. Находимъ; 

#=—, у=®. 

Условю —1 означаеть, что прямоугольникь ЕЕОН есть квадралъ; а полученное 
рёшеше, въ которомъ 2<0, означаетъ, что для даннаго прямоугольника никогда, 
но можеть быть полученъ вн®-внисанный квадрать, но что внф-вписанный прямо- 
‘угольникъ, какъ Р’)’К/5', твмь болфе приближается къ форм квадрата, чфмъ, 
больше становятся ого размфры. ы 

Пятый случай. Если К—1 и 6—1, т.-е. данные прямоугольники АВС и 
ЕЕСН— квадраты, формулы дають: 

0. ИН #=р = 

эти рёшешя означають дЪйствительную неопредъленность, потому что въ ква- 
драть можно виисать безчиеленное множество квадратовъ; въ самомъ дть, 
легко доказать, что если нанести на каждой сторо квадрата, начиная отъ 

каждой вершины, одну и ту же произвольную длину, получимь вершины новаго 
квадрата. 

Примъчаше. Здфсь умфстно сдфлаль слфдующее замфчан!е. Когда, какъ въ 
данномъ случа, неопредфленность получается оть нЪсколькихъ предположенй 
относительно частныхъ значенй буквъ, нужно всВ эти предположеня вводить 
заразъ: иначе могла бы ускользнуть изъ виду дЪйствительная неопредфленность. 
Такъ, положивъ въ формулахь и у заразъ Х—1 и 6—й, тотчаеъ обнаружимь 
неопредфленность; и если бы мы захотьли найти истинное значеше 2 и У, поло- 
жЖивъ 

6—й-аи К=1- ра, 
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то, упростивъ формулы и положивъ затЪмъ а=0, нашли бы 

_ АР „_й-ЕР #5 .9= 

выражешя, вслфдетве присутствия въ нихъ произвольнаго количества р, дфЙстви- 
тельно неопредфленныя. 

Но если бы оба предположешя мы ввели не совмльстно, & положивъ сперва 
Ь—й, что позволяеть удалить общаго множителя Х—1, & затьмь Х=1 въ упро- 
щенныхъ уже формулахъ 5 т 

й 
9р-ьР УАЗЕР 

нашли бы опредфленныя величины 

ь 
5 У—5; == 

слфдовалельно, мы удалили бы пеопредфленность, на дфлв существующую. 

Примфчалие это весьма важно, и его всегда слфдуеть имфть въ виду при 
изслвдовали вопросовъ, когда приходится длаль не одно частное предиоло- 
жене, 

Если будемъ № неограниченно увеличивать, приближая его къ со, 2 и у бу- 

дуть стремиться къ нулю. Въ самомъ дьяф, при = имфемь: = „—> 

дая раскрыя этихъ неопредфленностей раздвлимь числителя и знаменателя фор- 
мулъ зи у на №, что дасть 

& возоживъ Ё—со, находимь х—0 и у—0: прямоугольникь РОВ$ обращается 
въ маговаль АС, что совершенно понятно. 

ПостроЕнте. Величины 2 и й—у можно представить въ вид 

ВКО т п 
Ая =), 

и построить при помощи четвертыхь пропорщональныхь. Во-первыхъ, чтобы по- 
лучить линто 

‘достаточно взять (черт. 40) на продолжени НЕ линию ЕК=й, затфмь на лин 
ЕЕ нанести ЕС’ соединивъ точки С’и К и проведя черезъ точку К 
аинио ЕТ, параллельно „ найдемъ, 

Ес’ ЕК тов в, ЕЕ = ЕГ» "6 м-р» Откуда Би 

Такимь же образомъ: чтобы построить отрЪзокъ, 

т 
т—п 

2-9 
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беремъ а г ЕН’ —=ЕН = я; соединивъ точкн Н’и о, провое изъ точки 6’ 
параллель С”Г, и получаемь 

НЕ _ ко — ь ть 
ФЕ РГ Те. =" - РТ откуда ЕТ ый: 

Нанеся ЕТ оть Ъ до У, получимъ 

ЕУ=ЕБ-—1ГИ=Ь—и, 

и выражешя 2 и й—у примуть видъ 

== ЖЕ, -у= т 
тт хи. т Е 

Итакъ, для опредфлешя 2 нужно взять Еб”— РС —и, провести прямую ("У 
и ее точку Н’ ей параллельную Н’Х; для полученя 1—у проводимъ черезъ 

Е линю КУ параллельно У”; найдемь: ЕХ—х и ЕУ =й—у. 
но на стороны прямоугольника АВСО 

АР==ЕХ, 0$=УЕ, 

получимь и прямоугольникь РОВ$. | 

Фигура Р’/В’5' (черт, 42). строится такимь же образомъ, ибо въ этомъ случал 

(и—2), у—й= 
п 

— т-+т ыаНОЕ =} 

388. п. Вершины Ри $ могуть находиться въ Р” и 5” на продолженяхь 
сторонь ВА и СА; виЪ-вписанный прямо- 
угольникь приметь позожеше Р”Ф”В”5” 
ре 43). Положивъ 

АР", АЗ", 

„_ изъ подобйя треугольниковъ Р”АЗ" и Р”ВО” 
найдемъ: 

Изсаъдовлднте. Задача всегда, возможна, какова, бы. ни была величина # 
въ предфлахъ оть со до 1; то же самое А что и прежде, прилагается и’ 
къ случаю &=1. 

Что касается выражен хи й-у, ихъ стронмъ такимъ же образомъ какъ 
и въ первомъ случаЪ, приведя къ виду 

ани и), № ия +4, 
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тдВ 2 и и имвють вышеуказанныя значеня; сверхъ того, построешя, уже 
‘исполненныя при нахождеши т и #—3 или хи фея позволяють быстрфе по- 
строить 2 и #--у, опредвляющия новое рёшеше Р”©/”В/”5”. 

Заключеще. Итакъ, задала, взятая въ самомъ общемъ смысл, всегда, иметь. 
два р»шешя: 1) прямоугольникъ вню-стисанный, какъ Р”Ф”В/5” (черт. 43); 
2) прямоугольникь такой какъ РОКЗ (черт. 41), или какъ Р’Ф’В/5' (черт. 42) 

смотря по тому, будеть ли " больше, иди меньше у,. 

ГЛАВА ХХУИП. 

Неопредфленвый анализъ первой степени. 

ТРьшон!е одного уравненя съ 2-мя неизвфстными, въ пфлыхъ числахъ.—Рёшене си- 
стемы уравнен!, въ которой число неизвфстныхъ однимъ больше числа уравнен.— 

Рьшене одного ур—вя съ 3-мя неизвестными. 

1. Решенше въ цфлыхъ числахъ одного уравнен!я съ 2-мя 
неизвфстными. 

389. Когда число неизвфстныхь больше числа уравненй, послфдя ниютъ 
множество рфшенй и называются поэтому неопредъленными. 

1 случай представляеть одно ур. съ двумя неизвфстными, напримёръ, 
=—Зу—=5. Опредфляя изъ него 2, натодилъ 

х=Зу--5. 

Это ур. показываеть, что 2 зависить отъ У, самый же У остается совер- 
шевно произвольныхь; поэтому мы можемьъ давать ему каюя угодно значеня, 
Такъ, полагая 

—2, находины 2=— 1, 

0, > #&= 5, 

4, > 1= 17 ит.д. 

Иногда вопросъ, приводян!й къ неопредвленному уравненю, требуетъ, что- 
бы неизвстныя были числа Чълыя; а нерёдко къ этому присоединяется еще 
требоваше, чтобы они были и иоложизельныя (напр., если 2 и У означають 
числа лицъ въ извфстномь обществ, или цифры искомаго числа и т. п.); та- 
кижъ образомь является задача: изъ безчисленнаго множества ршенй цфлыхь 
и дробныхъ, положительныхь и отрицательныхъ, выдфлить только уълыя и по- 

ложительныя: такое ограничене значительно уменьшаеть число рёшенй. 

Всакое неопредфленное ур. съ двумя неизвстными, по освобождены отъ дро- 
бей, по перенесени неизвфетныхь въ одну часть, а извфетныхь въ другую и но 
приведеши можеть быть представлено въ вид}: 

ав, 
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тдфа, Ви с—числа ифлыя. Прежде всего мы должны рёшить вопросъ о томъ, 
всегда ли подобное ур. можеть быть рёшено въ цфлыхь чнелахь? Отвфтомъ на 
это служать слёдующя двЪ теоремы. 

390. Ткоркмл 1. Еслы 6% Уравнеши ах-|-Ъу==е коэффишенты а 
и Ь при неизвьстныхь имъють общаю множителя, не содержащалося 
65 извъетномь члень с, то уравнеше не имтеть цълыть ръшенй, 

Пусть @нб имфють общаго дЪлителя и, который че дюлит» числа с; въ 
ЧА случаЪ, по раздфленш а и 6 на 7, получимь нфкоторыя цфлыя числа 
аи 

Ъ:т=; откуда а=та и Ф=тЬ. 

Подстановка въ уравнеше дастъ, 

а’те-- ту = 
откуда я 

а’з--Бу= 

в 2 т? по условю, дробь. Допустивъ, что 2 и У могуть быть цёлыми числами, 

мы ЕЙ бы въ первой части послфдняго уравненя цфлое число, тогда какъ 

вторая часть его— дробь: равенство было бы невозможно. Итакъ, ур. не можеть, 
быть рьшено въ цфлыхь числахь. 

Прихфрожь можеть служить ур. 152 -- 21у ==29, въ которожь коэффи- 
щенты 15 и 21 имфютъ общаго множителя 3, на который 29 не дфлится. 

Если всф три коэффишента а, Би с имфютъ общаго множителя, то по с0- 
кращеши на него уравнешя можеть оказаться: или, что коэффищенты @ и ® 
нибють общаго множителя, или что а и В — числа первыя между собою. Въ 
первомь случа, по предыдущей теорем, ур. не имфеть цфлыхь рёшенй. Что 
же каслется второго случая, то можно доказать, что ур. необходимое имфетъ 
цфлыя рёшешя. 

391. Творвмл П. Коба коэффищшенты а м Ъ суть числа первыя 
‚между собою, то ур. ав |-Ъу=е имъеть цьлыя рошеша, 

Рёшивъ ур. относительно 2, напр., получимь 

аа 
а 

Докажемь прежде всего, что если въ эту формулу вифсто У будемь под- 
ставлять вс послдовательныя цфлыя числа меньшия @, т.-е. 0, 1, 2, 3,... 
а—1, и каждый разъ совершать дфлеше, то всф @ остатковъ будуть раз- 
личны. Въ саможь дфлЪ, подставимь вифсто У как!я-нибудь два числа У’иу” 
меньшя а (изъ ряда 0, 1, 2,. . .а— 1); получимь два выраженя 

е—у «—ву’. 
а > а 

Выполнивъ каждое дфлеше и означивъ частныя буквами 9’и 0”, а остатки 
т’ ит”, найдемь: 

—м е-ьу" РИ: 4 
=а-!, т АС 
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Допустивъ, что остатки 7’и”” хогуть быть равны, найдеяь по вычитани 
второго равенства изъ перваго: - 

сы" 
9 
а” 

или п 

Бу" — у) „ 
9-9". 

Такъ какъ 9’— 4”, какъ разность цблыхь чисель, есть число цфлое, то и 
первая часть должна быть цёлымь числомъ, а потому 6(У” — У’) должно на- 
цао дфлиться на а. Но Ь и а числа первыя между собою, слдов. У" — у" 
должно дфлиться на а, т.-е. разность двухъ чиселъ, изъ которыхъ каждое 
‚меньше а, должна бы дфлиться на а, что невозхожно. Невозложно, поэтому, 
и допущеше, что могутъ быть равные остатки. 

'Итакъ, мы доказали, что если вмфсто у подставлять вс послфдовательныя 
цфлыя числа отъ 0 до а—1 включительно, и каждый разъ совершать дфлене 
< — Ву на а, то мы получимь а остатковъ, которые веъ различны и каждый 
‚меньше а (какъ дфлителя). Но всф пфлыя числа меньшя а, различныя между 
собою, число которыхь а, суть, очевидно, числа 

ов седи 

Слфд. въ числ остатковъ будеть непремьнно одинь и только одинъ, рав- 

ный нулю. Значене У, подстановка котораго въ выражеше 9 даетъ оста- 

г въ цфлое число: цёлому у соотвфтствуеть цф- 

лый 2. Итакъ, когда а и В первыя между собою, уравнеше дфйствительно до- 
пускёеть цфлыя рёшеня, что и требовалось доказать. 

392. Первый способъ рьшешя ур—Ня а2-|-Ву==с въ цфлыхъ числахъ. 
Вышеприведенное доказательство даеть также средство находить одну пару цф- 
лыхъ рёшенй. Пусть, напр., дано уравнеше 

токъ 0, обращаеть 2 = 

7&--5у = 232. 

Такъ какъ коэффищенты при 2 и У суть числа первыя между собою, то 
р ве допускаеть цфлыя рёшешя. Для опредфлевя одной пары ихъ рышавмь 
УР. относительно, напр., У; находихъ 

_— 232—172. 
5 

Подставляемь сюда вмфсто 2 послфдовательно цфлыя числа, менышя 5, т.-е 
9, 1,2, 3, 4; находимъ: " 

при 20, у = 46; 

ОТ 
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Итакъ, подстановка 1 вмфсто 2 даеть для У ифлое число 45; сл. 2=1 

и У= 45 представляютъ одну пару цфлыхь рЬшен!й, что не трудно провфрить. 

Замфтимь, что въ видахь ограниченя числа возможныхь подстановокъ слф- 
дуетъ всегда рёшать уравнеше относительно неизвстнаго, имфющаго меньшй 
коэффищенть. 

Какъ скоро найдена одна пара цфлыхъ рфшенй, то легко найти сколько 
угодно такихь рёшенй при помощи формуль, къ выводу которыхь теперь и 
переходимъ. 

393. ТЕорвмл Ш. Если какима-нибудь способом» найдена одна пара 
цълыхь рьшенй: «==а, у=В уравнешея ах-- Фу =е, то всь цълыя 
рьщеншя заключаются вь формулать 

#=а-ы, у=8 — а, 

тд {— произвольное цфлое число. 

Такъ какъ 2—4 и У=В, по условю, суть рёшешя даннаго уравненя. 
10 подстановка ихъ въ это уравнеше дастъ тождество 

аз-|- 63 = с. 

Вычтя это тождество изъ даннаго уравнешя, имфемъ: 

ая —@) --Щу— В =0, 
откуда 

#—@в= 8-3), 

а слВдовательно 

#=а- 58-у. 

[5 Выражеше 2 состоить изъ: цфлаго числа @ и дробнаго выражешя 

Поэтому 2 только тоа можеть быть цфлымь числомъ, когда 6(8 — у) дё- 
лится на а; по В и а—числа первыя между собою, слфд. чтобы 68 — У) дф- 
лилось на-цфло на @, необходимо, чтобы В — У длилось на @; поэтому для 

можно брать только тая цфлыя числа, при которыхь = обращается въ 

произвольное цфлое число &, т.-6. услове того, чтобы 2 было цфлымъ, есть 

или 
}— у, 

или 
у=р— а 

а въ такомъ случаз 
#=а-- и. 

Выражения: а=а--Ы и у=8— а# дають сколько угодно пфлыхь рь- 
шенй; стоить только вмфсто { подставлять как! я угодно цфлыя числа. 
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Такъ какъ { подчинено только одному условшо, что оно должно быть цф- 
лымъ, то въ формулы 2 и у можно вифето # подставить —, и тогда он : 
примуть видъ: ь 

#=а— М, У=8-а4. 

Возьмемь ли группу формулъ: 

#=а--Ы, =В— а 

а—ы, у=в-Ё ав, 

замфчаемъ, что вторые ‘члены ихъ суть произведеня неопредфленнаго цфлаго #: х 
на коэффищенть при У въ формул 2, и на коэффищенть при 2 въ формул . 
4, при чемь одинъ изъ этихъ коэффищентовъ берется съ тфмъ знакомъ, какой `:; 
онъ имфеть въ уравненш, а другой—со знакомъ противоположнымь тому, какой ‚ 
онъ имфеть въ уравнеши. Зная это правило, можно тотчасъ опредвлить вс . 
цвлыя рёшешя уравневя, какъ скоро найдена одна пара такихъ р®шенйй. 

или 
Е 

ПРимВРЪ 1. Выше мы нашли, что одна пара цфлыхь рёшенй уравнешя р 
72--5бу=232 есть: х=1, у=45; слёд. вс цфлыя рёшешя заключаются г 
въ формулахъ: 

#=1--5ь У=45 —76 

или въ формулахь: 

#=1—5% д=45-- 74. 

Взявъ, напр., вторую группу формулъ, и давая въ ней { какйя угодно ц%- 
лыя значеня, положительныя и отрицательныя, найдемь сколько угодно паръ в 
цфлыхь рёшенй; такъ 

при {= 0 ижмы &= 1 у=45; 
4 =. 1 > &= 

аа > у 

> #=—1 > = 6, у=38, 

э4=—2 > 2= Ш, у=З итд 

ПРиизРЪ П. Рёшить въ цфлыхь числахь уравнене 

8х — 13у= 159. 

Опредфляя 2, имфемъ: 

— 134-159, 
и 

пра у—0, иифень: х 195 при У=1, #—211; при у=2, 2—3; 

ще у—=3, х 24; при у=4, 2 26; при У=5, #==28. 
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Обыя формулы цфлыхь рёшешй суть: 

&=28-- 13%, у=5-- 86 

= 28—13 у=5-- 88. 
или же 

Примьчаше. Изъ самаго доказательства теоремы Ш слфдуетъ, что въ фор- 
мулахь: 2=0--№, у=}— а! содержатся всю цфлыя рёшешя уравненя 
аз фу= с; непосредственною же повфркою можно доказать, что эти выра- 

женя дЪйствительно удовлетворяютъ данному уравнению. Въ самомъ дфлф, под- 
становка даетъ: 

а(2-НЫ)-НЫ8 — ай =с, пли а2-|- 63 =; 

в это есть тождество, потому, что, по положению, 2 ин 2 удовлетворяють данному 
уравнению. 

Указанный способъ рфшешя неопредфленныхь уравнешй въ цфлыхь числахь 
‘очень прость, и его слфдуеть употреблять всяк разъ, когда коэффищенты при’ 
неизвстныхь, или, по крайней мЪрЪ, олинъ изъ нихъ — числа небольния. Въ 
противномь случаф, могло бы потребоваться большое число подстановокъ для 
нахождешя одной пары цфлыхъь рфшенй, и способъ этотъ отнималъ. бы много 
времени. Поэтому для рёшешя урн съ большими. коэффищентами предпочти- 
тельнфе употреблять 

394. Второй способъ рьшенй уравненй 42 -|- Бу = с въ цфлыхъ числахъ. 
Сперва разсмотримь два частныхь случая: 
1. Пусть одинъ изъ коэффищентовь заключается множителемь въ извфет- 

номъ членф, напр., пусть с == та; уравнене будетъ 

ах Ву = та, 
откуда т 

та — Бу _ 
ак ег 

Чтобы 2 было цфлымъ числомъ, необходимо (такъ какъ т—-цфлое число), 
чтобы Бу дфлилось на @; но В и а—числа первыя между собою, слфд. необхо- 
димо у должно быть кратнымь а, т.-е. должно быть 

у—аь, 

тдВ (какое угодно ифлое число: тогда 2 выразится цфлою формулою 

&=т—Ы. 

Формулы: 2 = % — 1, у= ай, тд {произвольное цфлое число, и даютъ 
всВ цфлыя рфшеня предложеннаго уравненя. 

2. Вели одинъ изъ коэффищентовь равенъ 1, напр. @=1, то ур., 

Еву =с 

даеть х=е—_ Бу; давая У кавя угодно пфлыя значеня, будемь и для 2 по- 
лучать каждый разъ цфлыя же величины. Рьшеше такого уравнешя, слфдоват., 
весьма просто. 
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На этомъ замфчани и основанъ общ способъ рфшешя неопредфленнаго 
травненя въ цфлыхь числахь. Въ самомъ дфлф, если бы намъ удалось приве- 
сти рышене уравнешя 22-—-бу = с къ такому уравненйю, въ которомъ одииъ 
изъ коэффищентовь равенъ 1, то задача была бы рьшена. Но когда @иб 
числа первыя между собою, — такое приведеше всегда возможно. Пусть, напр., 
дано ур— не 

82 13у=159...(1). 

Коэффищенты 8 и 13 числа первыя между собою, слфд. уравнеше можеть 
быть рёшено въ цфлыхь числахъ. Опредфливъ то неизвестное, у котораго коэф- 
фищентъ меньше, находит: 

поключая цблыя числа изь 99 и 8 и соединяя дробные чдены въ одну дробь, 

получимъ: 

я=19—у тя 

Выражеше 2 состонтъ изъ двухь частей: 19 — у, которая будеть цфлою 

при всякомъ цфлолъ У, и “ =“ > ифющей дробный видъ; для того чтобы 2 

было ифлымъ ии необходимо между всфми значешями у выбрать такйя, 

при которыхь ^ Я. равнялась бы нЪфкоторому цфлому числу #. Итакъ, нахо- 

ждеше цблыхь значенй для < приводится къ рёшентю въ пфлыхь числахь 
‘уравненя , 

—& ви 7—5у=8. . . (2). 8 

Въ такомъ случав будетъ 

#—=19—у-№#. .. (а). 

Замбтимь, что въ уравнены (2), или все равно, 5у-- 8 = 7, меньший 
коэффиценть есть остатокъ оть раздфлешя большаго коэффищента въ данномь 
Три на меньшИ; а больш коэффищенть равень меньшему коэффищенту 
ланнаго урн; вслёдотые этого ур—не (2) проще даннаго. Кром того, 
коэффищенты его 5 и 8 числа первыя между собою: это необходимо вытекаеть 
изъ того, что если дфлимое (13) и дфлитель (8) первые между собою, то оста- 
токъ (5) будеть первый съ дфлитележь; такижъ образомь ур—не (2) имфеть, 
‘веобходимо цфлыя рёшен!я. Опредфляя изъ него неизвфстное, ичфющее меньший 
звоффишентъ, получихъ: 

71—& => 2—3 
Е Е 

и ифлому  соотвфтствоваль цфлый у, необходимо, чтобы выражене 

= было числомь пфлыхь; обозначивъ это цфлое число буквою. {, находняь, 

У=АЕЬИ,. . . (а) 



причемъ 

Такимь образомь нахождеше цфлыхъ значенй У приводится къ рёшеншю въ 

цлыхь числахь уравненя ^^= =, или 

ЗБ 2... (3). 

Выводя изъ него неизвфстное съ меньшимь коэффищентомь, имфемь 

Разсуждая по предыдущему, убфдимся, что нахождеше цфлыхъ значенй для 
# приводить къ рЬшению въ цфлыхь числахь ур— ня 

В, шли ЗИ... (4), 

НЕРеИС и. (4), 

Рьшая ур. (4) относительно #, имфемь 

причем 

На Гл ЕЕ И-1- 5, 
„ 

Чтобы # было цфлымъ, необходимо, чтобы было цфлымь 3} ПОлОживЪ 

‚ ТАБ #/— неопредфленное цфлое, инвежь 

#124”. . , (5) 
причемь 

1... (”), 

‚ Итакъ, мы пришли къ ур—нйю (5), въ которожь коэффищенть при ” есть 
1; давая #” какая угодно цфлыя значеня, будемь каждый разъ получать и для 
г’ цблыя значения. 

Такимь образомъ мы нашли рядъ соотношенй 

Пр а=19 у 

феи" 

Давая произвольное цфлое значеше количеству #”, мы изъ ур. (5) полу- 
чимъ цфлое же значеше и для #’. ЦФлыя значешя {’и 2”, подставленныя въ 
ур. (4), дадуть цфлое значеше для #. Цфлыя значеня #’и Г, подставленныя 



_вь (3), дадуть иблое значеше для &. Эти цфлыя значешя и #, подетавлен- 
выя въ (2), дадуть цфлое значеше для у. Наконець цфлыя значешя {и У, 

_ подставленныя въ (1), дадуть соотвфтствующее цфлое значене 2. Но во изб}- 
_жаше неудобства, представляемаго такими послфдовательнымн подстановками, 
выражають 2 и У непосредственно чрезъ произвольное количество {”. Подста- 
вляя въ (4) вифсто #’ его величину 2”, найдемь 

РЕ 1—3"; 

подставляя это выражеще Ги вифсто #” его величину въ (3), получииъ: 

ааа = — 1-5; 

подотановка значенй Ёи # во (2) дастъ: 

ут 1—3" =3— 8"; 

наконець, подстановка найденныхь выражешй для У и въ (1) дасть: 

х=19— 3-8" —1--5:” = 154-13”. 

Итакъ, общёя формулы цфлыхь рьшешй нашего ур. суть: 

#=15-- 13", у=3— 8”. 

Он$ нифють совершенно тоть же составъ, какой указань въ.$ 398. 

395. Докаженъь, что указанный въ предыдущемь $ премь рёшешя ур-— ня 
зкегда приводить къ полученю цфлыхь ръшенй. Въ самомъ дЪлЬ, мы получили 
радь ураваенй: - 

1) 8=-- 13у = 159, а 
2) бу- 8 = 7, 
3) З-Е 5 = 2, 

4) 2 з"= 2 
5) = о 

при чемъ во (2) меньшй коэффищенть 5 есть остатокъ отъ раздфлевя большаго 
козффищента даннаго ур. 13 на менышй 8. Въ ур—нйи (3) менышй коэффи- 
щевть 3 есть остатокь отъ дфлешя 8 на 5, т.-е. дЪаителя на первый оста- 
локъ. Въ урны (4) менышй коэффищенть 2 есть остатокъ отъ дфлешя 5 $ 
#3 3, т.-е. перваго остатка на второй и т. д. Изъ этого видно, что процессъ у 
решешя приводить въ данномь случа къ такому же ряду дЪИствй, какой 
нифть бы мфсто при нахождени общаго наиб. дфлителя между коэффищентами 
даннаго уравненя. Но какъ эти коэффищенты-— числа первыя между собою, то 
въ тказанномь рядф дфленй непреифнно дойдежь до остатка равнаго 1, кото- 
рый и явится коэффищентомь при одномъ изъ неизвфетвыхь въ одномъь изъ Е 
уравненй [въ нашежь примфрф — коэффищентожь при "въ ур. (5)]. Такимъ } 
©’разомъ, цфль будетъ достигнута. { 



О: 

Для получешя цфлыхь рышешй въ опредфленныхь числахъ стоить только 
произвольному цфлому #” давать какя угодно цёлыя значевя— положительныя 
‘или отрицательныя: 0, 1, 2, 3, ..,—1, —2, —3,... 

При "= ия |, 
&=15-- 13” =15| 28 41 54] 67 80... 2—1 24—37 = 

у= 3— 8" = 3— 513 —21—29—37| | | и 19] 27] 55 

396. Упрощеня общаго способа. При рфшенм неопредфленнаго уравненя 
слфдуетъ пользоваться вефии обстоятельствами, которыя ведуть къ упрощению 
вычисленй и слфд. къ скорфишему Хостиженю цфли. Укажемъ эти упрощеня. 

1. Рёшая уравнене 19%-|- 15 = 23, находим 

23—192 8—4 
Ри 

` Приравнявъ # дробный член, получили бы уравнеше съ коэффищентами 
В ый 15; но можно получить ур. съ меньшими коэффищентами, замфтивъ, что. 
— 4% 42 —#) 
5 = в пом у 

(2 — 2 
у=1—=- = ; 

очевидно, что у будеть цфлыхъ при такомъ цфломъ 2, который обращаеть 1 

въ цфлое число {; поэтому нолагаемъ 

2—х 

ЕВ 
откуда 

2—2—15, и #=2—155; 
затвуъ 

1-42-15 4 =— 14-194. 

Указанный премъ быстро привель къ цфлыхъ формуламь для 2 и У. 
2. Упрощене рЬшеня всегда возможно въ томъ случаф, когда одинъ изъ 

коэффищентовь при неизвфстныхь и извфстный члень вмфютъ общаго множи- 
теля. Пусть дано ур—не 

6%—5у=21; 

раздфливъ об части на общаго множителя 3 чисель 6 и 21,’ получимъ: 

2—1. 

Такъ какъ 2х и 7—числа цфлыя, то 5у должно дфлиться на’ 3; ноби3 

суть числа первыя между собою, слфдовательно Е должно быть цфлымъ. 060- 

значивъ это цфлое буквою У’, имфенъ: = у’, откуда у=Зу’, и данное ур. 

принимаеть простёйний видъ 



в 

_ и наконець 

Бут й "1 "1 ра узи, ИЕ Й 

ЕЕ 4-11-56 

УЗИ =— 3-64. 

3. Однимь изъ полезнфишихь упрощешй служить оведене отрицатель- 
ныжь остатковь. Такъ, рёшая ур— не 

= => 

72--26у = 111, 
имфемь 

Здьсь каждый изъ остатковь: би 5 отъ дблешя 111 и 26 на 7 больше 
3 половины дфлитедя; но ихъ можно уменьшить, если каждое изъ частных ‘уве- 

_  дичить на 1. Взявъ при дфленм 111 на 7 въ частномь 16, получимь отри- 
‹цательный остатокъ — 1, чиблениая величина котораго меньше 6; точно та- 
кияъ же’ образом, взявъ при двлени 26 на 7 въ частномь 4, найдемь отри- 
цательный остатокъ — 2, численно менышй прежняго остатка. Формула 2 при- 
меть видъ 

2161 [4—9 164 т} 

&=16 — 49-1. 

Затфиь: и 1--76 у! т 3 НН полагая я =#, 

имфемь 
у=зе-И, 1-4. 

Наконець 
у=— 3-70, #=27-— 260, 

397. Рьшеше въ цфлыхъ положительныхь числахъ. Иногда вопросъ, при- 
зодящ къ неопредфленному уравнентю, требуетъ не только цфлыхъ, но вмфет® 
©ъ этимь и положительныхь рёшенй. Слфдующая теорема позволяетъ, при одномъ, 
‘взтлядв на уравневе, опредфлить, имфеть ли уравнене ограниченное число пф- 
лыть положительныхь рёшенй, или неограниченное, или совсфмъ не имфеть та- 
кихъ рёшенй. 

398. ТЕорвил. Уравнеме ах--Ъу==е импеть озраниченное число 
„ришен въ цълыть положительныхь числать, или совсъмь не имъеть 
такихь рплиенёй, кода коэффишенты а и $ имьють одинаковый знакь; 
напротив», оно имтеть неораниченное число сказанныхь рилиешй, кода 
аи имтють противоположные знаки. 



Мы видфли, что цфлыя рёшешя уравнейя 42--бу==е выражаются фор- 
`мулами 

и=а-РЫ, у=}— 0, 

тдф аи 3 представляютъ одну пару цфлыхь рёшенй, а 2 произвольное цфлое 
число, положительное или отрицательное. 

Условившись коэффищенть @ считать всегда положительнымь (еслибъ было 
а< 0, то умноживъ все уравнеше на — 1, мы сдфлали бы коэф. при 2 поло- 
жительныхь), и обозначая абсолютныя величины количествь а, би с буквами 
а’, Мис, убЪдимся, что въ отноше знаковъ ур. а2--Бу==е можеть пред- 
ставлять только сдфдующе случаи: 

зе 

1. Цфлыя рёшеня ур-—вя (1) изображаются формулами: 

ш-=а-- у=8—@ь 

чтобы 2 и У были положительны, цфлое должно удовлетворять неравенства: 

а 51 >0, 8—а1>0; 

ТЁшая эти неравенства, находимъ: 

1>-р 1< ь 

Т.-6. ограничивающие предфлы для @. Если между этими предфлами находятся 
тьмяя числа, то уравненю имфеть столько паръ цфлыхь положительныхь рф- 
мен, сколько существуеть такихь цфлыхь значеый # если же между предф- 

ами р И ть цёлыхь чисель, то урн совебиь не имфеть пфлыхь 

положительныхь рфшенй. Вотъ примфры: 

1. Рьшая ур. 8=-- 13у == 159, мы нашли 

&=15--134 у=3— 86 

РФшая неравенства 15 -|-13#>0 и 3—8#>0, находим: 

2 3 
>= или #> 114; и <. 

Между предфлами —1 & и 2 заключаются только два цфлыя числа: — 1 

и 0; полагая {=— 1, находимь: 2=2, у==11; положивъ {==0, получимь: 
<=15, у=3. Данное ур. допускаеть, такимъ образомъ, только дв пары 
цфлыхь положительныхь рфшенй. 
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2. Рьшая ур. 22--ЗУ==1, находимъ 

=—1--36 у=1— 24 

‚откуда находимъ предфлы для >, <. Но какъ между г и . ифть 

цфлыхь чиселъ, то заключаемъ, что данное уравнеше не нифеть цфлыхь поло- 
жительныхь рёшенй. Это видно изъ самаго уравненя; въ сахомь дфлф, сумма 

_ Ккоэффищентовь при х и У больше извфстнаго члена, а потому даже при са- 
° МЫХЪ малыхъ цфлыхъ положительныхь значешять неизвфстныхь, при &=1 и 

у == 1, первая часть уравнешя больше второй. Вообще, если въ уравнени 
ах--Бу==е’ пифемь @--Ь>е', оно не изфеть цфлыхь положительныхь 
шений. 

П. Уравнеше а'2--Ку=—с’, въ которомъ коэффищенты при неизвст- 
ныхь положительны, а извфстный членъ отрицателенъ, не имфетъ положитель- 
ныхь рёшенй, ни цфлыхъ, ни дробныхь, нбо сума положительныхь чисель не 
можеть равняться отрицательному числу. 

— Ш. Цыыя решены уравнены а'2—Бу=с, г с 20, выражаются фор- 
_ мулами: 
} 2—а-Ныь урав 
_чтобы выбрать изъ нихъ только положительныя, надо рёшить неравенства 

ах а--61>0, Вай > 0, 

вены = #>-р {>65 
откуда 

4 ы. _ отсюда очевидно, что всякое цфлое значеше #, большее большей изъ дробей— 

= и = дастъь цфлыя положительныя ршеня; а такъ какъ такихъ значений 

{ безконечно много, то ур. допускаеть безчисленное множество цфлыхь положи- 
тельныхь рёшенй. ; 

ПРимзРЪ. Выше мы нашли, что цфлыя рёшешя уравненя 62 — бу = 21 
выражаются формулами: 

&=1--56 у=— 3-6 

8 предфлы для { опредфляются неравенствами 

х 1--5>0, —3-6>0, 
_ оуда 

> 

Заключаемъ, что всВ цфлыя числа, большя ъ И АЕ НЫ 

— © даютъ цфлыя положительныя значешя 2 ни У. : 

399. Примтчаше. Когда чнело цблыхь положительныхь рёшешй ограни- 
ченное, его можно опредфлить, съ точностью до 1, не ршая ̀ уравненя. 
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Этоть случай представляется тогда, когда 4`и В имфютЪ одинаковые знаки, 
и для получается два предфла—низний и высший, именно 

2-58 - 
откуда видно, что уравнене а2-- у == с`имфеть столько цфлыхь положитель- 
ныхь ршенй, сколько есть цфлыхъ, положительныхь нли отрицательныхь, чи- 

сель между —; и & 

а 
Т случай. Числа — $ — дробныя, 

Пусть будуть — Г и 1+ [ цфлыя числа, изъ которыхь первое 

Ю а а 
меньше — т; второе больше а Между цвумя пфлыхи числами веб и 

А содержится” столько. послфдовательныхь цфлыхь чиселъ, сколько единиц 

безь одной заключается въ ихъ разности. Слёд. число ® цфлыхъ положитель- 
ныхь рфшенй уравненя будеть 

о о 

Но какъ @ и В суть рёшешя даннаго ур-нйя, то число ах--ЬЗ равно с, 
и потому 

6 а 

Пусть цфлая часть частнаго 5 равна 4, а дополнительная дробь Гу; товда 

паи 1... 0). 

2 не цблыя числа, то [фи / суть 

числа положительныя, отличныя оть нуля, и менышя 1, а потому число 
Т-ЕА-А — 1, будучи цблымъ, можеть равняться только О или 1, такъ что 
% равно 9 или 9-1. 

с а 
Такъ какъ, по положеню, —-и 

.П случай. Одно изь чисель: —$ и или оба—цтлыя. 

а а < 
Если — т; Число цёлое, то можно взять # равныхь — 1? их будеть 

равенъ нулю, между тфиъ какъ у будеть имфть величину положительную и 
цфлую, равную частному оть раздфлешя с на 6. Въ такомь случав при дока- 

зательств® беремъ цфлое число, предшествующее — т т.-е. полагаемь {= 1. 

Подобное же замфчаше относится и къ случаю, когда м будеть цфлое число; 

и тогда, при этихь новыхъ условяхъ, формула (1) всегда примфнима. 
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Полагал, что только одно изъ чисель —$; и + — цфлое, цЪлое число 

Т--Е--Ь—1 приводится къ сумм двухь чисель, отличныхь оть нуля и 
меньшихь, каждое, единицы; оно равно, слёд., 1, а потому число рёшенй бу- 
деть а--1. их. 

Пусть, затмъ, оба числа: — $ и { цфлыя. Числа Ги / будуть 

оба равны 1, и легко показать, что /, разно 0. Въ самомь дЪлЪ, какъ ска- 

зано выше, —; есть цфлое число, слФд. с двлится на 6; петь цфлое чиело, 

слфдовательно, с длится на а, а потому и на аб. Такимъ образомь /, = 0, 
ГЕЙ =1, сл, Г-И--Ь—1 равно 1, ия=9--1. Итакъ, число цф- 
лыхь положительныхь рёшенй уравнешя а2-|-бу=е равно 4 или 9-|- 1, на- 
зывая буквою 4 цфлую часть частнаго отъ раздфленя с на аб. (При этомь 0 
принимается числомъ положительных.) 

Напр., для ур-—вй 52--Зу=2 и 72--5у==39 число ршенй ==0; 
для уравнеши 42--Зу = 11 и 72-Е Зу 61 ово равно 94-|-1. 

400. Для примбненя изложенной теорм рфшимъ слёдующия три задачи. 

Т задач. Выдать 78 рублей одними 5-ти и 3-хь рублевыми биле- 
тами, не имъя никакихь друзихь. 

Положимъ, что для этого нужно выдать пятнрублевыхь билетов 2, а трех- 
рублевыть—; уравнеше, очевидно, будетъ: 

52--Зу = 78. 

Задача требуеть цфлыхь положительныхь рёшенй; и по коэффишентамь 
при х ну видно, что ур—н@ ихфеть цфлыя рёшешя. Раздфливъ все ур—н@ 
ид 3, находихъ 

5 
3 РУ=26; 

Е 
полагая = тд (-—цлое число, тотчасъ имфемь: 

#=3, у=26— 5. 

Чтобы х и у были положительными, необходимо, чтобы 

31550 (если О включить въ число положит. чиселъ); 

26 —5#>0, откуда < Или 51. 

Итавъ, полагая 

‚› 2, 3, 4, 65, находимъ 10, 1 
2=0, 3, 6, 9,12, 15, 
у 1:16:11; 6,1 
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Отсюда видно, что выдать 78 рублей требуемымь образожь можно шестью 
различными способами, именно: 

1) Давая 26 билетовь въ 3 рубля и ни одного въ 5 рублей; или 

Муь т ъ з» ь х В била >» № уни 

3) » 16 » зоб › эээ зу 
< 49 $ п Ю а х» ох у 

) 5) › 6 › эх» »12 ь хх хо уни 

ПВ о, 5 р 

П ЗАДАЧА, Извюстно, что прёемами элементарной зеометри (т.е. 
посредствомь циркуля и линейки) можно раздълить окружность какь 
на 6, такь и на 5 равныхь частей. Какь и сколькими способами можно 

р 1 
с» помощью этихь частей найти -- часть окружности? 

15 
Очевидно, что нужно найти тая дв дроби съ знаменателями би 6, ко- 

. торыхь разность равнялась бы 15; назвавъ числители этихъ дробей буквами 22 

и У, нибомь: ь 

О РЕ т | АМЕ ВНЫЕ 
тр. АЕ (2). 

Рашаемъ ур. (1); по освобождеши оть знаменателей имфемъ: 

52 — бу=2; 

раздфливь 06% части на 2 и положивъ =, получимь ур— не 

52 — Зу=1, 

откуда =’ = —1-- 36, в сл, 

= 2-68 
затфиъ 

у=— 2-54. 

Чтобы 2 и У были >0, нужно, чтобы было: ">, #2. Полагая 

ео ОНИ 
находить: 

@&=—4, 10, 16,... 

у—3, 6, 18,... 

Итакъ, наименышя значешя %.н У, даюция простъйшее рёшене задачи, 

сут: 2=4 и У=З, т... отъ $ и 3 окружности нужно отнять 5 ея, и 

1 
остатокъ дастъ 15 ‘окружности. 
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Рьшая ур— ше (2), или, по освобождени отъ дробей, уравнеше: бу—52=2, 
‘находимъ: 

=2— 61, 

у=2 — 51, 

предфлы для # суть: < 155. Полагая 

в 8... 
имфемъ: 

&=2, 8, 14, АА 

5 ПИ 

Итакъ, при этомъ способф, простёйшее рьшеше задачи будеть 2=2 нп 

У==2, т.-6. вычтя изъ дуги, равной 5 р. дту —3 08р., получихь въ 

остатк 5 окружности. 

Ш ЗАДАЧА. Зубчатое колесо съ 17-ю зубцами залчатываеть зубцы 
друзюю колеса съ 13-ю зубцами. Сколько оборотов» должно сдълать 
каждое изь нить, чтобы каждый зубець первило побываль въ каждом» 
промежуткь второю? 

Пусть первое колесо должно слфлать 2 оборотов, а второе у. Когда пер- 
вое обернется одинъ разъ, его 17 зубщовъ зацфпятъ послЪфдовательно столько 
же промежутковъ второго; слфд. при 2 оборотахь 172 зубцовь зацфиять 13у 
промежутковь между зубцами второго. Но при 2 оборотахъ каждый зубець дол- 
женъ зацфпить каждый промежутокъ, слфд. 

172 = 13у, 
откуда: & = 138, у== 17. 

Чтобы 2 и У были положительны, нужно & давать всф цфлыя значешя, на- 
чиная съ 1. Такимъ образомъ, требуемое будеть ихфть мфсто черезь 13 оборо- 
товъ (вообще 13%) перваго, или 17 (вообще 171) оборотовъ второго. 

2. Рьшене системы уравнен!й, въ которой число неизвфетныхъ 

однимъ больше числа уравненйй. 

461. Возьмемь 2 ур—шШя съ 3-мя неизвЪстныхи: 

‚. аж--ыу ее =а...(1) 
ат уе =а... (2). 

Бели ВЪ БаЖДОМЪ ИЗЪ НИХЪ или ВЪ ОДНОоМЪ всф четыре коэффишента имф- 
ть общаго ивожителя, то предварительно на него сокращають уравнеше; пусть 
это сдфлано, и оба уравнешя приведены въ простЬйшй видъ. 

Чтобы эти уравнешя принимали ифлыя р®шешя, необходимо, чтобы въ 

26 
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каждомь всв три коэффищента: при 2, У и 2 были первые между собою, 
т.-е. а, 6 и с—первые между собою, на’, 5’ и с’ —между собою. Въ самомъ 
дфль, пусть, напр. @, Би с ижвють общаго множителя 7, на который @ не 
дфлится; въ такомъ случаф частныя , 

будуть цфлыя; отсюда 

а=а’т, 6=Ы"т, с=ет. 

Подставляя въ ур. (1) и сокращая на 7, найдемь 

а’ с" = ый 

При цвлыхь 2, У и 2 первая часть представляеть число цфлое, тогда какъ 
вторая есть дробь; слФд. урн не имфеть цфлыхь рёшенй. 

Рёшая одно ур— не съ 2-мя неизвфстными: 42--у==с, мы видфли, что. 
когда @н 6 — числа первыя между собою, ур—1е необходимо имфеть цзлыя 
щения; слфд. услоше, что для цфлыхь рёшенй коэффищенты @ и В должны 
быть первыми между собою, было въ этомъ случа услошемъ меобходимьмь и 
достаточным. у 

Что же касается взятой системы 2-хъ ур—вй съ 3-мя неизвфостными, то въ 
каждомь ур—ншм коэффищенты могуть быть числами первыми между 60б0ю, & > 
ур— я могуть м ме имьть цблыхь рёшенй; слфд, усломе ото для данной 
системы, будучи необходимымь, можеть быть еще недостаточнымь (см. далбе. 
случай №). 

402. Премь рфшешя состоить въ исключеши одного изъ нензвфстныхьу 
исключивъ, напр., 2, найдемъ: 

(ас — а“сж-Е (6в' — еду = @'—@.. . (3). 

При этомъ могуть представиться слфдующие 3 случая: 

403. Первый случай. Если коэффищенты при 2 и У въ урны (3)— 
числа первыя между собою, то, какъ извфетно, ур—1е эго необходимо иметь 
цблыя рёшешя. Если одна пара этихь рышенй будеть @ и В, то вов цблыя 
ршеня выразятся формулами: 

д=а-- (6—6). 

у=В — (ас'—а’с).1. 

Подставивъ ихъ въ ур. (1), найдемь 

ва — с(а' —а0=а—аа—8. 

Первая часть дфлится на с; вели раздёлится и вторая часть, то ур. будеть 
иифть цфлыя рёшеня, въ противномь случа —нфтъ. Пусть двлене 4—@2— 68 

на с совершается ‘безъ остатка и пусть 

4—а—8} _ ‚ о 
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й от, 
ам а у- аи. 

[Изъ (4) имфемь: а2--58 -- су=4, т.е. а, 8 ит обращают 1-е урн 
въ тождество, а потому составляютъ систему цфлыхь рфшенй этого ур— я]. 

Итакъ, имфемь симметричныя формулы 

+ —50).1, 
УВЕ (а — ас)ё, 
а=-{ (а6' — 4) 

‘цблыя $ дадуть цфлыя же значешя и для 2, Уи 2. 

Положивъ для краткости: 

реа 

9 — бер, си —@=49, а’—а=к, 
найдем, 

а=а--рб уж в=у-ы. 

Если бы по смыслу задачи требовалось найти для 2, У, 2 ифлыя положи- 
тельныя числа, то пришлось бы рёшить совифстныя неравенства, 

а--> 0, 8-+49>0, 1-я>о0, 
которыя дадуть три предфла для &. 

Если вс эти предфлы одного смыела, то: 1) когда веб они низише, то 
нужно давать # ве цфлыя значеши, большя большаго изъ нихь; 2) если вов 
три предфла выспие, то надо давать # всф цфлыя значешя, меньшя меньшахо 
изъ нихъ; въ томь и другомъ. случав ур—ню имфеть безчисленное множество 
цфлыхь положительныхь рёшенй. Если предфлы не всф одного смысла, то нужно 
давать # всЪ. цфлыя значеня, содержацияся между этими предфлами: число п 
лыхъ положительныхь рфшенй будеть, слёдовательно, ограниченное. Наконець, 
если предфлы получатся противорфчащие, то ур— я не имфють цфлыхь поло- 
жительныть р®шенй. 

ПрРимвръ. Рёшить ур—шя 

15е-|- З5у- 352 = 885, 

6%-|- 9у-- 82=104, 

Вс коэффищенты перваго ур—шя имфютъ общаго множителя 5, па кото- 
рый и сокращаемь это ур—ню, посл чего получижь систему 

З2-Н7у-Н72= 77, 
6х-|- 9у-- 82 = 104. 

Въ каждомь изъ этихь ур— в въ отдфльности коэффищенты иры немз- 
втстныхь числа первыя между собою; стало быть, возможно, что ур—Шя имб- 
ють цфлыя рёшешя. Предварительно сдфлаемь нфкоторыя упрощена. Въ пер- 

26* 
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вомъ ур—ни козффищенты 7, 7 и 77 длятся на 7; раздфливъ 06 части на 
это число, найдемъ ур—не 

3 — 11: УУт2=И; 

замфчая, что > 7 должно быть цфлымъ, полагаемъ =, откуда 

==, 

а уравнеше принимаеть видъ 

Заур... (1); 

Во второмь уравнени коэффишенты 6, 8 и 104. дфлятся на 2; по сокра- 
щени на это число, получияъ 

Зе =52: 

тавъ какъ # 5 Должно быть цфлымЪ, то положивъ в =, откуда у==2у, нифемъ, 

За 9у--42=52... (2) 

Внося въ ур. (1’) 2у’вфсто у, а во (2’) 72’ вифето 2, найдемъ: 

Зи-Ну-- #=11, 
2х --9у-- 42 ==52. 

Умноживъ первое изъ этихъ ур—вй на 4 и вычтя второе, мы иСБЛЮЧНИЪ 
# и получимь (по умножени на — 1): 

Э# Ну’ =, 

у=8— 97. 
откуда 

Отсюда видно, что всякому цфлому 2’ соотвфтствуеть ифлый У’. Внося эту 
величину У’въ ур—не 32'--2у’-|-2==11, находихь 

15 --#=—5, 

#=—5--15х,, 
откуда 

слд. цфлому <’ соотвфтствуеть и цфлый 2. Такимъ образомъ, У’и 2 выражены 
черезъ 2’, самый же 2’ произволенъ. Находимь теперь формулы для 2, у, 2; 
онв будуть 

я=72, 
у=16 —18х', 

в=—5-- 155, 

тдф <’ произвольное цфлое число. 

Если надо низть цфлыя положительныя величины нензвъетныхь, то рёшаехь 
‘неравенства, 

7'>0, 16—182'>0 и —5--157>0, 
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и 8 1 
#>0, #<р “> 5. 

й 
Предфлы одного свойства (© и 3) приводятся къ одному: ь сл6довательно 

должно быть: Я з 
^ у . 

о 
а какъ между этими предфлами ить цблыхь чиселъ, то заключаем, что ура= 

внешя не допускаютъ цфлыхь положительныхь рёшенй. 

404. Второй случай. Если коэффищенты ас’ — са’ и 6с' — с['. уфють 
общаго множителя №, который не дёлить 46’ — с4', ур. (3) не будетъ имёть 
цфлыхь ршенй, а слфд. и данныя уравнешя не будуть ихъ имфть. 

ПРимзРЪ. Такъ, уравненя 

5=--4у—32=1, 
4е--Ту-- 92 =26 

имфють, каждое, коэффишенты при 2, у, 2 первые между с0бою, но не допу- 
скаютъ цфлыхь рёшенй. Въ саможь даль, умноживь первое на 3 и сложивъ 
со вторымъ, найдемъ 

192-- 19у=59, 

въ которомь коэффищенты при 2 н У имбють общаго множителя 19, на кото- 
рый 59 не длится. } 

Точно также не имфютъ пфлыхь рёшенй и ур—вя, выводимыя изъ дан- 
ныхъ исключешемь 2 или У. Первое было бы 

19-57286, ши у-- =, 
а второе . 

19% —572=—27, ии х—32=— г 

оба неразрёшимы въ цфлыхь числахъ. 

405. Третй случай. ели вс три количества ас’— са’, 6’ — 6’ и 
4е' — са’ низютъ общаго множителя , то раздфливь все ур-—не на Фи на- 
звавъ частныя отъ раздфлешя этихъ количествь на буквами т, ю и р, по- 
лучимь ур—не 

тз-- пу=р. 

Если т и и—числа первыя между собою, то найдемь цфлыя рёшешя для 
< пу вида: 

&=а—т у=В--ти. 
' 

Подставляя въ одно изъ данныхь уравненй, напр., въ 1-е, получимь ур-— не 
въ 2и 6; если оно допускаеть цфлыя рёшешя, они будуть вида: 

2=-, и =. | 



_ садовательно 

ре и< 

Ной уж в-тд-тие; 
а #=1-9. : 24 

Цфлыя значены # дадуть таковыя же и для 2, ум 2. : . 

ПРиизРЪ. Пусть даны ур—шШя 
ее 

6% Ту 22=21...(1) 
у . 82 бу 62—49... (2). Е }. 

_ Ивключинь 2, находихь ре к: 
; 105 — 26у = 14. ых ; 

‘или, по сокращеши на 2: аВыщиР 
г 5% — 13у =7, о 

_ откуда: - 
х=4—13 у=1— 54. ы 

Подстановка въ (1) дасть: 

— 436--22=4, 

` а. 

Положивъ = „ откуда #=2, получихъ о, $ 

— 48 2=2; 4 в 

2=2-|-43#, (=57. 
‘Окончательно: 

д—=4—26', у=1—10Р, 22-434. 

Легко видфть, что данная система не допускаеть цфлыхь положительных 
рышений. Е 

_ 406. р Найти число, которое три Отит млм р 
и на 23, давало бы посльдовательно остатки 4, 9 и 10. 

Обозначивь частныя соотвЪтственно буквами 2, У и 2, а искомое. число я 
буквою №, имфемъ: 

АЕ: -- о 
м. т > рии й 

или 
: е-а, Х=1у--9, Х=232 4-10, 

откуда получаежь два уравненя: ыы 

Пе--4 = 1-9 к П244=23:--10, — 



а 
которыя можно представить въ вид: 

11% —17у=5, .° (1) 
а -— 282=6... (0). 

Изь (1) иибемь: 

О Е 5, 
полагая ее =, откуда у=1 — 11. 

Подставляя вифсто-у его величину въ выражено 2, получимъ 

&—=2 17%, 

у=1— 114. 

Подставляя выражеше 2 въ ур. (2), находимъ 

11(2—17)—282=6, или 187--232=16... (3). 

16 — 1872 — 8 16—$ 
23 Г 8 

Отсюда 2 и, 

полагая Ве, или 3#-- 237 = 16, отвуда 

оз , , 
АЕ Е 5 ВРЬИ, пая ЕЁ, 

Изъ послёдняго ур—ня имфемь: = —1-- 34”, Обратная подстановка 
даегь послфдовательно: 

= 5—8 1-ЕЗ) НР = 13—28; 
#—=—8(18 —28)— 1-87 — — 105-187", 

Остается 2 и И выразить въ зависимости отъ #’; получимъ: 

| Зе, 
| 2532", 
А 

Взявъ для М одну изъ трехъ формуль этого числа, напр. № =11%--4 и 
подставивь вмфсто 2 найденное выражене, имфемъ: 

Х— 11(—219-{- 391#') +4 =— 2405 +- 4301". 

Это и есть общая формула всфхъ чиселъ, ихфющихь то свойство, что при 
ъдфлени на 11, 17 и 23, они даютъ остатки, соотвфтственно равные 4, 9 и 10. 
Полагая {"—=0,1,2,...,—1, —2,. . , находимь цфлый радъ чисел, 
этого свойства. Такъ: 

1=0 дать №==-— 2405; 
1—1 даетъь №==1896 ит. д. 
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Если бы требовалось найти наименьшее положительное число даннаго свой- 
ства, то оно соотвфтствовало бы наименышену цфлому #”, дающему для М—по- 
ложительное значене. Такое #" опредфляется изъ усломя: —2405--4301”>0, 
и есть #" =—1; соотвфтствующая величина № равна 1896. 

407. Подобнымь же образомь рёшается всякая система ур-— в, въ кото- 
рой число неизвфстныхь однимъь больше числа уравненй, потому что посл®до- 
вательныл исключеня неизввстныхь всегда приведутъ къ одному у—ню 2 

неизвфстными. Пусть для примбра дана 

Задлачл. Найти число, которое при раздълени на 5, 6, 7и8 
давало бы послльдовательные остатки 3, 1, Ои 5. 

Обозначивъ искомое число буквою №, а частныя по порядку буквами 2, У, 
д и и, находимь: 

Х—52--3, М==6у-1, №=72, М 8и--5; 

откуда 3 ур—ня 
1. 55—6бу=— 9, 

2. 51—78 3 
3. 5д—8ы 

Въ данномъ случаф нфтъ даже надобности въ исключены неизвЪстныхь, нбо 
и безь того каждое ур—ве содержить только два неизвфстныя. 

Рьшая ур—не 52 — 6у= —2, находим: 

у=2--5, =2--6. 

Вставляя #=2-|-6# въ уравнени (2), получаемь ур— не 

17а — 306 = 13, 
изъ котораго находияь, 

2=— И - 307, ё=— 3-79. 
й 

Выразивъ 2 и у черезь {, имфемь 

&=— 16-427, у=— 13-350. 

Вставляя вмфсто < его выражене черезь # въ ур. (3), имфемь 

2107 — 8м = 82, 
откуда: 

1-4, и=16-- 1057; 

Выражая и остальныя неизвфстныя черезъ &”, получаемь 

2=26-- 1682, 
у=22-- 140’, 
2=19-- 1207, 
и—16-- 105%. 
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Вычиеляя №, проще всего по формул №==72, находимъ: 

Х=138-- 840/". 

Итакъ, искомыя числа изфютъ видъ 133 -|- 8401; изъ нихъ наименьшее по- 
дожительное = 133. 

3. Ршенше въ цфлыхъ числахъ уравнен!я, содержащаго болфе 

двухъ неизвфетныхъ. А 

408. Ограничимся разсотрёшемь случая одного уравнешя съ 3-мя неиз- 
вфетвыхи, 

Пусть будеть ах-- фу-|- сё = @ такое ур., въ которомъ а, 6, си @—чи- 
сла цблыя. Прежде всего необходимо, чтобы коэффищенты а, Би с не имфли 
такого общаго множителя, который не заключается въ 4; иначе ур. не могло 
бы быть рёшено въ цфлыхь числахь. ели же эти коэффищенты имфютъ общаго 
множителя, содержащагося въ 4, то его удаляютъ сокращенемъ; затмъ могуть 
представиться два случая: 1) изъ трехь коэффищентовь а, Би с, по крайней 
хфрЁ, два — первые между собою (или @ и 6, или @ ис, или 6 и с), какъ 
напр. въ ур—ни 122--11у--152==141, гдф 12 и 11— числа первыя между 
0бою; 2) или каждые два коэффищента имфютъ общаго множителя, такъ что 

„ Нфть ни одной пары коэффищентовъ первыхъ между собою; таково ур— не 

122 15у + 202—181, 

въ которомь 12 и 15 дБлятся на 3; 12 и 20—на 4, а 15 и 20— ва 5. 

409. Первый случай. Пусть а и Б—числа первыя между собою; перене- 
семь сг во вторую часть ‘и приложимь къ ур—нйо 

аз у =а— са 

премь $ 394, принимая на время 2 за извЪстное; такижъ образожь мы най- 
дежь формулы . 

в=а—М, ужа, 

въ которыхь & и В—цфлые относительно 2 полиномы первой степени. Давая 2 
й  произвольныя цфлыл значешя, найдемь цфлыя значеня и для & и У. 

Если неизвфстныя должны быть, сверхъ того, положительными, то даемь 2 
произвольное, но цфлое и положительное, значеше, и полагаежь 

а—ы>0 и 8--4Ё>0, 

откуда получим для { два предфла; смотря по тому, будутъ ли эти предблы 
одного смысла или разнаго, согласные между собою или противорёчание, полу- 
чится неограниченное число цфлыхь положительныхь рёшенй для хи у, или 

же ограниченное, или же такихь рёшешй совефмъ не будетъ. Такимъ образомъ 
поступаютъ по отношению ко всякому цвлому положительному значению 2. 

ПРИХФРЪ. Пусть дано ур— ше 

58 Зу— 122 =41. 
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Такъ какъ 5 и 8 числа первыя между собою, то указанный прехь прихф- 
нимьъ къ этому уравненю. Итакъ 

5%-|-8у— 41-192, 
откуда 
Е 5 

ИЛИ 

а=8--2—2у-ь 

подавая ГЕИ шли 2—5 = —1— 32. Отсюда 

уе аи, 

полая ТЕ, ши 61-50. 
Это значене, подставленное въ У, даетъ 

уфа шн у=р—#- 2-50. 

Подставляя найденныя для У и { величины въ формулу 2, получимь 

= 8-22-22 —4—10#--1--27=5--42 — 82. 

Жели ищежь для 2, у и 2 только положительныя цфлыя значевя, то опре- 
дфляя предфлы для #, получимь 

Е и ром 

а 1 
Отсюда: и >= Е 1, слёд. #> — а какъ для 2 бережь только по- 

ложительныя значеня, то, включая сюда и 0, нифемъ: 

#=0, 1,2, . дю >. 

При 2==0 находимь а и <» слфд. можно положить только 

#—0, что даст: &=5 и У=2. : 

При 2 =1 нифемь #>-5 и#<15$; сп. можно взять рб и = 

что дасть: 
` #=0. ..у=1, 2=9; 

ЕЕ 

При 2==2 находниь #>0 и в<15, слёд. можно взять Ё==0 (ибо 

слое #>0 не исключаеть равенства) и # = 1. . 

При {=0 имфель: у=0, 2= 13; 
> =1 > у=5, = 5. 
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При 2==3 получаемъ, #>т и 6 < 21, сйдов. можно взяты # 

Р—=2, что дасть: . > 

#=1. ..9=4, 159; 652. ..у=9, 2=1. 

Продолжая такимъ образожъ, получимъ сколькб’ угодно системь цфлыхъ по- 
ложительныхь рёшенй. 

410. Второй случай. Положихь теперь, что жежду трежя коэффищентами 
нЪть ни одной пары взанино-первыхь. Назовеь буквою № общаго наиб. дЪли- 
теля, напр., для аи 6; и пусть а’ и 6' будуть, частныя отъ раздфленя аи в 
на №. Ур—не будеть 

пах - Му -| с —а, 
откуда 

а®--бу= = 5 

Полагая, что первая часть есть число цфлое, необходимо, чтобы и вторая 
равнялась цфлому числу, напр. #; въ такомъ случа 

аз--бу={. ..(1) 

в ть и & ма...) 

Но а’и В’ первыя между собою, какъ частныя оть раздфлешя @ и В на 
ихъ общ. наиб. дфл. й; а потому ур. (1) нифеть цфлыя рёшеня вида: 

х=а—6Ё и У=В-Нае. .. (3) 

тдЪ ан В суть цфлые полиномы первой степени относительно {, 

Затфиь, замбчая; что с и -—первыя между собою ‘числа, потому что мно- 
житель №, будучи общимь для @ и В, не дёлить с; усматриваемъ, что ур. (2) 
имфетъ цфлыя рёшеныя вида 

#=у— М" и 1=8"... (4). 

Подставляя эту величину # въ формулы 2 и У, мы представимъ эти -неизвЪст- 
ныя цблыми полинохами первой степени въ #’ ий; между тЪмь какъ 2 зави- 
сить только оть #”. 

Если вопросъ требуеть еще, чтобы 2, У и 2 были положительными, то 2 
должно выразить; что величины ихъ больше нуля. Въ полученныхь неравен- 
ствахь нужно стараться изолировать Ри {” и такимь образожь получить 
предфлы для этихъ неопредфленныхь; однако, изъ теори неравенствь мы зна- 
емъ, что это не всегда возможно. 

ПРимзрЪ. Пусть дано ур— не 

6#— 10у-|- 152 = 37. 

Замфчая, что 6 и 10 иибють общаго дфлителя 2, даемъ ур-—нию видъ: 

37 — 152 
—_> Зе бу" 

За 



Зе буе ы Е вы 152-2637. 

Изъ перваго находинь > 
* - 

УЗ и 2—2: 56. 

'Изъ второго имфемъ 

2—1” и #=11-- 15. 

Ветавляя эту величину { въ выражешя У и х, получимъ 

у=И-15 3 и х=22-- 30—50; 

достаточно дать Ри {” как я угодно цфлыя значеня, и такихъ образомь по- 
‘лучатся цфлыя значешя =, У и 2. 

Чтобы выдфлить только положительныя, полагаехъ 

1—27">0; И--15—3>0; 22-30 —5>0. 

Первое даеть "< т. Два друмя можно написать такъ: 

З—157<И и 5 — 30 < 22, 

или, умноживъ первое на 2: 

ви — 30 <22 и 56—30 <22. 

Изъ услошя 21 имфемь 30/’<15. Складывая это неравенство съ 
каждыхь изъ двухъ предыдущихь, находимьъ усломя 

6 <37 и 5Р<З1, 

изъ которыхь второе заключается въ первомь. Итакъ, количеству # можно 
_ давать только значешя ‹ 

ь 558,5, +4. ..ю — ©: 

Изъ неравенствь въ и {” находим 

ие 5 - * 

При положительныхь (первый предфль больше второго, поэтому нужно , 
‘удержать первый предфлъ. При отрицательныхь {-——наоборотъ, при чемъ для &” 
слфдуеть брать только величины между 0 и этихъ вторымъ предфломъ. х 

Такимъ образомъ, находимъ: . > 

Для Г=6, 5, 4, нёть соотвфтствующихь значеый для &”. 
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ОТДЪЛЪ ТРЕТИЙ. 

УРАВНЕНШЯ и НЕРАВЕНСТВА ВТОРОЙ и ВЫС- 
ШИХЪ СТЕПЕНЕЙ. 

ГЛАВА ХХУШ. 

Мнимыя величины и дЪйстыя надъ ними. 

411. Происхождене мнимыхъ количествъ. Мы видфли, что извлечене корня 
привело къ открыт. двоякаго рода новыхъ величин — несонзмьримыль и мни- 

мыло. (ъ величинами перваго рода мы уже ознакомились; переходимъ къ изу- 

ченйо величинь второго рода— мнимых. 

Пусть требуется извлечь У— 49; очевидно, что по абсолютной величин 
этоть корень равняется 7; но онъ не можеть быть равенъ ни 7, ни —7, 
ибо и (--7)* и (—7)* дають -- 49. Такимь образом, квадратный корень изъ, 
отрицательнаго числа не м. 6. выражень никакимь положительныхь и никаким 
отрицательнымь числомъ. Къ тому же заключению придемь и относительно 7 1, 
И— 17, вообще относительно, 4 — а*. Итакъ, вообще: корень четной степени 
изъ отрицательнаго числа не м. 0. выражень ни положительнымь, ни отрица- 
тельнымь числомь, и представляеть поэтому новый разрядъ величинъ: ихъ на- 
зывають мнимыми, въ отлич!е отъ обыкновенныхь положительныхь и отрица- 

й тельныхь чисель, называомыхь Оъйствительными. 

412. Приведене мнимаго количества къ виду а./И— 1. Всякое мнимое 
количество приводится въ зависимость оть простйшаго мнимаго выражения: 
—1. Въ самом да, имфя мнимое выражене У/— 49 и разложивь — 49 

на множители 49 —1, а затфиь примфнивъ правило извлеченя корня изъ 
произведеня, послФдовательно найдемъ: 

У—49=и49Х—1=и49ЖУ-1=-7.И-— в 

и вообще 

И-@=иИа, —1=уя. И=т=-а/—1. 
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Отсюда видно, что всякое мнимое количество можно представить подъ ви- 
домъ произведешя изъ /—1 на нфкоторое положит. или отрицат. (соизмрихое 

или несоизи.) число; слВд. мнимое число составляется изъ. И — 1 точно такимъ, 
же образомь, какъ дфйствительное число изъ положительной или отрицат. оди- 
ницы. Поэтому И-—Т разсматривають какъ нфкоторую новую, особаго рода, 

ницу, п называють ее мнимою единицею. Гауссь предложилъ обозначить 
ее буквою $. Знакъ $ Коши называль ключем. 

Такихь образомь, выфсто 5/1 пишуть 5й вифсто 5 а/-—Т пишугь 
| @%, 

413. Общ видъ всякаго числа. Мнимое выражеше вида @-|- 8, состоя= 
‘щее изъ дфИствительной части @ и чистаго мнимаго члена 5%, называется ком- 
плекснымь количествомь (т.-6. составнымь) или просто хомплексомь; въ немъ 

ап — дЬИствительныя количества, причемь © называется хоэффищентомь 
при мнимой единиц. Два, комплексныя количества: @-|- 0 и @— 55, различаю- 
щяся только знаками коэффищента 5, называются соиряженными. 

Комплексное количество есть самая общая форма чиселъ: въ немъ заключа- 

ются дЪиствительныя и чистыя мнимыя числа какъ частные случаи, Въ самомь 

два, полагая 6—0, получаемь дЪйствительное количество а; полагая же а==0, 
находимъ чистое мнимое количество ы. 

Модуль. Абсолютная величина квадратнаго корня изъ суммы квадратовь 
дЬйствительной. части и коэффищента при мнихожь знак “#, т.-е. Уя-Еы, 
паз. модулемь комплекснаго выражен я. Таких образомъ: 

модуль комплекса 3-|- 4 равень УЗ? 41 = 5; 
> ›» Ты › УП-ЕЯ=УП8. 

Бели въ выражеши а--5 положить 5 = 0, то комилексь дастъ дфйстви- 

тельное количество а; модуль же обратится въ Ия а —а, т.-6. модуль дъй- 
стеительнало количества равень ео абсолютной величинт. 

414. СТЕПЕНИ #. Прежде всего мы должны разсмотрёть возвышене въ, 
степень мнимой единицы 1. 

1. Очевидно, й =(ИТ ит, 
2. #й=(/И—1)%; пахождене результата можеть повести ‘въ даннохь 

случа къ нфкоторыхь недоразужфияиь, и потому требуеть. разъяснешя. По 
опредфленйю корня пифежь (И—Т)*= —1; ©ь другой стороны: (ИТ) = 
ИТИ1=ИЕ=- 1; спрашивается, что же брать для #: —1 или 
1? 63у разъясниль это недоразумше, замфчая, что когда мы не знаемь 

происхождешя подкореннаго количества въ формул Уа?, то должны брать ддя 
корня двойной знакъ, т.-е. полагать ие — 4; но когда знаемъ, происхожде- 
Ще подкореннаго количества, т.-6. знаемь, получилось ли @* отъ умножешя 
(Ч а)СЕа), пли же оть умноженя (—а)(— а), то корень слфдуеть брать 
съ однимъ знаком: въ первожь случа съ --, во второмь съ —. Этоть случай, 
очевидно, относится къ выражению (И—Т)*=И—ТУИ—1=ИС-0* 11 
здфсь подкоренное Е получилось оть возвышешя въ квадрать — 1, а 
не -- 1, а потому для УЕ в» данномь случаль надо брать значене: — 1. 
Этимь всякое недоразужьше устранено. Итакъ, ® = — 1. 



Возводя затЪиъ # въ слбдующйя выспя степени, найдемь прежшя значеня 
степеней. Такъ: 

м в. —1=—1; И, 

=. и = Тит. д. 

Можно доказать, что и при дальнфйшемь увеличены показателей буть 
перодически повторяться все тб же четыре значешя степеней, т.-е. 1, —1, 
— и 1. Въ саможь дьл, по отношению къ дфлителю 4 вс цфлыя числа 
можно разбить на четыре группы: 1) числа, дфляцйяся на 4 безъ остатка; 
2) ‚числа, дающя при дфленш на 4 въ остаткф 1; 3) числа, дающйя при д%- 
лени‘ на 4 въ остаткЪ 2; 4) дающя при дфлител$ = 4, остатокъ 3. Вев они 
заключаются, поэтому, въ четырехь формулахъ: 4”, 4% 1, 41-2, 4т-|-3, 
тдф п— какое угодно цфлое положительное число. 

Давая показателю каждую изъ этихъ четырехь формъ, получижь послёдо- 
вательно: 

1. ® —(й) "= 

4. 

Отсюда заключаемъ: всъ четныя степени $ дъйствительны, и равны: 
-- 1, кода показатель есть число кратное 4, и --1, кода четный 
показатель не дълится безь остатка на 4; весь нечетныя степени 1 
мнимы, и равны: -|-, кода показатель при дълени на 4 дает» оста- ` 
ток» 1, и —1, кода рпи дълени показателя на 4 получается оста- 
ток» 3. 

Напр., при дфлени 17 на 4 остатокъ =1, слёд. #7 = $, ит. д. 

415. ТЕОРЕМА. Чтобы комплексь а-- М равнялся нулю, необходимо 
и достаточно, чтобы дъйствительная часть и коэффишенть при 1 
равнялись нулю, т.-е. чтобы а= 0 и $ =0. 

Въ самомъ дёлЬ, равенство а -- & =0 даеть а = — , откуда, возвышая 
00% части въ квадратъ, и замфчал, что 

а #——1, иемы @=0.—1, или а*—=—6?, откуда а =0. 

Но сумма квадратовъ двухъ дфйствительныхь количествъ @ и В тогда только 
можеть Е нулю, когда каждое количество отдфльно равно нулю; сл®д. 
а=0ив=0. 

Обратно, если а=0 и 6—0, то оба члена комплекса обращаются въ 0, 
и сл6д. а--м=0. 

416. ТЕорЕмА. Чтобы два комплекса были равны, необходимо и 
достаточно, чтобы бъйствительныя части и коэффишенты при @& 
были отдъльно равны между собою. 
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У _Вь саможь дфлЬ, изъ уравнешя 

а--ы=а- и 

_ 10 перенесен вофхъ. членовъ въ первую часть и по вынесени # за скобки, 
нием 

1 @—я-+6—8:=0, 

откуда по предыдущей теоремф нифемъ: 

а—а—=0 ин 65—80, ни а=а н6=8. 

Са%х., сказанное услоше необходимо. Оно и достаточно, ибо при а =Я и 
$ — В оба конилекса становятся тождественными. 

Дъйств!я надъ комплекеными выражен!ями. 

-- 417. Условившись правила, найденныя нами для дфйстый надъ дфистви- 
тельзыжи количествами, распространять и на нимыя, мы придемь къ тому за- 
жфзательному выводу, что результазть всякаю дъйствя надь комплексами 

эт» ко выраженмямь тою же вида. 

1. Сложене. Пусть требуется сложить а-|-& съ с-|- 4. Прилагая сюда ь 
вразало сложешя дЪйствительныхь количествъ, найдемъ: (а-|-6#)-|- (с--@) = 
—а-- м-|-с-- 4; или, перемфняя порадокъ членовъ и выводя # за скобки, 
золузихъ: 

ао =(-9-6-9.& 
зыраженю того же вида какъ и слагаемыя. 

ПриизвРъ. (5-|- 4) (—7— 9) = —2— 54. 

Примьчанще. Сумма двухъ сопряженныхь комплексов есть величина дй- 
ствательная; въ самомъ дфлЬ: ^ 

ао аи) =2а. 

2. Вычиташе. Вычитая с-- 4 изъ а-- В, имфемъ 

а ы) — се @=а+{Ии—с—@=@а—о--6-—а, 

ыражене того же вида, что и данныя. 

3. Унножеше. Прихняя правило умноженя многочленовъ, данное для’ дЁй- 
ствительвыхь количествь, и замфчая, что 1? — — 1, найдемъ: 

а--ы) ея =ас--ые-- ава — ас бо -а-—а (а —ва)-|- 
Е бе-наа) 0 

выражене того же вида, какъ и сомножители. 

Тавъ какъ произведеше двухъ комплексовь есть выражеше того же вида, 
то, умвоживъ это произведеше на третй комплексъ, получимъ` снова выражене 
комплексной фориы и т. д. Слфд. теорема справедлива для какого угодно числа 
мнимыхъ множителей. 
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АВ: 

Приизръ, (3-- 59 (4— 79) =12-|- 20—21 -|-35 =47 —&. 

Примпчане. Взявъ сопряженные комплексы, имфемъ: 

(аа =я—м.й=а-- 1, 

т.е, промзведене двужь сопряженныхь комплексовь есть дъйствительное 
положительное количество, равное квадрату ихь общало модуля. 

4. Дълене. Пусть требуется раздфлить а-|- 6 ва с-|- 4. Изображая ‘част= - 
ное въ видё дроби, нифемъ НЫ 

а 0 

са 

Для ничтожешя мнимости знаменателя иножимъ чиелителя и знаменателя 

на с — @ (выражеше, сопряженное съ знаменатедемъ), и находимъ послёдова- 
тельно: 

аы _ аа _(а--) + бе— аа _ ас -- 4, ю—а@ 
ее с4е-я— а ета Гаа" ® 

10-15 _ (104150 — 29 _ 40 — ; 
ПРИИЗРЪ. ЕЯ 5 ой 8—5 

5. Возвышене въ степень. Такъ какъ возвышене въ итлую положи- 
‘тельную степень совершается рядомь послфдовательныхь умноженй, а произ- 
ведоше комплексовь есть выражеше того же вида, то и стенень комплекса им\- 
етъ тоть же видъ. СлЁд. 

(а-- 5)" =@а--в)(а-Еы). ..@+=Р-&, 

16 Ри 0—дЪйствительныя количества. 

ПРимзРЫ. 1. (@-|- 4) = а*-|- За5 -- 638 = (а — 6) -|- заб. 

1. (1(—И3. 24:=1—3.У3.#3. (3. 2'—(3. 9 
ЗИЗ.+— 9-Е ЗИЗ.1=— 8. 

Если показатель степени— цфлое отрицательное число, то 

р 1 \* (ав) мм $ 
а (еы) (ты) Зав % 

сл. степень нифеть тотъ же видъ- 

6. Извлечеше корня; Пусть требуется извлечь квадратный корень изъ ком- 
плекса а-|-5%. Докажежь, что результать дфйстйя и въ этомъ случа будетъ 
комплексь того же вида, т.-е. что 

Иа ==-ри. . .(1). 

Предложеше это будетъ доказано, если окажется возможнымь найти для & 

и У тая Оъйствительныя значеня, которыя удовлетворяли бы этому равен- 
ству. Возвысивъ 006 части въ квадрать для освобождешя первой части отъ 
радикала, получимъ ур. 

ара фу... (2). 



6416), чн что такое авощотво возможно оны тогда, ен 
ствительныя и мнимыя количества отдфльно равны между. ‘собою; слвд. ур. ет 
распадается на два: 

я —у=а и 2—0... (3). > ы 

Такижь образомь неизвфстныя 2 и У должны удовлетворять двумъ уравне- 
Шымъ второй степени, изъ которыхь они всегда могуть быть опредфлены. Для _ 
этого возводимъ оба ур-—Шя въ квадрать и складываежь: 

аа у — рая дал Е ли (Ну ай, 

Извлекая изъ обфихъ частей квадратный корень, имфемъ, 

вру -узеЕИ. 
Передь радикаложь надо брать одинъ знакъ -|-, потому что первая часть, 

какъ сумма квадратовь дфйствительныхь количествь, всегда положительна. Та-. 
кимь образожь, система ур—нй (3) замфияется слдующею А: 

ы я --=у®-ЕИ. и фуга, ге 

Складывал сначала, а потомъ вычитая эти ур— ня, находимь 

зи -о-- ИЕ, зу фа -ИАТЕЙ, 
вуз уИеИЯЯ. 

Такъ какъ абсолютная величина /а*-- 5? больше абсолютной величины @ 
или —а, и корень этоть находится подъ верхнимь радикадомъ со знакомь/-|-, 
то подкоренная величина въ выражешяхь 2 и У положительна, а потому 2 и 
у—дЪйствительны, Такимъ образомь, всегда можно найти для 2 и для У дВй- 
ствительныя количества, удовлетворяющия ур— нию (1), а потому преобразование, 

_  выражаемое этимь ур-—емъ, всегда возможно. за 
Уравнеше 22у==Ь показывает, что когда © положительно, 2 и у должны _ 

нить одинаковые знаки, когда же © отрицательно, знаки 2 и У должны быть 
разные. Поэтому, разужфя подъ 5—абсолютное число, и слфдов. знаки при б— 
‘окончательными, имфемь дв формулы: 

увы [ИИ У аУАЕ: |. 
Приязры: 1. Пусть требуется преобразовать 5 128 128. 

Полагая въ формул (1) а=5, 6=—12, найдемь: 

УЕ Бер | ВЫ 

[ИУ В = е-+29. 

откуда 

- 

34*. 52 



Е . Извлечь квадратный корень изъ 3 . 

` Полагая въ формул (И) а=3 и ®=4, найдемь: 

ай узыРиВЕР: 

[УИ] -=е—9. 
ЗдЪеь мы разсматривали только квадратные корни изъ отрицательныхь чи- 

сель и изъ комплексовъ. Далфе будеть указано, что.и корни какого угодно но- 
рядка представляють комплексы того же вида, т.-е. а-- 65. 

418. Приложеня. Приводимь нфкоторыя приложены, съ цфлью показать, 
какимь образомь употреблеще комплексныхь выражен! даетъь возможность’ безъ 
труда достигать результатовъ, выводъ которыхь безь помощи этого рода выра= 
жешй представляль бы значительныя трудности. 

Теоркмл 1. Если данное число есть сумма двужь квадратовь, то и 
квадрать ею также есть сумма двуль квадратовь. 

Пусть ® есть число, равное сумм двухь квадратовь а? и 6, т.е. 

п = 01-1. 

Замфтивь, что @*-|-6% есть произведеше двухь мнимыхь сопряженныхь вы 
ражени а-- 6 на— М, замфняемь это выраженю слбдующимь: * 

п — (а--)(а—ы). 

Возвышая 06% части въ квадрать, иифемъ: 

2? — (а-Ы)*. (а—5) = (@*— И -|- а) (а? — — ам) 
== (@— 6) 449 = (а — 51| (246), 

т.-0. п? есть сумма квадратовъ количеств: а* — 6? и 2а6, Такимь образомь, 
но только теорема доказана, но полученная формула указываеть и самый спо- 
собъ разложены: 7? на сумму двухь квадратовъ. 

Пусть, наприм., ® = 5. Это число есть сумма двухь квадратов: 2% -{- 1%. 
Полагая @=2 и 6—1, по найденной формулВ имфемь: я? = (2% — 12) -|- 
(2.2.1), или 25 =3°-{- 43. 

Положимь теперь #=25, а—4, 5 =3, по той же формуль найдемь: 25% 
или 625 = (4% — 3*)-- (2.4.3) = 7? -{- 24; ит, д. 

. Теоримл Н. Произведение двухь чисель, из» которыжь каждое есть 
| сумма двухь квадратовь, также равно суммь двужь квадратов». 

Пусть даны четыре комплекса: а-- 6, а— 1, а’-|- 5%, а’ — 6 попарно 
сопраженные; взявъ произведен 

(а-Е Нав а-- и (а —59, 

помноживь перваго множителя на второй и третьяго на четвертый, найдежь: 
(а? -|- 6*)(а*-- 5). Если же помножимь перваго на трей и второго на чет- 
зертый, получимь [аа’— 5 -|- (а/’-|- ба’) | . [аа’ — 65’ — (а’-Н’), пли 
(аа’ — 6)1-|- (а Ъа’)?. Слёд. 

(аа 59) — (аа У) (абы). . (1) ; 
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ели умножимь перваго на четвертый и второго на третй, то произведене 
_ приметь видъ: [аа’-- БУ -- (а — аб’)й . [аа -Н Ш — (а —а5))# |, пли 
(аа’-|- 5) -| (а — а’). Такимъ образомъ имфемь другую формулу: 

(ава 9) = (аа @%—а5*. .. (2). 
Формулы (1) и (2) доказывають предложенную теорему, показывая вмфств 

съ Теь, что ‘`разложене взатаго произведешя на сумму двухъ квадратовъ мо- 

жеть быть исполнено двоякимь образомь. Эта теорема была найдена „Теонар- 
дом» Пизанскимь. 

ТеЕорЕхА Ш. Произведене двухь чисель, изь коиль каждое есть 
сумма четыроть квадратовь, также равно сумм четыреть квадратовь. 

Взавъ тождество 
1 а 21 й 2 Ц ) 

а-2ь аа \а-5 ас) Гаев аа” 

зыполнииь въ нем три указанныхь вычиташя и освободимь его оть знамена- 
теля; найдемъ, 

6—9а—9=6—09а-9--(—9— 5, 
Положивь теперь 

р--@, р'-- 44 ия 
я Е? иг = 

зажфнимь въ’ предыдущень тождеств а, 6, Си @ ихъ мнимыми выражешями; 
получихь, 

нана) — (рии ие ый 
(оф — а") (риа — 7 — тр) (ре --4" — в" —т 
что и требовалось доказать. 

Теорема эта принадлежить Эйлеру. Приведенное доказательство ея проще 
прежнаго доказательства, даннаго Эрмииюм» и основаннаго также на употре- 
блевш комилексовъ. 

ГЛАВА ххх. 

Теометраческое предстивлбше мнимыхъ величинъ. — Обобщеше. основныхъ. алгобраи- 
ческихъ законовъ. — Предметь Аагебры, 

419. Мы ужо видьли, что если взять неограниченную прямую 2”, на, ней 
изефстную точку 0 принять за начало, и условиться длинами, откладываемыми 
= + оть 0, представлять числа положительныя, то даины, отечитываемыя 

оть 0. будуть служить геометрическимь представлешемь чисел отрица- 
тельныхь. Такъ, если отрзокь ОА будеть представлять ‘единицу, то отрёзки, 
отаоженные вирзво оть 0: ОД, ОА’, ОА”... будутъ представлять числа, -- 1, 2, 
3... отрёзки ОВ, ОВ’, ОВ",.., отложенные влфво оть_0, изобразять отрица- 
тельныя числа —1, —2, —3,... Точка, О представдяеть 0. Такимъ образомъ лия 
я’т будеть представаять всевозможныя дъиствительныя числа—положительныя и 
‘отрицательныя; она; называется поэтому осью дъйствительныхть- чисель, или дъй- 
‘ствительною осью. * те к | ы 

Спрашивается, какъ пролить геометрически чистыя мнимыя и комплекс- 
ныя (составныя) числа? Проведя черезъ точку 0 прямую уу’ перпендикулярно 

5 4% 



— 422 — 

къ 2х’, опишемь изъ точки 0 радфусомъ, равныхъ единицв длины, окружность; 
ражусъ ОС будеть среднею  пропорщональною между отрфзками ОА =-1 и 

ОВ— — 1 даметра; сад. 06=(+1. = 

ОЗ 
1, откуда ОС =У—1, т.-е. 

'0С=й. Итакъ, чистыя: 
мнимыя числа #, 2, 
3:,... должно отечиты- 
валь на перпендику- 
лярз уу’ вверхъ оть 
0, а числа —# —21, 
— 34,... на томъ же 
перпендикуляр% внизъ 
оть 0. Поэтому прямая 
уу называется осмо 
‘мнимыхь чисель, или 
‚мнимою осью. 

Пусть требуется те- 
перь представить гео- 

д метрически комплекс. 
ное число а--0й. Для 
этого на, дЪйствитель- 
ной оси откладываемь 
число а, вправо оть 0, 
если оно положитель- 
но, и вафво, если отри- 
цательно. Потомъ на 
мнимой оси отклады- 

. ваемъ число $ вверхъ 
оть 0, если оно поло- 
жительно, и внизъ, 

Черт. 44. 

если отрицательно. Изъ 
точекъ @ и &# возета- 
вляемъ перпендикуля- 
ры къ осямъ: пересЁ- 
чене этихъ периенди- 

куляровь и дасть точку, которая геометрически предотаваяеть число а--. 
Напр., точка Р представаяеть число 3-27, точка Р’— число 3 — 2, Р/—число 
—4 + 3, и Р”” — число — 3 — 3%. Согласно этому, комплексныя количества изо- 
бражаются точками, наполняющими всю плоскость. по об стороны дёйствитель- 

‚ НОЙ оси; отсюда, назваше латеральныхь количествь, данное Гауссомъ комилекс- 
нымъ числамъ. Точку Р называють аффиксомь комплекса 3-26 «точку Р’— 

_  аффиксомъ комплекса 3 — 2 и т. д. 
Пусть комплексъ а-+ 8 опредфляеть точку М; соединивъ ее съ началомъ и 

назвавъ ОМ буквою х, изъ треугольника ММО получимъ: ОМ == Иа? - 1, 
Сл\д., модуль комплекса есть длина, лиши ОМ, соединяющей точку М съ началомъ. 
Одной лини ОМ недостаточно для опредфленя точки М, ибо всф точки плоскости, 
лежашя на окружности, описанной изъ 0 радтусомъ х, будуть находиться оть 
начала на разстояни ”. Но если вмфетё съ длиною лини 7 данъ будеть уголъ, 
‘составляемый ею съ осью оз, то этихъ двухъ данныхъ достаточно для опредё- 
лешя точки М. Такимъ образомъ, абсолютная длина лиши ОМ = и направлеше. 
ея, выражаемое угломъ а, составляемымъ этой лин!ей съ оэ, вполнВ опредфаяютъ, 
точку М, такъ что положеше этой точки можеть быть представлено какъ ком- 
плексомъ а + 4, такъ и комплексомь „, которые и называются поэтому чеоме- 

прически-равными. ’ называется также модулемь комплекса т.» и есть количе- 

ство существенно положительное; уголь с наз. атументомь комплекса: онъ 
‘считается въ направлени 20М, обратномъ движению часовой стрфаки. Согласно 
этому, комплексный символь т, можно разсматривать условно какъ сумму ко- 
личествь а и 0, каждое изъ которыхъ можеть имфть только два противополож- 
ныя направлешя; такъ, на нашемъ чертеж будемъ имфть, 

та=а-+Ы. - 
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Аргументь можно увеличивать или уменьшать па цфлое число окружностей 
2%т, ибо направлеше лиши ОМ не измфнится, если поворотить эту линио на 4, 
3,... прямыхъ угловъ; сл. 

а Тао Так" * 

Если линю ОМ повернуть до совпаденя съ Ох, то уголъ а обралится въ 
нуль, и комплексъ приметь видъ 7%. Но отрзокъ полуоси 0% представляеть дЪй- 
ствительное положительное количество; сл. послфднее можеть быть ‘изображено 

символомъ 7%, тд х — его абсолютная величина. Увеличивъ уголь а до х, полу- 
чимь комплекеь”,, представляющий, слфд., дЪЙствительное отрицательное число. 

Знаки 0 и я играють роль знаковь | и —. Чистое мнимое количество 6# изо- 
бразится комплексомь 6,; мнимое — @ комплексомъ 5. 

2 Но 
Примтъчаше. Вычислене мнимыхъ вида а -- & было впервые изложено Боз= 

белли въ его алебрь (1579); но заслуга введешя въ обычай употребленя въ ана- 
лиз мнимыхь поличинъ приналлежить знаменитому Эйлери (1707—1783). Первая 
попытка, геометрическаго представлешя этихъ количествъ принаддежить члену 

Петербургской Академи Наукъ Генриху №юну (1690—1769) и относится къ 
1750 году. Аббаль Бюэ (Вибе) первый предложилъ, въ 1806, представлять мнимыя 
единицы на, оси перпендикулярной къ дйствит. оси. Въ томъ же году Роберть 
„Арандь, изъ Женевы, приложиль новую теоршо къ доказательству нзкоторыхь, 
теоремъ. Но усовершенствовайе этой теор принадлежить Гауссу, и ему же 
обязаны комплексныя количества правомъ гражданства въ наукЪ. Благодаря 
этимъ количествамъ, ученик Гаусса Риманнь пришель къ весьма, важнымь от 
НЫ Развитио р мнимыхъ количествъ также много способствовали Коши, 
ежандрь, Абель, Я И: прассь. 

420. Обобщене основныхъ алгебраическихь законовъ. Опредфлешя дёй- 
ств Й остаются прежня; но какъ поняте о комплексв шире поняя объ обык- 
повенныхь положительныхь и отрицатель- 
ныхъ количествахь, то и дЬйстя надъ 
комплексами должны получить болфе широ- 
&й смыслъ. 

421. Сложеше номпленсовъ. ‘Так 
какъ. всяк комплексь опредфляется дли- 
ною нфкоторой лини и ея направлешемт, 
то подь сложешемь комплексовъ разум®- 
ють слфдующую операщию: сложить чъ- 
сколько комплексовь значить помъстить 
начало вторало въ конць первао, давая 
второму направлене, опребъляемое сю ар- 
пументомь; начало третьяо въ конц вто- 
ито и т. 9. Суммою будеть лишая, соеди- 
няющая начало по комплекса сз. кон- 
цомь посаьдияло. евидно, это предста- 
влеше сложешя есть не болфе какъ об- 
общее понямя о сложеши противополож- 
ныхь величин, заключая въ себ послвд- 
нее, а равно и ариеметическое сложене, Черт. 45. 
какъ частные случаи. 

Такъ, если требуется сложить два комплекса а, и 0, чертимъ линию ОМ=а 

подъ угломъ а съ положительнымъ направлешемъ оси а”, затВмъ наносимь оть 
точки М линно МВ = подъ угломъ 8 съ тою же осью, и соединяемъ точки 0 
и В: лишя ОВ по величинВ и направлению и выразить искомую сумму. 

Три точки О, Ми В, вообще, лежать не на одной прямой, образуя тре- 
угольникь МОБ; замфчая, что въ треугольникз одна сторона меньше суммы 
двухъ другихъ, но больше ихъ разности, находимъ, что: /ль ры Му 
комплексов» меньше или равенз суммь модулей слиаемыть, и больше или равен» 
иль разности. 
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Поступая такимъ же образомъ съ нёсколькими комплексами @,, 6,, с. ; най- т 
демъ ихъ сумму, выражаемую по величинв и направлению лишей ОС, соединяю- 
щей начало 1-го комплекса съ концомъ послфдняго. (Черт. 45). 

Когда всф вершины многоугольнаго контура-ОАВС находятся не на одной 
прямой, то ОС, зекъ прямая, будеть меньше ломаной ОАВС; если же всв вер- 

шины 0, А, В, С, будуть на 
одной прямой, то ОС ‘будеть 
меньше или равна сумм сто- 
ронъ контура. Итакъ модуль 
суммы нъсколькихь комплексовь 

‘равень или меньше суммы мо- 
дулей слалаемыть. 

422. Занонъ перемъсти- 
тельный въ сложенм. Возь- 
мемъ тв же три комплекса Ч 

5, с.; Чтобы построить сумму 
„+ [0 7+ с, проводимь посл%- 

довательно прямыя ОА = а, 
АВ—6, ВС-=с подъ углами 
”, Витсъ ОХ. Сумма выра- 
зится лишей 00. `Чтобы по- 
строить сумму а, -- в, + 5, 
риекь изъ точки А прямую 
АО, равную и параллельную 
ВС, и соединимь 0 съ С; изъ 

равенства и паралдельности сторонъ АР и ВС слфдуеть, что фигура АБСВ есть 
параллелограмъ, сл. ОС и АВ равны и параллельны; такимь образомъ, прямая 
АБ представаяеть комплексъ с.‚а ОС —комплексъ 6.. Видимъ, что конець по- 

слёдияго слагаемаго суммы ао, 5% находится въ той же точк® С, какъ и 

конецъ послФдняго слагаемаго суммы а, ы+ 6: обф суммы, сафдовал., равпы. 

у 423. Законъ сочетательный 
въ сложены. Разсмотримь т же 
три комплекса: а, = ОА, $, =АВи 

с.-=ВС. (Черт.46). Ихъ сумма равна, 

0С. Но АСВ, --о› и ОСможно 
разсматривать какъ сумму ком- 
плексовь ОА и АС. Сад. 

Черт. 46. 

а. НЫ в =в + @+е), 

т.е. комплексы сочетательны’ в 
сложен. 

424. Вычиташе номплексовъ. 
Вычиташе опредфляется какъ дЪй- 
стве, обратное сложено. Легко 
видфть, что вычитанще комплекса 

Чарт. 47. а, сводится къ приданю противо- 

> . оложеиило "хомидахВаТ ФЕ Въ 

самомь дЪдВ, сумма двухъ противоползожныхь комплексовъ а, и а, /_„, какъ не 

лрудно убфдиться, равна нулю. СлЪдов. 

о ма, „Рат, а, „фад=т, от. 



т Ген к в а, даеть =. 
м Пусть (черт. 47) изь комплекса ОМ = а, пужно вычесть комплексь ом— 

‘ласно вышеприведенному правилу пита, должно къ ОМ придать. т 
, ИННА комплексу ОМ’, т.-е. оть точки М провести линию 
и о, М’ и равную 5, но въ противоположнохь направлены. _ 

М и м! я т.-е. ОВ и представить искомую разность. 
г ‘построеня слфдуеть, что т. к. точки 0, М, В, вообще, состав- 

ь тт о никъ, то: модуль разности двуть комплексось не больше суммы 
комплексовь и не меньше ить разности. 

425. Умножене номпленсовъ. Распространяя опредфлене умноженя па 
Сы мы должны разумть подъ этимъ дфйствемъ слфдующее: умножить 
я 5; на а, значить произвести надь множимымь ть же дъйстая, 

ею ‘произвести надь положительной единицей для составлешя изь пея 
чтобы изъ --1 или изъ 15 составить а. „” Надо: 1) помножить 

нь единицу на а и помфетить а на ОХ, волфдстве чего получится @9; 
)) ) повернуть ‘ау на уготь а. СлЬд., чтобы у $, наа„, нужно сначала, по- 

ъ этомь опредфлеши заключаются, какъ частные случаи, опредфлешя умно- 
ыхъ чисель и противоположныхъ. Такимъ образомъ, имфемь: 

9..0,  =аь 
(9. (+5= 
9.5 = 
(—а).(-= (о, = (аби аб. 

426. Свойства произведений. 
 ВЫВОДИМЪ: 

а. 8, — (90), +. В но а = а и а-|- =} --а, са®д., (ав), 

или, по опредфленю умножешя, ь- а.. Итакъ 

1зъ опредблешя умноженя комплексовъ прямо 

и. 

обеда, 6); =, ве 
н . дая умноженя комплекса а, ‘произведеще двуть друтить, вы ис, нужно 

8, умножить послпдовательно г каждый изь комплексов» а и ", в» этомъ 

_( завлючается закон сочетательный въ умножени. _ 
< 

и Основываясь на этихь двухъ положешяхъ, не трудно доказать, закон ие- 
‘ительный для какого угодно числа ие я 

Ш. Докажемь равенево . В 

ас) а, в.в) 
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выражающее закон» распредълительный въ умножени. Комплексы 8, ис у’ под- 

лежалце сложенио, образуютъ между собою и уголъ { — 8, лополнитель- 
ный до я къ углу А треугольника ОАВ. Послфдый вполн® опредфляется этимъ 
‘угломъ и сторонами ® и с. Третья сторона, выражаеть по величин® и направле- 
нио ихъ сумму 5 + “у р. 

Если каждую 38 величинъ И и с. помножимь на а, то модули ихъ умно- 

жатся на а и сл. сохранять то же самое численное отношеше. Аргументы ит 
получать одно и то же 
приращеше а, слфд., со- 
хранять ту же разность. 
этому, если составить 

сумм: та частныхъ произве- 

ден 6. 9, то по- 

лучится ЗВОН 
А'В’ подобный ОАВ, 

такъ какъ углы "Аи А’ 
равны и заключающия ихъ 
стороны прон я 
ны, Олд. ‘будеть 
имЪть модулемь т ‘умно- 
женное на а, НЫ б 

2х же комилекса ОВ м 

Черт. 47. В 
-- А’ОА = ВОХ -{ а, т.-е. 

прежнему аргументу, сложенному съ а. Итакъ, сумма 46 аб, — Провзвь- & 

денйю а, ни ). 

у. а, .0=а,.0, =@. 0)... =0,=0. 
Слфд., ‚ИВ двухь комплексовь равно нулю, кода модуль одною из нить 
ривень нулю. 

У. а,.1=а,.1,=(а.1,=а,. 

Сийд., умножеше комплекса на 1 не измънлеть ею, 

427. ДЪлеше. Сохраняя прежнее опредфлене этого дёйствйя, находимъ, что 
частное оть раздфлешя @, и равно 

о), 
Въ самомъ дфлЪ, умноживъ бто частное на дфлителя, имфемъ: 

Е, = 

т.-е. дфлимое. Итажъ: чтобы раздфлить одинъ комилексъ на, другой, надо: модуль 
дълимало раздьлить на модуль дълителя, а изь арумента дълимаю вычесть 
‘аруументь дълителя. 

428. Возвышене въ степень. Пусть показатель степени # — число црлое 
и положительное; по опредфленйю возвышешя въ степень имфемъ: 

(а, "а. а... -а, (п разъ); отсюда, по правилу умножешя: 

_ нови} 
а ры. о а биа 
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Пусть показатель степени будеть цлое отрицательное число — ®. По свой- 
‘ству такого показателя, ‘имфемъ: 

4 1 1 15 1 —п @.) "=—- с ( ) Е 
в п ка в —т 

2) ат би 9 от 

Итакъ: чтобы возвысить компаексь в» цълую степень, нужно модуль возвы- 
сйть в» эту степень, а арументь умножить на показателя. степени. 

429. Извлечеше корня. Пусть требуется извлечь корень порядка % (гдё т — 
ЦвВлое положительное число) изъ кокплекса т, и пусть искомый корень выра- 

женъ комплексомъ р, такъ что 
", Ув 

По опредфленио корня, мы должны имфть г. = д”, или жк Этому ра- 

венству удовлетворимъ, полагая, что модули обфехь частей равны, а аргументы 

разнятся на число кратное 2х, такъ что для опредфлешя р и ® имфемь ур-ня: 

То = Же--а, 

тдф & — цёлое положит. или отрицат. мисло; но > есть число положительное, а 
какъ и ; существенно положительно, какъ модуль, то оно равно ариометиче- 
скому корню изъ г. Такимь образомъ имфемъ: 

=", ь= =. 

Итакъ ИР 
у’ =. „а: 

т Гт 

Опрехфлимъ, сколько различных значен!й получится для У»,. Если въ фор- 

мул% (1) даль ® два, кая-нибудь значешя, разняцуяся между собою на число 
кратное зи, то получимъ два угла, няц{еся кратнымъ 27; но повороть ком- 
плекса на уголь кратный 2х не измфняеть величины комплекса, СлЬд. чтобы по- 

учить вс® значення 7, достаточно числу ® дать и цфлыхъ послвдовательныхь 

значенй, напр. значеня 
0,1, 2,3,,...,т—1. 

Такимъ образомъ получимъ корни, которыхъ аргумезты будуть 

а м. а жа 2 В 
а оч с ® ый 

крайне углы разнятся на, т—1). 2% т.е. менфе чЪмъ на 2х, слфд. два как 

угодно изъ этихъ аргументовъ имфють разность, меньшую 2х, и потому дають 
Различные комплексы. Отсюда, заключаемъ, что 

Велкое количество, дтйствительное или мнимое, имтеть т. различныхь 
корней т-10 порядка, бъйствительныхь или мнимыхь, и только т. 

Представимь эти т корней геометрически. Возьмемъ перпендикулярныя оси 
а и уу, и опишемъ изъ начала 0, какъ центра, окружность радлусомъ рав- 
нымъ линейной единиц; пусть А будеть точка, пересфченя этой окружности съ 
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положительною частью 05 оси 2’. Отложимъ на этой окружности, начиная оть 
точки 34, въ приличномъ направлении, дугу АМь, равную по величин и по знаку 
дугё > затьмъ, оть Мь раздьлимь окружность на т равныхъ частей; пусть Мь, 

Мь, М»... Ми-л будуть точки дфленя. Если соединить начало О съ этими т 
точками дфлешя, то зи рамусовь ОМь, ОМ;,..., ОМт-1, будуть комплексы мо- 
дуля =1, а аргументы этихъ комплексовъ будуть 

У, 1+0. . 

Затьмъ, на каждомъ изъ этихъ радусовъ отложимъ, начиная оть точки 0, длину 

равную + х; новые комплексы ОМ, ОМ,,..., ОХ»-1 представять т корней т-го 
порядка, изъ дачнаго количества т, ’ а изъ построешя видно, что ихъ концы рас- 

положены на окружности центра 0 и радуса 7» ”, ‘образуя на этой окружности 
вершины правильнаго т-—угольника. 

Изъ этого построейя 

т четномь, т 
риа попарно равны и 
противоположны по зна- 
ку, и что не можеть быть 
больше двухъ дЪйстви- 
тельныхъ корней, и только, 
при т четномъ. 

Изелюдоваще. Т. Пусть 
данное количество будеть, 
дьйствительное и толо- 
жительное; оно будеть 
равно своему модулю г, - 
аргументъ же, какъ крат-. 
ный 2х, всегда можно 
принять равнымь 0, Та- 
кимъ образомъ, 

= ыы. 

Чтобы получился дЪй- 
ствительный положитель- 
ный корень, ВобооЗа 

чтобы аргументь -„- т ра- 

внялся четному А 

==2/=, откуда == тй, атакъ какъ й положительно п меньше т, то т, т.е. 

‘необходимо, чтобы #—0, и слЪд., чтобы &=0; стало быть въ числ корней будеть 
одинъ положительный, и только одинъ. 

в получился корень дйствительный отрицательный, нужно, чтобы ‘аргу- 

менть = равнялся нечетномукратному оть =, т.-е. чтобы 

= -+1)=, откуда к, 

но К — цфлое, 24 + 1 — нечетное число, сл. при т нечетномъ равенство невоз- 
можно. Ееди же т — четное, то какъ Ё меньше т, необходимо, чтобы й было 

оне видно, — 



ке дйствительный. отрицалельный корень, по’ абсолютной величин» 
_ ствительному положительному корню. я 

/ 
Чтобы два корня аргументовъ” = а тдф ® отлично оть й, были со- 

пряженны, необходимо и достаточно; чтобы, сумма ихъ аргументовъ равнялась 
четному кратному оть т, 

равный дЪй- 

откуда ЕН = т, 

а такъ какъ № и А’ положительны, различны и меньше т, необходимо, чтобы 
_ равнялось 1, и чтобы 

ЕЁ =т. 

Отсюда видно, что всякому значению ®, за исключещемь нулевого и равнато 
т я “ 

_ ъ> ебли т четное,. т.-е. за исключешемь случая дЪйствительныхь корней, со: 

_ отвЪтствуеть значение А’ отличное оть №; слёд., веВ мнимые корни — попарно, 
сопряжениы. 

Итакъ: Если. т-—нечетно, всякое дтйствительное положительное количество, 
‘импеть одинь, и зполько одинь, корень т-ю порядка положительный, и т— ть 
корней мнимыхь попарно сопряженныхь.— Если т-—четно, веякое дтйствительное 
‘положительное количество иметь два корня т-о порпдка дъйствительныхь, 
роет, и противоположные» то знаку, и т--2 корня мнимыхь попарно сопря- з 

ыг», $ 

й знакомъ, но такого корня не будеть при т нечетномь; въ обоихь случаяхь вв 
Е: ° остальные корни мнимы; и какъ многоугольникъ симметриченъ относительно 05, 

эти мнимые корни попарно сопряженны. 
кс И. Пусть данное количество будеть дтйетвительо, но отрицатёльно; оно р, 
$ ‘равно своему‘молулю, но съ противоположнымь энакомъ; всегда, можно положить, 2 

что его аргумеить а равень т, такь что количество это будеть Р, или —”, и 

Е и 
т 

Чтобы могъ быть дЪЙствительный положительный корень, необходимо, чтобы 

‘его аргументь быль равенъ четному кралному отъ л, т.-е. чтобы = НЕВЕ од, 

откуда 2% -|-1 = 2тй, что невозможно, потому что 2#--1 нечетно, 2тй четно; 
и такъ, въ данномь случа, не существуеть ни одного дфйствит. положит. корня. —— 

о Чтобы могь быть двйствительный отрицательный корень, нужно, чтобы его 
р (ЕЕ Ия в --Ю= ‚. 
ргументь —— былъ равенъ нечетному кратному отъ =, ое. (2% 1)=, р. 

откуда 2 -- 1 = (2% -- 1)т; это равенство невозможно, если т четно; слфд. при | 
четномь т не существуеть ни одного дфйствит. отрицат. корня. и 

Подожимь, что зи вечетно; въ этомъ случаЪ, такъ какъ # меньшечт, нужно, 3 

чтобы й было нулемъ, и тогда, &=* - $ слфдо, если т нечетно, будетъ одинъ 

дЪйствит. отрицат. корень, и только одинъ. 



Чтобы два корня аргументовъ т, АЕ тдЪ ' отлично оть К, 

быди сопряженны, необходимо и достаточно, чтобы сумма ихъ аргументовъ рав- 
нялась четному кратному оть м, 

Е 15, 
т т 

откуда 
В = т — 

а такъ какъ ® и Х' положительны, различны и меньше эй, сеобходимо, чтобы й 
равнялось 1, и сл. чтобы 

ВЕ т—1. 

т —1 5 При и нечетномь, со- 
отвЪтствуетъ одно значене Х’ отличное оть №, и только одно; слёд, вс мнимые 
корни попарно сопряженны, 

'Итакъ: Если т нечетно, то дъйствительное отрицательное количество, 
имтеть одинь т-й отрицательный корень, и только одинь, и т—1 т-гь корней 
мнимыхь попарно сопряженныхь. Если т четно, дъйствительное отрицатель- 
‘мое количество не ‘иметь дъйствиипельныхь пыль корней, но имтеть т разаич- 
ныхь корней т-ю порядка мнимыхь и попарно сопряженных. 

Геометрическое представлене корней приводить къ тьмъ же заключенямь; 
ак $ 

въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случа И каждое дълене МеМ,, М, М,,... 

Эх 
равно —^, а потому вершины Мо и М»-1 симметричны относительно даметра 

я 

2’0х; точки № и №-1 имфють тоже свойство, и вершины №» М» №,..., Мт-т 
попарно симмотричны относительно 2’02; отсюда видно, что корни — мнимы и 
попарно сопряженны. 

Затьмь, на положительный полуоси 05 не м. 6, ни одной вершины, на, отри- 
‹цательной же полуоси 02’ будеть вершина только при т нечетномъ; сд. если 
т — четно, то не существуеть ни одного дёйствительнаго т-го корня; при т — 
иечетномь есть одинъ дФйствительный корень отрицательный; всф же мнимые 
корни попарно сопряженны. 

ПП. Пусть, наконець, данное количество х— мнимое; аргументь его уже не 

будеть кратнымь =. Легко видфть, что ни одинъ ж-Й корень изъ #, не м, 6. дй- 

ствительнымь; въ самомъ дЪлЪ, для этого нужно бы было, чтобы 

За = 
т т 

Отсюда видно, что всякому значению №, кром® 

=”, откуды а = (ий— 2%), 

т.-е. нужно, чтобы а было кратным =, и слёдовалельно, чтобы данное количе- 
ство было дфйствительнымь. 

ЗатВмъ, не м. б. двухъ мнимыхь сопряженныхь корней, ибо для этого нужно, 
чтобы сумма ихъ аргументовъ была четнымь кратнымь х, т.-е. чтобы 

2% 
т 

или а=(тй — в — №), 

а это требуеть, чтобы данное количество было дЪйствительнымь. 

Сл»довательно: вслкей комплексь имъеть т различныть корней т-ю порядка 
зпакже комплекеныхь и. не сопряженных. 

Геометрическое представлене корней показываеть, что въ этомъ случа и 
корней суть ж НЫ правильнаго полигона, не имфющаго ни одной вер- 
шины на’ оси 2/02, и не имющаго ражусовъ симметричныхъ относительно 2”0; 
& этимъ снова доказывается, что т корней комплексны и не сопряженны. 

Примпчаще. Если взять два мнимыхь сопряженныхь компаекса г, и” а, 



то каждый изъ нихъ, какъ мы видфаи, имзеть 9% различныхъ корней эя-го по- 
рядка, комплексныхъ и не сопряженныхь. Можно показать, что жж корней эж-го 
порядка изъ 7, соотвфтственно сопряженны и корнямъ т-го порядка, изъ и 
Въ самомъ длЬ: 

а 

Но очевидно, для того чтобы два, комплекса; были сопряженны, необходимо 
и достаточно, чтобы модули ихъ были равны, & сумма, аргументовъ была, кратна, 

", =, 
2; но всь величины Ух, и У"_, имфють одинъ и тоть же модуль, слёд. до- 

Эа 
сталочно показать, что аргументу и + 7 какого-ниб. эи-го кория изъ ”, соот- 

/ 
вфтотвуеть аргументь а т-го корня изъ "_, такой, что 

2 а 2т_а 
=, 
ттт т : 

или что /'-|- ® = тй; но если даваль Х и А’ только значешя 0, 1,..., т—1, то 
нужно взять № =1, и тогда й' == Отсюда видно, что всякому значению & 
соотвфтствуеть только одно значеню #'; слд.: если два комплекса сопряэкенны, 
то т корней т-лю порядка первао соотвттственно сопряженны т корнямь т-10. 
порядка вторало. 

430. Изь предыдущаго видно, что всв д®Йствйя надъ комплексами приводять, 
къ выражешямь того же вида; поэтому весь количественный матер!алъ алгебры, 
надъ которымъ она производить хЪйствя и въ форм котораго получаоть резуль- 
талы, выражается въ слфдующей общей форм: 

а-ы ши т, 

частными видами которой являются: -|- а (или а), —а (или а,), -аё (или а), 

# 
— @ (или а тдВ а и 6 — числа дЪйствительныя, цфлыя, дробныя или ирра- 

щюнальныя, Существенный характеръ этихъ величинъ тотъ, что полное опредф- 
лен ихъ требуеть зная не только ихъ модулей, но еще и направлешя. По- 
тому ихъ называють также величинами днрективными. Однф® изъ этихъ величин 
имфють только два, противоположныя направаешя, велёдетв!е чего геометрически 
онф представляются прямыми, наносимыми на, неограниченной оси, оть ифко- 
тораго постояннаго начала, то въ одну, то въ другую сторону, смотря по ихъ 
‘направлению. Ихъ называють поэтому 000ами. Друмя величины могуть быть, 
изображаемы прямыми, проводимыми на плоскости изъ начала, въ какомь угодно 
направлеши. Ихъ называютъ плоскими полюдами; дюды—ихъ частный случай. 
Наконецъ, есть величины, въ представлене о которыхъ не входитъ идея напра- 

ваешя; поэтому ихъ изображають прямыми, наносимыми на оси въ одну сторону 
оть начала, Ихь называють монодами (изучешемь ихъ занимается ариеметика). 
Всф эти величины подчиняются тВмъ основнымь законамъ, обобщению которыхъ 
и была посвящена эта, глава. 

Въ виду сказаннаго, цфль алгебры можно опредфлить такъ: эю есть наука, 
занимающаяся изучешемь дъйствй надь плоскими помодами, и ртлиещемь всл- 
киль задачь, относящихся къ этимь величинам. 

Величины, имфюния въ пространств какое угодно направлене (какъ силы 
въ механик®, прямыя, воображаемыя въ пространствф) не подчиняются тёмъ же 
законамъ, какъ плосше полюлы, въ правилахъ умножешя и дфлешя; поэтому 
ихъ изучеше выходить изъ рамокъ алгебры. 



ГЛАВА ххх. 

Рьшеше квадратныхь ро авненй, — Изслфдован!е корней.—Вычислене орвей уравие- 
шя аз? -- Бе --с = 0; когда коэффишенть-а весьма мать. 

431. борода Уравнене называется хвадратиыме, если, будучи ра- 
ональнымь и цълымь относительно неизвЪстнаго, не содержитъ членовъ съ сх 

степенями неизвфстнаго, высшими второй. Такое ур. имфеть троякаго рода члевы: 
‹©ъ. квадратомъ. неизвЪстнаго, съ первою степенью его и’.извфстные члены; общий 

т видь его будеть, слфдовательно, 

аа? с ее 0, 

тва, Бис сть нфкоторыя числа, положительныя или отрицательных; Ф ис 
могугь быть вифст или порознь пулями, и тогда ур. называется неполныме; 
когда а, би с отличны отъ нуля, оно’ называется полнымь. у 

-432. Рьшене неполныхъ ур—нИ. 1. Когда $=0, уравнеше будеть 

ааа |-е=0. 

Раздфливь обф части на @, и положивъ для кратк —и=А, можеть 

ть этому ур— нию видъ м Ао. 
Зажфчая, что А = (Ул), получимь: 

2 —(И\)=0, ни (=—Иа-РИ№=0, 

Но чтобы произведене двухъ множителей равнялось нулю, необходимо и до- 
статочно, чтобы одинъ изъ нихъ быль равень нулю. Приравнивая перваго мно- 

жителя пулю: =—Ул —=0, находимъ отсюда #=-У А, причемь второй 

множитель обращается въ конечное количество 2]/А. Приравняеь второго мно- ь 

жителя ‘нулю: х-- УА==0, имфемь ет 2=— А, А, причемь другой мно- 

житель дасть копечную величину = А. Итакъ, имфемь два рьшены: 

г. НИХ, =’ = — ИА; ить условились, ради краткости, писать вифств: 

#= + УХА : з 

в чатать: 2 разень плюсь или минусь УЛ. 

Вели А >> 0, оба корня дЪйствительны; при А <_ 0, оба мнимы. 
Примпры. 1. Решить уравнеше 322 — 75 —=0. р 

Е 75 во вторую ‚часть, и раздфливь объ части на 3, получинь зы 
25, откуда 2=-5 И25=-Е5. Итавъ: 

я =--5; а“ =—5. 

2. РЬшить уравнеше За*-|- 75 = 0. 



_ Выводижь изъ него: 2°==— 25; откуда 2 и 25==5 
1.6. 

и мы, 

П. Положивь въ уравнени а2*--62--с==0 извёстный члень с=0, 
получаемь уравнене 

а 0 =0. 

Выводя 2 за скобки, дадижь ур—нио видъ 2 (а2--5) =0. Приравнивая 
перваго множителя нулю, т.-е. полагая #==0, и замфчая, что при этомъ вто- 
рой множитель обращается въ конечную величину ®, заключаемь, что одинъ 

изъ корней ур—Шя равен 0. Полагая затВиь а2-|-6 =0, откуда. 2 = — ь 

замфчаемь, что и при этомъ значени 2 ур— не обращается въ тождество. 

Итакъ, ур-—н@ а2*-|-65==0 имфегь два корня 

м ь в" =—-. & =0, 

Примпчане. Если бы, въ видахъ упрощешя, мы сократили первоначально 
ур. на 2, то, рёшивь полученное ур—не, нашли бы только одинъ корень 

2—— п; Друо корень 2==0 иотеряли бы при сокращени. Но едва ли пе 

лишнее снова напоминать, что не позволительно дфлить ур. на множителя, ко- 
торый можеть обратиться въ нуль. 

ПРимзрЪ. Рёшить уравнеше 32 — 7х = 0. 

Дазъ ему видъ 2(3х —7) —0, по предыдущему, находимъ два корня: 

‚ и 2 =0; 2’ = 
и - 

Ш. Вели 6 =е==0, то ур. принимаеть видъ, 

а —=0. 

Такъ какъ 4 отлично отъ нуля, то произведеше аа? можеть обратиться въ 
пуль только при 2==0. И въ этомъ случа можно сказать, что ур. имфеть 
два корня 

и=0 и 4—0, 

равныхь между собою. 

433. Рьшен!е полнаго нвадратнаго уравненя. Рёшимъ теперь квадратное 
уравнене общаго вида 

аа -- фе --е=0.. . (1). 

ПЕРВЫЙ ПРБИЪ. Принимая @ отличнымь отъ нуля, выносимь @ за скобки, 
вслфдетые чего получимъ ур. 

ве.) =0. за @) 
28 



у, анк _э о 

ое 

Замфчая, что Н .2 можно представить въ видф 2. и . 2, разсматриваемъ, 

2? какъ квадратъ перваго члена 2 нЪкотораго бинома, а 2.2. ы какъ удво- 

енное произведеше перваго члена (2) искомаго бинома на второй, который ра- 

венъ, поэтому, д’ Такимъ образожь, если въ скобкахь ур—шя (2) прибавихь 

и вычтемь квадрать второго члена г бинома, то составимь |ур— ше эквива- 

лентное (2): . ны 
с в (2+ 2.5; ааа =0 

‚ Первые три члена въ скобкахь составляють квадрать бинома 2-|- г Поэтому 

послёднее ур. можно написать въ вид: 

а [ча 
Каковь бы ни быль знакъ разности 5* — 440, мы всегда можемь разсма- 

ИЕ 4 й 
тривать 496 зак квадрать дроби Уч 

44? а 

Ъ\3 И Й 

аа) (о 
или, по разложени на множители, видъ 

ь _ У 446 | УЧ 
“(= «- 2. == ча т 

Но какъ @ отлично отъ нуля, то, чтобы первая часть была нулемъ, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы тоть или другой изъ остальныхь двухь множителей 
быль нулемъ. Итакъ, послёднему, а потому и эквивалентному ему данному 
уравнению, мы удовлетворихь, положивъ 

‚и дать уравненю (3) видъ 

—5 ия— 

либо 2 0, откуда 2’ = и, 

ие Зонида. 2-Е , у, а 

Итакъ, квадратному ур—н!ю удовлетворяють 064 значешя неизвфстнаго, 
два корня. Для краткости оба корня пишуть въ одной формул: 

—6 = У — 4ас 
Е НЫ 

‘изъ которой выводимь слфдующее 

Правило. Чтобы найти значешя неизвьстнало, удовлетворяющёя 
полному квадр. ур—ню, нужно: выражеще, составленное изь кеэффи- 
мента при неизвъотномь в» 1-й степени, взятаю сь обратнымь зна- 
ком», плюсь или минусь квадратный корень изь квадрата тот же коэф- 



0 ь на удвоенный первый коэффищенть. 

_ПРимзрРъ. Рёшить уравнеше 9922 — 37% — 10 =0. 

Сравнивая это уравнеше, котороху можно дать видъ 

9922 -| (—37)=2-- (—10) =0 

а=99, 6—=—37, е=— 10. 

Вставляя въ общую формулу эти числа, найдемъ: 

37 =УСЕ37—4.99. (—10) _37= 5329 _ 37=73 
2.89 198 198 * С Е 

37 . ы 374518 5. „31—82 : 
О ие ГИ . 

434. ВТОРОЙ ПР1ЕМъ. Умножая 06% части уравнешя (1) на 4а, что с 
позволительно, если а не равно нулю, получимъ уравнеше у 

и даа даьг-- 4ае 0, 

4алла-|- ах — — дас. 

Разсиатривая 4а1х? и 4абх какъ два первые члена квадрата бинома, у 
котораго первый члень ==2ал, а второй 6, и придавая къ обфижь частям. й 
Тр- я по 6?, находимь уравнеше 442? -|- 4а6х-|- 5 — 5 —4ас, котораго $. 
первая часть есть ничто иное какъ (2ах--5)*. Приведя такижь образожь ур. 
къ виду 

(2а2-- 5) — дас, 

_ замфчаемь, что 2ах--Ь есть алгебраич. квадр. корень изъ $3 — 4ас, т.-е. 

Заз =-Б У — 4ае, 

ЕЕ не : 

ь. _ формула, совершенно одинаковая съ найденной въ $ 433. 

$ 435. ТРЕТТй пРтЕМъЪ. Найдемь формулу корней при помощи введеня, Е. 
‘неопредфленнаго количества. Имфя ур. ‚. 

аа --с=0, 



т в се 

положимь 2==и--®, тдв 2. новое неизвфотное, а Ё нбкоторое произвольное 
количество, и подставихь въ ур. вифсто 2 сумму #-|-№. Найдень ур—не 

а(г-Н ®-Но(а-НЮ-е=0; 

раскрывъ въ немь скобки и расположивъ по степенямь 2, получниъ 

ая (вай -- о вай ы--е=0...0) 
Воспользуемся произволомь количества # для того, чтобы уничтожить членъ 

съ первою степенью 2, (2а#-|-5)2, и получить такижъ образомь неполное ура- 
внене; очевидно, для № надо выбрать такое значеше, чтобы 2-6 =0, от- 

куда = —5.- 
2а 

Подетавивъ это значеше Ё къ ур. (2), имфемь 

: : ъ в й 

ав 2) т ь. | #2) +е=0, или а — „--е=0, 

Е С 

откуда 2 [. с и слёд. # 4 

Ь У —4с _—6-=Ий—4а6 
Такимь образомь: 22 = о = г т 

Этотъ способъ, состоящй въ уничтожени 2-го члена, предложень Карда- 
номь (1501—1576). 

436. Замфчаня относительно примфненя предыдущихъ формулъ. 

1. Когда коэффищенты а, Бис числа пфлыя и 6 — число" четное, формула й 
корней допускаеть упрощене. Въ саможь дфлЬ, полагая © = 2%, ичфемъ 

— 26’ = 458 — Час __ — = аб __ = ас 
2а 2а а у 

по сокращеши на 2. 

Напр., если дано уравнеше 

7121-5058 =0, 

= 

то, полагая въ послФдней формул а= 77, К = 25 и с==8, найдемъ 

— =25=У25—77.8 
Е. 77 

откуда, 
2 3. 4% ее 

2. Когда коэффищенть при 2? равенъ 1, и ур. имфеть видъ 

--рё--9=0, 



Если при этомь р—четное число, то для удобства вычисленй выгоднфе 
этой формул дать видъ. 

И 
Навринфръ, въ уравненш 2? — 102-|-21 —0 имфемь: р= — 10, сли, 

$=—5, и Ч=21; примфняя послёднюю формулу, найдемъ 

Ж=5-5И25—21-=5-52; са, #=7, а" =3. 

437. Приводимь еще нЪесколько примфровъ на примфнеше выведенных 
фориуль. 

1. Рышить уравнеше 32? — 75— 2 —=0. 

Примфняежь первую формулу, полагая въ ней а =3, 6 = —7, с=— 2, 
и находинь 

откуда 
АЕ =2,591, съ точностью до 0,001 по избытку; 

т Е —— 0,257, съ точностью до 0,001 по недостатку. 

2, Рышить уравнеше 462? — (2-9) {а =0. 

Прихфняя первую формулу, находимь 

а? -- 52 =У (аа 53 — 40% _ аа- ий =ум— аи 
Зав Е 2аб п 

= 

Иа: 9 а (2—1) 
20% 20 : 

Отдфляя корни, имфехь 

го а „Уи -е-ы_ь 
2а5 ь’ к, 

3. Рышить уравнеше 

а Й с 
ана Рекы Рае 9. 5: 



— 438 — й 

< Перенеся 3 влфво, напишем: 

а ь Я 
- ЧЕ Еее АЙ ха 

*илЛИ 2 
ЕН ЕЕ р 

или ® Я 

Е: 

Приравнивая нулю 1-й множитель, нифемъ 

#=0.... (2). 

Приравнивая нулю 2-й множитель, по приведеши къ общему знаменателю и 
по упрощени чиелителя, найдемъ 

322 +- 2(а--ь--оз--5е + сан аб о (3) 

(в а)(е--В)(е- с) м, ы 

Приравнявъ числителя нулю, ихфемъ: ур. 

За 2 (а ь-Роз---ва-|- 46 =0. .. (4) 

корни котораго будуть требуемые, если убФдимся, что они не обращають зна- 
менателя въ 0; въ противномъ случа%, ихъ слфдуеть принять только тогда, когда 

истинное значене неопредёленнсти т, въ которую обратится 1-ая часть ур—ня 

‚ (8), будеть = 0. Корни (4) суть 

—Нафьечуя ира... 06). 

Они но обращаютъ въ нуль 2--а, 2--6, 2--с; сл. удовлетворяють 

ур— нию (3), а слфд. и (4), которое так. обр. ифеть три корня: (2) и (5). 

06а корня (5), какъ легко видфть, дЪйствительны, такъ какъ подрадикаль- 
ное выражен приводится къ виду 

ое а @—5. 

4. Рашить уравнеше 

Собравъ веб члены въ первую часть, приведя къ общему знаменателю 
2(=--1)(=—1) и сдёлавъ приведеше въ числитель, дадимъ уравнению видъ 

— 2-4 42—3 БИ ©: 9 



— 439 — — 

Приравняеъ числителя нулю, рёшаемь ур— не 

— 21 42—3=0, 

и находимъ, что корни его суть: 2 =3 и 2” =1. 

Первый корень не обращаетъ знаменателя въ нуль, а потому удовлетво- 
ряетъ данному уравненю. Второй же, обращая знаменателя въ нуль, даетъ, 

первой части уравневя (1) видъ $: Опредфляя истинное значеше этой не- 

‘опредфленности, имфемъ, 

= -+42—3 _ (#—108—2) 3—2. 
+020 @—п@+0 2-1} 

эта дробь при 2==1 обращается въ 1, а ур-—не (1) вь 1=0. Заклю- 
‚ чаемь, что корень 2” = 1 не удовлетворяеть данному ур— нию. 

Кром корня, равнаго 3, данное ур—ше имфеть еще корень ==<°, ибо 
степень знаменателя выше степени числителя. 

438. Рьшая квадратное уравнене, мы нашли два корня; болфе двухь кор- 
ней оно имфть не можеть: въ самомъ дфлф, если бы ур— не а2°-|-65--с=0 
имфло болфе двухъ различныхь корней, оно было бы тождествомъ, такъ какъ 
цвлый по бунвф х квадратный полиномъ, обращающийся въ нуль боле нежели 
при двухъ различныхь значешяхь 2, тождественно равенъ нулю. 

Изелфдован!е корней квадратнаго уравнен!я. 

439. Рьшая общее уравнеше а2*-|-62--с=0, мы нашли два корня: 

ВЕ 4ае „25-Й 
За х 2а 

т 

Вычиелене корней зависить, такимъ образомъ, отъ извлечешя квадратнаго 
корня изъ разности 6? — 4ас, которая можеть быть положительною, нулемъ, 
или отрицательною. Опредфлеше природы корней въ каждомъ изъ этихъ слу- 
заевъ; указане, что значешя корней въ каждомъ случа соотвфтствують форм, 
травнешя, которому они удовлетворяютъ; наконець, опредфлеше знаковъ дй- 
ствительныхь корней, —все это составляеть цюль мзслльдовамия корней,- 

Относительно разности 5? — 4ас, которую будемъ называть реализантомь 
раваены, можеть быть три предположения: она можеть быть положительною, 
аулежь и отрицательною: 

$ —4ае>0, м — 4—0, М —4%< 0. 

При этохъ условиися козффищенть @ считать положительнымь; когда 
<< 0. то уиноживъ уравнеше на — 1, сдлаемь этоть козффищенть положи- 
тельнымь. 

440. Первый случай: 
63 — 44 >0. 



Въ формулах. корней подрадикальное ‚количество будетъ, ‘таквхь образонь, 
оложительное, слфдовательно, оба корня те Вычитая изъ пер- 

_ваго второй, найдежь 
пб Ив чае >. 

а 

‘такъ какъ при данном услоши выражеве это отлично отъ нуля, то заключаемь, 
что корни не равны между собою. и 

Далфе замфчаемъ, что количество 6? — 4ас представляеть или сумму или 
‚ разность ариометическую, смотря по тому, будетъ ли с отрицательно пли 
положительно. 

1..с>0. 

Такъ какъ по условю и а>0, то 4ас >> 0; вычитане положительнаго ко- 
„личества ведетъ къ уменьшеню, слфд. 

Я —4ж< и, 
ы С 

а потому арнежетическая величина И 6? — 4ас меньше ариежет. величивы ув 
_или количества ©. Означимь абсолютную величину коэффищента © буквою $; 
въ такомъ случа: 

ели 6 > 0, то 6 =--8, и корни можно написать въ видё; 

СЕУМ 46 „У 4ве, 
.. Эа. 9-8 за з 

такъ какъ а> 0, то знаки корней завислть отъ числителей; второй числитель: 
какъ состоящй изъ двух существенно-отрицательныхь членовъ, отрицателень; 

_ ВЪ первомъ— абсолютная величина отрицательнаго члена больше чфиъ положи- 
‘ельнаго, слд. и этоть числитель отрицателенъ. Значить ры 6 моложитель- 
ном» оба корня отрицательны, ; 

ели < 0, то 6 — —В, и корни будуть 

-58-- И — 4ае „ = За. О = 

Первый числитель, какъ состоящй изъ двухь существенно-положительныхь 
зленовъ, положителенъ; во второмъа— ‘бсолютная величина положительнаго члена, 

‚ нежели отрицательнаго, слфд. и второй — положителенъ. Такимъ, обра- 
зомъ, при Ь отрицательномь оба корня положительны. 

у Итакъ: при с> 0 дъйствительные корни имъють знаки одинаковые, 
‘противоположные знаку коэффишента В. 

.с<0. 

> Тогда какъ @>0, то 44 < 0; отсюда заключаемъ: во-первыхь, что. при. 
<< 0 выражене 5? — 4ас представляетъ количество существевно-подожвительное, 
и слёд. корни безусловно неа во-вторыхъ, что’ 

3 — 4 >, 
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ры 

и слбд. абсолютная величина / 5? — 4ас больше абсолютной уя, Т.е, абсо- 
_ лютной величины количества 6. 

ели 6>0, т.е. 6 =-- 8, то 

АРНЕ 46 „УМ Час, 
2а 2а 

я 

Отсюда видно, что первый числитель ихфеть большй по абсолютной вели- 
чин члень— положительный, слфд. 2’> 0; во второмь числителв оба члена 
существенно отрицательны, слфдх. х’< 0. Итакъ: знаки корней различны. 
При этомъ абсолютная величина числителя корня 2’ есть разность 

И — 4 —в, 

‘абсолютная величина числителя корня 2” есть сумма 

Уй— 4-3 

тфхъ же кочичествь, и слФд. больше абс, вел. числителя корня 2’; так. обр. 
большую абсолютную величину имъеть тоть корень, знакь которало 

противоположень знаку 5. 

Вели 6< 0, 10 6 =— 3, и 

У —46, „8 - УМ — ас 
за а НЫЕ 

Первый числитель, очевидно, положителень, слфд. 2> 0; у второго отри- 
‹цательный члень имфеть большую абсолютную величиву, чфмъ положительный, 
слфд. 2” < 0: знаки корней опять различны. При этомъ, абсолютная величина 
числителя положительнаго корня равна суму 

И — 4 
а отрицательнаго — разности тЪхъ же количеств, 

У — 4% —В, 
т.-6. опять большую абсолютную величину иметь тоть корень, кото- 
Фмио знак» противоположень знаку коэффициента 5. 

Резюмируя сказанное, заключаемь, что; кофа 9% — 4ас> 0, уравнеше 
имъет» корни дъйствительные м неравные; при этом» (полагая @ > 0), 
если свободный члень положителень, знаки корней одинаковы и протидо- 
положны знаку коэффициента 6; если же свободный члень отрицате- 
лень, знаки корней различны, и знакь корня, большиио по абсолютной 
величинь, противоположень знаку 6. 

441. ПримзРы. 1. Изслбдовать корни урЬ-ня 82°-|-572--10=0. 
13 

Чакъ какъ 6? — 4ас —=57—320 —=--2929 > 0, то корни дёйетвительные и 
_ неравные; при @> 0 здфеь и с>0, сл. знаки корней одинаковы; № >0, слёд. 
9ба корня отрицательны. 



— 442 — 

1. Изслёдовать корни ур—вя 82° — 575 — 10 —=0. 
Здьсь при @>0 имбемь с< 0, слёд., не составляя разности 63 — 4ас, 

заключаемь, что корни — дфиствительные и неравные; знаки ихъ различны, 
ибо с< 0; болышй корень, имфя знакъ противоположный коэффищенту 6, по- 
ложителенъ. 

442. Докажемъ теперь, что при услови $5? — 4ае > 0 изъ самой формы 
уравненшя вытекаеть, что оно можеть быть удовлетворено двумя равличными 
дЪйствительными значешями 2. 

Выводя въ ур—нши а за скобки, нифемъ: 

ь с а [ие о) =0. 

Изъ усломя 6° — 4ае> 0 имфемъь 4ас < 5%, откуда, раздвливь 00% части 
неравенства на существенно-положительное количество 44”, находим: 

[а } с _ М а 
За’ К. ааа К, Л $ 

а 

тдв К? должно быть существенно-положительныхь количествомь, и слёд. К — 
дЪйствительнымь. Ур—е принимаеть видъ 

ъ [2 ь 1 НЫ 
а ааа} —0, или «{(& +#)) —к} =0, 

или, наконець, разложивъ выражен въ скобкахъ на множители: 

вь-- ке ы К) 0. 

Такъ какъ @ отлично отъ, нуля, то этому. уравнению ‘удовлетворимъ, полагая 

= ъ 
5а—К=0, откуда 2 да--® или 2-| 

ь [2 
ли 2--5„--К=0, откуда 2—5 

откуда и видно, что урн удовлетворяется двумя дьйствительными не- 
‘равными значешями 2. 

443. Второй случай. 
$ — 44 =0. 

При этомъ условш подрадикальное количество въ формулахь корней `обра- 
щается въ нуль, слфд. радикальные члены исчезають, и получается 

ь я ь ‚ИЯ у 
# мы 2а 

и оба корня дьйствительные и равные, а общая величина ихъ“есть 

24 
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Хотя въ данномъ случа ур— ве имфеть только одинъ корень, но говорятъ, 
что оно имфеть два, но равныхь между собою корня. Чтобы оправдать такое 
условное выражеше, достаточно предположить, что количество 5* — 4ас сначала, 
положительно, и что оно постепенно уменьшается до нуля; тогда неравные 

корни будуть болфе и боле приближаться къ равенству, и наконець, когда 
и р 

разность ихъ, выражаемая формулою уд а — 4 „ дБлается нулемъ, оба корня ста- 

‘новятся равными. * 

ПрРимзръ. Уравнене р 125--4=0 имфеть корни дфиствительные 
равные, ибо 63 — ас = 6* —9>4=—0; а общая величина ихъ равна 

444. Что равенство корней при услови $ — 4ае=0 обусловливается 
самою формою ур—Шя, легко обнаружить слфдующимъ образомъ. Давь ур— ние 
ВидЪ 

ааа) =0, 

и замфчая, что изъ услошя 6? — 4ас —0 сперва имбемь 4ас = 01, & ме. 

раздфливь 06% части на 44”, получаемь = и подставивъ вибето 2 > 00 

величину въ ур— ше, найдемь 

а [#-- а) 0, или а (=) =. 

Такъ какъ @ отлично оть нуля, то очевидно, что этому ур—нйо можно 
удовлетворить единственнымь способомъ, положивъ 

ь ь 
2-5 =0, откуда 2 = — 5. 

445. Трей случай. 

$ — 4 < 0. 

Такъ какъ квадратный корень изъ отрицательнаго количества $ —4ас есть 

выражене мнимое, то изъ самой формулы корней видно, что оба корня будуть 
‚мнимые. 

Имь можно дать вид А - В. Въ самомъь два, 5 — 4ас == (4ае — $). 

(—1); а ИЙ — 4ае = ИУш— й. ИУ1=У4— &, тв количе- 
ство У4ас — 6? дЬйствительно, такъ какъ 4ас — 6 >0. 

Корни берутъ видъ 

уе ор ь __ У4е м 
Е тай За ть 

° откуда видно, что это—мнимыя сопряженныя количества. 



Примзръ. Рёшить ур—н® 72° — 32-2 =0. 
$1 — 4ав = 3—4 ЖТЖХ2 = — 41, слёдов. корни—мнимые. По предыду- 
щимъ формуламь имфемъ: 

8.47. м4 г 

446. Покажемь изъ самой формы урны, что при услови 6* — 4ае< 0 
ему нельзя удовлетворить никаким» дъйствительнымь значенемь =. 

: - (а 6? й 
Въ самомь дфлЬ, изъ условя 6" — 4ас < 0 имфемь >> Заз’ ® ЭТО нора- 

[2 с 
венство можно замфнить равенствомъ = За -- К, мВ К*существенно по- 

‚ложительное количество, не могущее ‘обратиться въ нуль. Внося это выражене 

с В 
вито; въ уравнеше 

ь <) 0] а (= + аа) =0, 
даемъ ему видъ 

о | т Ва к) —0, или @ {= к} А 

Отсюда очевидно, что ур—н не м. 6. удовлетворено никакимъ дфйстви- 
‘тельнымь значенемъ 4, потому что сумма двухъ положительныхь количеств 

можеть обратиться въ нуль только тогда, когда каждое изъ вихъ въ отдфль- 
ности обращается въ нуль, но мы знаемъ, что К? не м. 6. нулемъ. 

`Изъ формуль корней видно, что въ данномь случа ур. м. 6. удовлетворено 
мнимыхи значешями неизвфетнаго. 

447. Задача. Опредълить параметр { так», чтобы ур—те 

21 — Ца 46 -- — Ма =0 

имъло корни равные. 

Написавь ур— не въ внд® 

а — 2 (26-- е-- 46-6 8=0, 

замфчаемь, что должно быть 6? — ае==0, т.е. (26-|- ()*— (4а6 В) =0, 
или 6--{—@=0, откуда (=а— 6. 

448. Задача. В» уравнены 52% — 45 -|-).=0 опредълить пара- 
метр» \ такъ, чтобы первая часть уравненя представляла: 

1) сумму двуть квадратовь; 
2) разность двужь квадратовь; 
3) точный квадратъ. 

1) Первое требованйе равносильно условю 5 — ас < 0, или 4—5\< 0, 

откуда \ > 5° блфдовательно, когда № больше ъ первая часть ур--Вм предо 

ставляеть сумму двухъ квадратовъ; корни ур—нйя будуть мнимые, 
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2) Второе требоваше равноенльно условю 5 — ае >00; найдемь: < 

и корни ур— м будуть дфйствительные неравные. ^ 

3) Третье требоваше равносильно условю 6 —ас == 0, откуда — и 

ур— ше будеть нифть равные корни. 

449. ТЕОРЕМА, Если уравнене а 0, в которомь коэф- 
Ффишенты а, ® и с соизмтримы, удовлетворяется несоизмъримымь кор- 
немь а-- Из то друлой ею корень будеть несоизмиримое количество 

8, сопряженное первому. 

Въ самомь дёлЬ, по условию, а-- И есть корень даннаго уравненя, слд. 
имфемь тождество 

аа И а--И-е=0, 

или, раскрывъ скобки и собравь въ отдфльныя группы соизмфримые и несоизи®- 
римые члены, найдем, 

(аа аз-- в --0) | (2аа-Н)Уз=0. . . (1). 

Первая часть этого тождества имфетъ видъ м-- МУ, тдЪ Ми М соизи- 
рины, Въ силу (1) это выражеше должно равняться нулю; но можно доказать, 
что оно можеть равняться нулю только тогда, когда М=0 и Х=0. 

Въ самомь дблф, пока № отлично оть нуля, мы можемъ об части раз- 

двлить на № и отъ этого получим равенство 

У =-\... 0) 

эквивалентное ур— ню ии = 0; но равенство (2) невозможно, ибо оно выра- 

экаеть, что несоизмфримое количество У В равно соизифримому ыы Итакъ, 

‘необходимо, чтобы № было нулемь; но тогда изъ равенства М не = 0 сл6- 
дуеть, что и М=0. 

Такнмъ образомь, тождество (1) ведетъ за собою слдетия 

аа? -|- а -- 54 --в=0 
у рт ® 

Если теперь въ триномв 42°--62--с замфнимь & выраженехь а— Уз, 
изйлекь 

(ааа --9— баа- УЗ 
во это выражеше, въ силу (3), равно нулю, т.-е. триномъ обращается въ нуль 
при =—2— У; слбдов., послёднее выражеше служить корнемъ даннаго ура- 
внения. 

450. ТЕОРЕМА. Если ур—не аа -- 5 -|-с=0, в которомё а, В 
и с числа цълыя, импеть соизмюримый корень, выражающийся въ видъь- 

т 
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несократимой дроби г то & служить дълителемь с, а В—дълите- 

‚лемь а. 

Въ самомь дёлЁ, если р есть корень даннаго уравнешя, то имфемъ тожде- 

ство 
а? 

а. во. ре 0, или а2-|- 628 с8 =0. 

Но 44*--628 дфлится на @, слфд. и 63? должно дфлиться на а; но а 
есть число первое съ Ви 8*, слЬд. с должно дфлиться на а. Такимъ же обра- 
зомъ докажемь, что В, будучи дфлителемь суммы 628-|-с3*, дёлить непре- 
иЪнно и а. 

Слъдствте. Уравнеме 2% --рх--4=0, в5 котором» р и 4— числа 
бълыя, не можеть имтть соизмпримыть дробныхь корей. 

Въ самомъ дёлЪ, допустивъ, что ур— не имфеть такой корень г. на осно- 

зан предыдущей теоремы нашли бы, что цфлое число В дфлить коэффищенть 
при 27, т.-е. 1. 

Изъ этого слфдуетъ, что наше уравнеше можеть имфть дфйствительные 
корни: или цфлые, и тогда оба они цЪлые, или же оба несонзм®римые. 

451. Теорвмл. Еслы уравнеше ал*-|-65-|-се==0, вё котором» коэф- 
Ффишенты а, В и с дъйствительны, импеть мнимый корень, то дру- 
10й ео корень есть мнимое количество, сопряженное 6» первымь. 

Въ самомъ дль, пусть @-|- В есть корень даннаго уравнен!я; въ таком, 
‹лучаЪ ихфемъ тождество 

аа На 6—0, 
или, группируя дфйствительные и мнимые члены, находииъ: 

(аа — аз щ--с)-| (2а28 |538} =0...(1) 

Первая часть имфеть видъ А -Р- ВА тд А и В дЬйствительны; но такое 
зыраженше можеть равняться нулю только тогда, когда одновременно А =0 и 
В=0. Итакъ, два. условфя необходимыя и достаточныя для того, чтобы 
а-- 8 было корнежь даннаго уравненя, суть 

423 — аа е=0 й о } (2) 

Замфняя въ тринохв а2*--6х-|-с количество 2 выражешемь а — 8, найдемь 

(122 — а 9 — (2аа8 83), 
а въ силу условй (2) это выражеше обращается въ нуль. Итакъ, предложен- 
‘ное уравнеше, въ которомь хоэффищенты дъйствительны, имфя ивимый 
корень а -|-8#, имфеть и сопряженный ему корень @ — 8#. 
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Изелфдован!е частныхъ случаевъ. 

452. До сихъ поръ мы предполагали, что коэффищенты отличны отъ нуля. 
'Положимъ теперь, что: ; 

1. Коэффищентъ а равенъ нулю. При рфшени квадратнаго уравненя намъ 
приходилось или дфлить, или множить уравнене на выражене, содержащее а; 
но мы знаемь, что это дфйстве непозволительно, когда а=0, ибо можеть по- 
вести въ уравнению, неэквивалентному данному. Поэтому является необходимость. 
въ изслфдовани, представляють ли найденныя формулы для 2 и <” рёшешя 
уравнешя и въ случаф когда а =0, 

Обращаясь къ формуламъ корней: 

И — 96 И ег р НУ: 446, Ро Ь — У — 4ас 
24 2а 

О 

и полагая въ нихь а==0, найдежъ: 

‚„_ -6-ЕИ Бы ® = я 

д уй есть абсолютное значене числа 6. Слфдовательно, различаемь два 
лучая. 

1.6>0. Имень: ИУЙ=|ь | =5. При а==0 найдемъ: 

УВ. в о „лы № 
ы 0 О” 0 о 

Такимь образомъ, первый корень принимаеть неопредвленный видъ, а вто- 
рой обращается въ ©о. Чтобы раскрыть неопредфленность, множимъ числителя 

и знаменателя дроби а’ на — 6 — У"— 4ас, количество сопряженное числи- 
телю, и находимъ: 

= — СИ 400) (6 — УМ 4а5) 2 — (М — 446) 
2а(—-6 —ИЯ- 495) 2а(—6 —Ум- 4ас) 

рт 446 

2а(—5 —УЯ—4ас) 

Отсюда видно, что неопредфленность корня 2’ зависить отъ присутстя въ 
числителё и знаменателв общаго множителя 2а, который при а = 0 обращается 
въ нуль. Сокративъ на 24, нифемъ 

2 

_ Ь-УЯ 

и, положивъ здфсь а==0, найдемъ: 

количество опредфленное. 
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.6< 0. Иявень: Ум = || =— 6. При а==0 будеть 

== 

слфд. когда @ приближается къ 0, корень 2’ стремится къ ©. Что касается 
", то числитель этого корня при а=0 есть — 6-Е 6 ==0, и 2’ принимаеть 

форму с; Для опредфлешя нетиннаго значеня этой неопредфленности поступаем, 

по предыдущему и находим 

„ 2е 
о и 

— 6+? — 4ас 

что при а = 0 даеть 
Е М: р 
= = № 

слёд. въ этомъ случав второй корень — — а первый обращается въ со. 

Итакъ, при а=0 одинь изь корней обращается в» со, а друюй ра- 
вень корню уравненщя первой степени 6х --с = 0, вь которое обра- 
щается квадратное уравнеще при а= 0. 

453. Обратимся теперь къ самому уравненю, и посмотримь, что оно даетъ 
при а=0. 

Уравненйю можно дать видъ 

Ее = — ах; 

и какъ оно не удовлетворяется при х==0, ибо обращается въ с==0, между 
ТЬмь какъ с отлично отъ пуля, то можно раздфлить 06% части на 2*, велфд- 
стве чего получижь уравнене, экемвалентное данному: 

е\_1 
(6+) а 

Такъ какъ, по условю, а=0, то произведеше множителей 5-5 и к 

должно быть нулемъ; а для этого необходимо, чтобы либо тотъ, либо другой 
множитель обращался въ нуль. Положивъ 

в 2=0, откуда ==—Ф5 

замфчаемь, что при этомь другой множитель 1 швень — т.-6. конеченъ. 

Поэтому #=—=$ есть корень даннаю уравнешя. 

Положивъ 
1 
==0, откуда 2-0, 

находимь, что другой множитель обращается въ 6, и слд. конечень. Поэтому 
4 = <> есть также корень уравненя. Эти результаты вполн% согласуются съ 



[РНИЗРЪ. Во что обращаются корни ур—ня 

1 — пя — 20а Пиаф —=0 
= 

_ Такъ какъ при а= коэффищенть при 2? обращается въ нуль, то одинъ 

корвей обращается въ ©2, а другой принимаеть значеше дроби ея 
3 

а =, т.-е. 3 

_Это жожно провёрить и общими формулами корней, которыя дають 

‚ _ 24-8 „_ 2а-+ь у 
о Пн о 

454. П. Коэффищенты а и Ъ одновременно равны нулю. Обращаясь къ 
_ Фформуламь корней, находимь, что при а=6 =0 оба корня принимають не- 

`опрехбленный видь о. 
з Чтобы раскрыть неопредфленность, преобразуемь формулы корней такимъ же 

образомъ, какъ въ предыдущемъ случа; найдемъ: 

-ы НЫ ЕЕ 
—6—УЯ —4ас — о —4ас 

здфсь а=0 и 6—0, имфемъ 

Такъ какъ с конечно, то этому урн можно удовлетворить единствен- . 
ныхъ способомъ, положивъ 2 = со. ; 

ПРиизРЪъ. Каковы корни уравненя 

ия 6 за а — 6-5) —0 

8 ке 
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Когда а=— В, коэффищенты (а--6)* и (4? — 6 —25?) при 2? и 2 об- : 
ращаются въ нули, между тЪиъ какъ свободный членъ въ 663; заключаемъ, что 

при а=— 6 оба корня безконечны. 

То же можно видЪть и изъ формулъ корней; рёшая данныя ур— я, ичфенъ 

#=% = 

сдвлавь а=— 6, нифемъ 

#= 

455. Ш. ВсЪ три коэффищента а, Би с равны нулю. Изъ формуль кор- 
ней убфдимся, что онф представляютъ дЪИствительную неопредфленность. 

Обращаясь къ уравнению, замфчаемь, что оно принимаеть видъ 

0Х--0Ж=-0=0, 

и слфдовательно удовлетворяется вслкимъ значешемь 2; это— тождество. 

Вычислен!е корнёй уравнен!я 447 -|- 55 с =0, когда коэффищентъ 

а весьма малъ. 

456. Когда коэффищенть @ весьма малъ, то изъ предыдущаго изелфдованя 
($ 452) видно, что одинъ изъ ри будеть, по абсолютной величин, весьма 

великъ, другой же близокъ къ — т; . Общёя формулы корней 

‚РИ —4  „_ 6 -УЙ— 4 
ы За ры а: 

въ данномь случа будуть неудобны для вычисленй. Въ самомъ дблф, 53 — 4ас 

вообще не есть точный квадратъ, и слёд. У — 4ас ее 1с придется вычислять при- 

близительно. Ошибку, сдфланную при вычнелени — 4ас нужно будетъ раз- 
дфлить на 2а для нахождешя ошибки 2’ или 2”; и если @ весьма мало, напр. 

= 100000’ то 24 = 10006’ а потоху ошибка &, сдёланная при вычислеви 

УВ — 4ас, поведеть за собою погршность, равную 100002 въ величинахь 2’ и. 
я”. рю что, если бы мы пожелали вычислить корни уравнешя съ точностью — 

до и то должны бы были У — 4ас найти съ точностью до ое Л 

1.76. съ 4 лишними десятичными знаками. Е 

“Отсюда понятно, что сложность вычислешй будеть тфмъ значительнье, зак 
меньше а. { 

Несравненно легче, при маломь а, вычислать корни особымь способомъ, 
называемымъ методомь посльдовательныхь приближений. Этимь способомъ 
достаточно вычислить одинъ изъ корней; въ саможъ дфаЪ, сумма корней извёстна | 
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ычислень корень 2’, то другой найдем, вычтя изъ суммы извфстный корень: 

= 

о Нужно разсмотр®ть два случая: корни одинакового знака, и корни разнаго 
знака. Гели черезь @, В и с ‘означимь абеолютныя числа, то уравнеше съ по- 
ложительными корнями будеть вида: а2* —6-- с =0; съ отрицательными: 
5? —|-5«-|- с = 0. Достаточно указать вычислене положительныхь корней, т.-е, 
р-н 42°— $2--с=0; ибо, если оба корня отрицательны, то перемнивъ у 
В знакъ -- на —, получижь ур-—н йе съ положительными корнями, вычисливъ 
_которые и перемёнивъ у нихъ звакъ, получимь корни ур— я а2*-|-62-|{-с=0. 

457. 1-й случай. Знани корней одинаковы. Итакъ, разсмотрижь уравнене 
ъ положительными корнями, т.-е. вида 

ал — фе--е=0,..,..(1) а 

Ва, би с—абсолютныя часла, и слёд. знаки окончательные. 

Меньший корень этого уравнешя есть 

—_ 5 -— И — 442 _ (&-—УЯ—да0)6-- Уча) __ № 
2а 2а(® Е ИЯ —4а6) РИ —4ае ° 

„ 2 @): 

Этотъ корень мы и вычислимъ. 
Рьшая ур. (1) относительно 62, находихъ 

5х = ес ал, 

* нии...) = 

Т. к. а весьма мало, © величина конечная, = представляеть въ этой форму  — 

меньшй корень, имфюпий также конечную величину, то и фа будеть весьма 

а 
мало. Поэтому, откинувъ член 57, мы сдфлаемъ небольшую ошибку, и слд. 

первымь приближешщемь корня 2’ будемъ ‘имфть ; 

д, = 
=з 

_Это приближеше меньше настоящей величины 2’, ибо откннули положительный о в 

чаень 1.2%. Г я 

Бели теперь въ формуль (3) замбиимь во второй части 2 величиною 5 

хеньшею чёмь 2, то получимъ второе приближене . 

1с\3 

ее =), 
з 

которое опять меньше настоящей величины 2”; но больше чфиъ Е ш 1) . 
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Замфнивъ снова въ ур. (3) во второй части < через 2;, найдемь третье 
приближенше 

снова меньшее истинной величины 2’, ибо 2, меньше 2’. Но 2, будетъ больше 
2; ВЪ самомь дфлЬ, мы видфли, что 2, > 21; возвысивъ 9 части послфдняго 

неравенства въ квадратъ, помноживъ на $ и придавъ по В получимь, 

в з 
Ее те 

то-есть 2, >, ит. д. 

Итакъ, послфдовательныя приближения идуть все увеличиваясь, но всегда 
остаются меньше 4’, сл. они приближаются къ 2’. Докажемь теперь, что раз- 
ница между 2’ и приближенями стремится къ нулю, и сл. можеть быть сдф- 
лана какъ угодно малою. 

Разность. между 2’ и первымь приближешемь 2, т.е. зозрьщность пер- 
ваго приближешя мы выразимь изъ уравнешя (3), которое даетъь (замфтивъ, 

с 
что р ==): 

Но 2, на основан (2), равняется Е у и слёд. 2’ меньше 5; 

написавъ неравенство 

возвысивъ 06$ его части въ квадрать и умноживъ на о найдемъ 

а а, 462 93х48 

замфнивъ первую часть равною ей величиною 2’ — 2., которую обозначимь че- 
резъ е:, имфемь: 

< 4 
ия Ж;. 

Эта формула даеть предфлъь погрьшности 1-го приближеня. 

Вообще, погрьшность 7-го приближен!я 

ны и 
=, 1) — 2-4). 

Но 
2 ее в < 
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2е 4е 
160 21 <’; во “<т, откула 2х <Ъ, а потому и подавно 

2-1 <. 

Слфдовательно 28 

и Зуя 1 

Дфлая въ этой формул послфдовательн%о »=2, 3, 4,..., ти при- 
писавъ формулу для 1-го приближеня, ихфемъ 

4аг < ЖЕ 

4ас 
< Жн 

Перемножая почленно эти неравенства, сокращая 06$ части на общаго мно- 
жителя 

получииь, 

‚откуда 

Если количество, меньшее 1, возвышать ‚въ возрастающя степени, то сте- 

пени эти приближаются къ нулю, если же (=) приближается къ нулю, то 

# произведене его на конечную величину 2 тавже стремится къ 0. 

Итакъ, количеству п вседа можно дать такую величину, чтобы Е„ 
было какз ушюдно мало. 

Итакъ, указанныхь способомъ всегда можно найти приближенную величину 
езышаго корня съ какою угодно точностью; причемь, останавливаясь на при- 
ближени 2, дфлаемъ ошибку меньшую 

Этоть способъ приложииь веяьй разъ, когда м, Т.-6. когда корни 
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дьйствительные; но‘практичесви пригоденъ, тогда, когда уз» весьма малая дробь 

сравнительно съ 1, ибо только въ этомъ случа 2, 2,. . .2, достаточно 
быстро приближаются къ =”. 

ПРиизРЪ. Дано ур. 

322 — 7640%-- 400 =0. 
`'Имфемъ: 

а=3; 51640; е=400. 

4ас __4Х3.400__ 4800 43 1 
$ — 58369600 — 58969600 — 583606 ° ° (0) 

если бы нифли дробь в. - . (1), то по сокращен ова дала бы то 
я (1) иифеть такого же числителя какъ (1’), но большаго знаменателя, сл®д. 
1) или 
) 4ас 1 

Ла 51000 

Эта дробь весьма мала сравнительно съ 1, слФд. наша метода приложима. 

Первое приближене для меньшаго корня есть 

его ошибка 
Час с 

Зы ЖЫ 

ноя < в а я по обращени въ десятичную дробь, дает 

сл. в, навфрное меньше зако 

Слфд., взявъ для 2’ число 0,05235, получимь меньший корень съ ошибкою, 

меньшею т00ббо; итак 

Вычислимь еще второе приближене; оно будетъ 

= 5-5 -(&) 



(=) съ 10-ю дес. знаками, имфежь 2 
5\ 

$=0,0523560209... 

а Ы О $) = 0,0000010763.... 

0,0523570972. 

я 9 десятичныхь мфстъ, имфемъ: 

а, = 0,052357097 

ошибкою < я 

Чтобы вычислить другой корень, нужно изъ суммы корней, равной 7 

вычесть найденный; взявъ въ р девять десятичныхь мфоть, имфемь: 

2546,666666666 

—  0,052357097 

2546,614309569, съ точи. до пу" 

458. 2-й случай. Знаки корней различны. 

‚ Боли знаки корней различны, что будеть, когда с отрицательно, то, назвав: 
величины коэффищентовь черезь а, би с, уравнеше будеть, ор 

и Видов: 

але —фс=0, а — 2 —е=0. 

_ Вь 1 первомъ, уравнеши менышй корень положителень, во второмъ отрицате- 
о если во второе вм. 2 подставияь — 2, то превратимъ его въ ри 
.-е. меньший корень сдфлаемъ положительных, 

ай -|- 65 —е=0 

послфдовательныхь приближен!й. 
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Послфдовательныя приближеня будуть: 

с с а с а с а 

= мБ: (21); № = ъ— (5) м = (0) 

Искомый менышй корень выражается формулою 

д  =5—5 ом ›} 

Очевидно, что 
м; >=... . 

Возвышая 06% части этого неравенства въ квадрать и затёмь умножая на 

& найдемъ 
' $ (2)*> 5); 

вычитая это неравенство изъ равенства => получ. 

очен 
первая часть есть 2,, а вторая есть 2”, слфд. 

2. <. 

Возвышая 06% части этого неравенства въ квадратъ, затфиъ умножая на 

В иифемъ 

Сы <у-@; 

вычитая это неравенство изъ равенбтва = имфемъ: 

>55 

первая часть есть 2;, а вторая ==’, слёд. 

2, >=) 
ит.д. 

Продолжая такимъ образомь, убфдимся, что вс приближеня нечетнаго по- 
рядка больше настоящей величины 2’, а четнаго — меньше 2’. 
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Кром того, если выпишежь вс четныя, затфиъ вс нечетныя приближе- 
я, получимь два ряда: 

= в 

ая, Ва) 
= 5 ибо 

Разсжатривая первую пару нечетныхь приближенй, замфчаемъ, что, очевидно: 

<. 

Обращаясь затВмъ къ первой парф четныхь приближенй, и взявъ ихъ раз- 
ность, имфемъ 

п — 2, = — 2,3); н0 2, <, сад, 

> а. 

Переходя ко второй парф нечетныхь приближен и взявъ ‚ихь разность, 
находимъ: 

2 — = (и — 21); н0 >, лв. 

Га 

Взявъ разность второй пары четныхь приближен: 

2 — а: = $ (2, — 2,1); 0 2, <=, са. 

>; ит. д. 

Заключаемь, что приближеншя нечетнаго порядка, оставаясь всегда больше 2, 
идутъ постепенно уменьшаяеь и слёд. приближаются къ 2’; приближешя же 
четнаго порядка, всегда оставаясь меньше 2’, идуть увеличиваясь, и слЁд. 
также приближаются къ 2”. 

Докажемь, что разность между тфии и другими приближешями и 2” стре- 
мится къ нулю, и слЁд. м. 0. сдфлана какъ угодно малою. 

Возьмемъ приближеше ночетнаго порядка дэр41, которое больше 2”, и на- 
зовемь погрёшность этого приближешя, т.-е. разность между нижъ и 2’, черезъ 
«ра; ифемъ: 

Фра аьы-и = (5.2) (6—9) 

ета) в, 



с, 

2 с 
во Хо м. < 

ие) ›. 
(=. а) = ба—2) 

тара на’ мевыше 2, иди р, са. 

= < 



„< ее Жак 

< `Перехножая и сокращая общихъь множителей, найдемъ 

2ас' Е их 
тд будеть <1, или, что вее равно, если Отсюда видно, что если 244 

ея можно взять ® достаточно большимь, чтобы сдфлать 8 р 

_ меньше: данной величины; и сл. чтб. погршность :„, и подавно, была меньше 
_ той. _же величины. 5 

"Но и въ этомъ случа метода удобна только тогда, когда ве о треть ЗАан 

чительно меньше 1, ибо только при такомъ услови 24, 2, 2,. . . будуть о 
быстро приближаться къ искомой величинф. Останавливаясь на приближены — 
нечетнаго порядка, получииь величину ошибочную по избытку; останавливаясь 
на приближени четнаго порядка, имфемь величину св ошибкою по недостат 
въ обонхь случаяхь высшй предфлъ сдфланной погршиности узнаежь, вычисливъ 

Зас\" 

(=) хз: 
ПРИМЗРЪ. 52? -- 1405 —7==0. Здвсь 

= 140; в==7; 

ие этого ох, =,, будеть меньше Г 

= а сл. и подавно, <, 



Второе приближеше 

а=° 1.10.05 — 1. 0,0025 = 0,0499107. 

2ас\з с 1 1 1 
Ошибка =, <( я | хз или < оз 3736000’ @ потону и по- 

давно меньше 3Х 1000000° 

Значить, положительный корень, съ ошибкою меньшею одной полу-миллюн- 
ной, равенъ 

0,049911. 

Сумма корней = — 28, сл. отриц. корень, съ тою же точностью, равенъ 

— 27,950059. 

ГЛАВА ХХХ! 

Связь между коэффищентами и корнями квадратнаго уравнешя.—Приложеншя, —По- 
строеше корней квахратнаго уравнешя. 

459. Теорема. Каковы бы ни были корни уравненя 
. 

аа ис =0: 

1) иль сумма равна взятому съ обратнымь знакомь частному оть 
раздъленя второю коэффишента на первый, т.е. 

ь 

2) а произведене равно частному оть раздьлешя третьяю коэф- 
фищента на первый, т.-е. 

с 
а 

ПовъРка. Мы знаемъ, что во всбхъ случаяхь корни даннаго уравнешя 
выражаются формулами 

АОИ, „_ 6-е т , а \ 

складывая которыя, находижь, 



м 

вр — 

а перемножая, находихъ, 

2 а” Е ЕН 

замфчая, что числитель представляеть произведене суммы двухъ количествъ на 
ихъ разность, и сльд. равенъ разности ихъ квадратовъ, имфемъ: 

г. 4а п —40 с 
ре Чая Ча а` 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ корни 2’ и 2", при подстановк®. 
въ уравнене, обращаютъ его въ тождество, то имфемъ два тождества 

аа --с=0, ад -- в’ --е=0. 

Принимая за неизвстныя— коэффищенты а, Би с, видимъ, что они удовле- 
творяють двужь ур—мъ, и потому задача объ ихъ нахождени неопредфлениа. 

Но если оба равенства раздфлимь на а: 

с 8 
0, ааа, =0, 

о е 
то, принимая за нензвфотныя — отношеня ©; и В находимъ, что эти отношенйя 

должны удовлетворять двумъ уравнешямъ, и потоху задача объ ихъ нахожде- 

ни опредфленна. Эти два ур—вя и дадуть намъ величины г. . въ функщи 

корней. Для исключены © вычитаемь 2-е ур— ню изъ 1-го и находимъ 

/ " ь и (а —#")-- „и —) =0. 

Положить, что 2’ а”; въ такомъ случай позволительно сократить ур— ше 
на количество 2’ — 2” (какъ неравное нулю), и получится 

аа" | =0, откуда 2--а”= =. 

Внеся вифсто ® равную ему величину — (2'-- 2”) въ первое уравнен, 

пайдемъ 

ат (и -а"--5=0, или —а" #0; 

отвуда 

ша" =. 

Теорема доказана; но опредфлеше . сдфлано въ предположени, что корни 

неравны. Остается доказать, что теорема справедлива и въ случа® равныхь кор- 
ней. Мы знаемъ, что если корни равны, то каждый изъ нихъ НЫ слЪд-, 

с ь „ 
ихъ сумиа — — 5; а отсюда, какъ и выше, найдемь, что 2" =, 



ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Такъ какъ 2 и 2” суть корни уравненя 
ал --6х--с=0, то триномь а2*--65-- с обращается въ нуль при под- 
становк$ въ него 2’ и 2” вибото 2, и слёд. дёлится какъ на #— 2”, такъ и 
на 2—2"; слёд., если 2’ не равно 2”, то этотъ триномъ, ва основ. теоремы 
$ 65, длится и на произведеше (2—2) (2 — 2"), а какъ дфлитель—одина- 
ковой степени съ дфлимымъ, то частное будеть нулевой степени относительно 22, 
‘и потому приводится къ одному члену, именно къ частному отъ раздфлешя пер- 
ваго члена, 42%, дфлимаго на первый членъ 2% дфлителя, что даеть а. Итакъ 

аз -|- фа--е=а(х — 2) (1 — 2"), 

‘или, раскрывъ вторую часть и расположивь по степеняхь буквы 2, находим 
‘тождество 

аа 6х --е= 04? — а(з'--2)а Рай"; 

‚а отиявь оть обфихь частей по 42?, 

Фа -е=-а(х-а)и-наж т". 

Отсюда, по теоремь $ 71, имфемь 

В —а(ж-Р а") и с=аж 

зыражкая изъ 1-го равенства 2’-|- 2”, а изъ 2-го 2'2”, находимь: 

/ „ ь ый, аа" =, 

И это доказательство предполагаеть, что 2” 5 =”. Но нужно замбтить, что’ 
если найденныя соотношеня вфрны, когда корни различны, то они приложимы 
\ тогда, когда корни разнятся между собою какъ угодно мало, а потому спра- 
ведливы и для равных корней. 

460. 1/римтьчанае. Если уравнеше имфеть видъ 

а рг--4=0, 

то. чтобы перейти къ нему оть уравнешя а2?-|-62--с==0, надо положить: 
ПЬЮ, 6—4; 

Тогда формулы соотношенй примутъ видъ: 

/ Пе я-а" = т 

слфд. сумма корней уравненя 2--рх--Ч=0 равна коэффищенту 
‚при первой степени неизвьстнало, взятому сь обратнымь знакома, а 
промзведенае корней равно извъетному члену. 

р; 

461, Слъдствтя. 1. Вычислить разность корней уравнешя а2*--62-|- 
-е=0, не рёшая уравненя. 



НЙ 

Обозначивь, разность корней буквою 2, можежь выразить 2? по сум и 
произведеню корней; въ самомь дфл: 

(а — "ааа 2-х -- 20" — 4х" = 

дай 4 ао 
а: а @ ’ 

откуда вое 
И —4ае, . ие * 

Тоть же результать нашли бы и прямыхъ вычитанемь корней. 

П. Когда извфстень одинъ изъ корней квадратнаго уравнешя, то другой 

можно найти, не рЬшая уравненя, а: 1) раздфливь произведеше корней (#) 

на ооротный корень, или: 2) вычтя извфстный корень изъ суммы корней, т.-е, © 

2 изъ — а 
1 1 оны 1 

ПримфРъ. Рьшить уравнене = -- Е —- ЕВ Прямо видно, 

что уравнеше имфеть корень 2” == а, ибо при 2==@ 06% части дфлаются тож- 
дественными. 

Дая нахождешя второго корня приводихъ уравнеше къ цфлому виду: 

(2а-- 5)? -|- (5 — 24*)д — аМа-- 5) =0; 

В Ш ъ 
и раздёливь произведеше корней —“ аи на извфстный корень а, найдем : 

другой корень 

ЕВ, За 5 

Можно рёшить это ур— в и другим премомъ; напишежь его въ вид: 
ро 

рае, или (а —2)[(#- НВ) (а-НЬ-Назт]=0; ; 

Приравнивая нулю первый множитель, находимь одинъ корень 2’ = а; при- . 
равнивая нулю второй множитель, получаемь ур— не первой степени 

(#--оа--о + а2=0, 

откуда и найдежь второй корень. 

Ш. Козда коэффишенты уравненя соизмтримы, то дъйствитель- 
ные корни или оба соизмъримы, или оба несоизмиримы, потому что ихъ 
сумма, напр., соизиёрима; и кофа они несоизмтримы, то сопряженны. | 

Ту. — Козда коэффищенты ур—ная дъйствительны, то или оба корня 
Оъйствительны, или. оба мнимы; ибо ихъ сумиа дфйствительна, м хозда они 
мнимы, то сопряженны, 

Переходихь къ изучению приложен теоремы $ 459. ы 
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462. Приложене Г. Изсльдоване, а ргот, корней нвадратнаго уравненйя. 
Опредълеше.— Изслюдовать @ ртготё квадратное уравнеше значить: 

не ръшая ею, опредълить, будуть ли корни ею дъйствительные или 
мнимые; кода они дъйствительны, узнать равные они, или неравные; 
в случаь ихь равенства, указать ихь общую величину, вь случа же 
неривенства указать—одинаковало они знака, или имъють знаки про- 
тивоположные; если импють общий знакь, то указать—какой именно; 
если же знаки корней различны, то указать знакъ корня, имъющало 
большую абсолютную величину. 

1. Если окажется, что 
$ —44< 0, 

то корни уравнешя будуть мнимые сопряженные. 
И. Если 

6—4 —=0, 

то мы знаежь, что корни уравнешя дъйствительные равные, и общая вели- 
чина ихь есть 

5. 
2а’ 

откуда видно, что оба корня положительны, когда ъ< 0, оба отрицателу- 

ны, когда > 0, и оба равны мулю, когда > = 0. 

Ш. Наконець, если окажется, что 

ва — 4ае>0, 

то заключаемь, что урн имфеть корни дъйствительные неравные. При 
этожь слёдуетъ замфтить, что для опредфлешя знака разности 65° — 4ас не 
всегда необходимо вычислять эту разность, а именно если ас < 0, т.-е. а в 
с имтють знаки противоположные, то разность 52 — 4ас необходимо 
положительна. Въ самомъ дфлЪ, если ас<0, то можно положить 4ас = — 9%, 
тдЪ — а? количество существенно - отрицательное, и слёд. 5 — 4ае = — 
(— а?) =5-- а, а сумиа квадратовъ дфйствительныхь количествъ существен- 
но положительна. Значить, при ае< 0 корни уравнемя безусловно дъй- 
ствительны. 

Когда уравнеше имфетъ корни дфйствительные и неравные, т0: 

1) Если => 0, т.-е. произведеше корней золожительно, оба корня имф- 

ть одинаковые знаки. Но если знаки корней одинаковы, то обний знакъ 6у- 

детъ такой, какъ у ихъ суммы, которая равна а 

Отсюда: 

Если >06, то о будеть количество отрицательное, н слфд. оба кор- 

ня отрицательны. 

’ Веди 2<о, то — д Положительно, и потому оба корня положительны. 

Предположене 2 =0 невозможно, ибо изъ него слдовало бы, что корни 



равны и противоположны то знаку, что противно предположению 5>0, 

которое требуеть, чтобы знакъ корней быль одинаковъ. 

2) Вени < 0, т.-е. произведеше корней отрицательно, то знаки корней 

противоположны. Но въ такомъ случа® сумма ихъ имфеть такой знакъ, какой 
у корня съ большею абеолютною величиной. Отсюда: 

Вели > 0, то сумма корней = будеть отрицательна, и слфд. боль- 

и, по абсолютной величин, корень о’рицалтелень. 

Жели . < 0, и сл. м > 0, то болышй, по абсолютному зн: корень, 

налет. 

`Наконець, если Во, то сумма корней = нулю, сл. корни равны по 

зеличинв и противоположны по знаку, 

3) Если 5=0, то одинъ корень = нулю. Что касается другого, то: 

Котда ты 0, сумма корней отрицательна, а, слЪд., другой корень отри- 

цателень. 
‚6 

Когда” „< 0, сумма положительна, и другой корень золожителень. 

Типотеза — 0 не имфеть Фета, ибо въ этомъ случа выходило бы 6==0, 

с —0, а слёдовательно вышло бы и 65* — 446 = 0, что противорфчить условию 
5: — 4ае > 0. 

Изслфдоваше можно резюжировать такъ: 
1. 81 — 4ас < 0, корни уравнения хнихые сопряженные. 

Первую часть уравнены, можно представить въ формф суммы двухъ квадратов. 

И, 63 — 4ас =0. 

Корни дЪйствитель- ) 5 > 0, корни отрицательны. 
ные равные. 

| < 0, корни положительны. 

р =о, корни равные нулю. 

Первую часть уравнешя можно представить въ форм полнаго квадрата. 

[>0... [5 < 0, оба корня положительны, 
й 

Знаки корне |* > 0, оба корня отрицательны. одинаковы 

Ъ > 0, корень съ большою абсолюттною 
ТЕ. в*— 44 >0. в <о. @^ ’ величиною отрицетелень. 
В кАетеатоль. {9 ` 26 20 болышй по абеолютн. величин 
ен не. знаки корней] а ^ ’ корень положителенъ. 

р я рааличны 1) Корни равны п противоположны 
а 10 знаку. 

2=0 Вик О 0, другой корень положителень. 

одинъ корень } в ;. Ц уж а > 0, другой корень отрицателенъ. 
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Прижьеы, 3 Изсльдовать зорни Е 

` БМ 0; 

оо, сад. корни — мнимые, 

_ Ц. Изсаьдовать корни уравненея 

922-122 4—0. 

_ Такь какъ козффищенть при 2 четный, то составляежь разность 5— 
_ имбемь 6 — ав —=6:—9Ж4=0, а потому а т дъйствителу- 

_ мые равные. Общая величина ихъ == 

_ Ш. Изсльдовать корни уравнешя . 

32а —82--4—0; 

В — ас =4*—3Ж4= - 4, сл. корни дьйствительные неравные. 

_ Сумма корней = т.-6. 20, слЬд. оба корня положительны. 

ри: Изсльдовать корни уравнешя 

821 57= 100; 

— 446 = 571 —4Ж8ЖХ 10 =-|- 2929, количеству положительному, потому 

о во, слЪд. знаки корней одинаковы. Сумма корней, равная —“ ‘отрицательна, 

_ слёд. оба корня отрицательны. з 

- _ У. Изелюдовать корни уравнешя 

й За — &—3—0; 

_а ис нифють знаки противоположные, слЬд. корни—дъйствительные неравные сай 
К `Произведеше ихъ, равное — 1, отрицательно, потому знаки корней ‚различны. 7 

‘Сумма корней, равная +8 положительна, слфд. большй по абсолютной. 

чинф корень положителень. 

_ У. Изелюдовать корни уравненя 

За 82—30; 
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и разнаго знака. Сумма ихъ, равная 5:8 отрицательна, слфд. большй по 

абсолютной величин® корень отрицателенъ. 

463. Приложене 11. Составлеше квадратнаго уравненя по даннымъ 
корнямъ. 

Пусть требуется составить квадратное уравнеше, корнями котораго были бы 
количества я и 8. Искомое ур—н@ должно быть вида 

2 -Ррг --4=0; 

нужно опредфаить коэффищенты ри 9; соотношешя между коэффищентами и 
корнями даютъ: 

р=— (а-- 8), ч=а.в 

искомое ур ше такимъ образомъ есть 

21 — (а-- 2-43 =0. 

ПРиизры. |. Составить ур— не, которазо корни были бы: - и = 

Искожое ур—ве должно быть вида 

а --рх--ч=0, 
причежь должно быть: 

2=-(-)-ж 1-8 (3 
ся. вскомое ур— ше будеть; 

6. 5 

212—580, ви 202 --1#—6=0. 

И. Составить ур—ще, корнями которало были бы 

Исконое ур— ше должно быть вида 

2 рё--ч=0, 

а ъ а 
= (515 т = Ч 

24 и оеае 
а-6 Иа 

сафд. ур ве будеть 

о 2+ ао, ша (а ая ай 0. 
Ш. Составить квадратное уравнеше, съ соизмъримыми коэффищен- ` 

_ тами, которое имило бы корень 5 — ЗУТ. я 
30* 
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Искомое ур—е должно быть вида 

а-- рг--ч=0; 

такъ какъ, по условию, р и 4 должны быть соизмтримы, и мы доказали, что 
ур— не съ соизибримыми коэффищевтами, ичфющее корень 5—3 ИТ, изфеть дру- 
той корень сопраженный съ первымъ; слфд. второй корень будетъ 5--ЗУт; 
потому г. 

р=—(5—ЗУ7-Е5--3У7)=—10; 
а=6—3У7 6-3У)=- 38; 

слЪд. искомое уравнеше есть, 

2 — 105— 38 =0. 

Примъчанще.— Задача эта опредфленна только тогда, когда существуеть 
‘услове, чтобы коэффищенты искомаго уравнешя были соизмфримы; если этого 
требовашя нфтъ, то задача неопредфлениа, ибо существуеть безчисленное мно- 
жество квадратныхь уравненй, нифющихь данный корень; такъ, уравнешя, 
пибющя корень 5 — 3У7 (называя другой корень буквою *), суть 

а — (0-5 —3И7)=- 6—3) =0, 

тдВ )— произвольное количество. 

Въ 5 449 мы видфли, что услоше, чтобы квадратное ур—н с> сомзмири- 
мыми коэффишентами удовлетворялось посонзифриымь значенень а-- ИЗ 
ноизвфстнаго, выражалось двумя соотношешями между коэффищентами. Взявъ 
эти соотношешя, мы имфли бы два ур—Шя, изъ которыхь могли бы получить 
уже найденныя значешя для р и 1. 

ТУ. Составить квадратное ур— ни, с5 дъиствителиными коэффи- 
мектами, имтющее корень 2 -|- 34. . 

Искомое ур—ше имфеть видъ 

я рг--ч=0; 
для опредблешя ри 9 замфчаежь, что ур. 5 дъйствительными коэффи- 
шентами, ниъющее корень 2-|- 3%, имфеть другижь корнежь мнимое сопря- 
женное выражеше 2 — 3%. Отсюда 

в=— 2—3) =—4, 9ч=(2--3) (2—3) =13; 

и искомое ур— ве будеть 2'— 42-13 =0. 

Примчане. Задача эта опредфленна потому только, что на коэффищенты 
наложено ограничене, чтобы сни были дъйствительны. Если этого ограниче- 
я ить, задача неопредфленна; называя буквою \ совершенно произвольное 
количество, дфйствительное или мнимое, получимъ уравнеше 

я — 2-39 2-23) =0 

необходимо имфющее одинъ изъ корней, равный 2 -|- 3. 



-Е4=0, то (см. $ 451) въ случа дЪйствительныхь ри 4 нашли бы два 
ур—Шя для опредфлешя р и 9, именно: $ 

4 9-Е 2р-0, 12-320, 

откуда нашли бы р = —4, 9=13. 

464. Приложене ТП. Преобразоваме корней нвадратнаго уразненм. 

Задач 1. Дано квадратное уравнеше ах*-|-5х-|-с = 0; составить 
Орушюе уравнеше, котораю корни отличались бы оть корней даннао 
только знаками. 

Искомое уравнеше будетъ вида 

2-Е рЕ--9=0, 

если корни дапнаго ур—1я обозначижь буквами & и 4”, то корни новаго 
должны равняться — 2” и — 2"; подъ отимь услошемь и нужно опредвлить 

-. риа. Итакъ 

"т Вана 9-2). (+) а 
Слфд. искомое уравнеше будеть 

Г 6 С ЖЕ - 2 |- м —и--а=0 пли ах фи--е=0. 

Легко видфть, что мы ею получимь прямо изь даннало, подставив» вь 
послъднее — 2 вмъсто =. 

ЗадАчА ИП. Дано квадратное ур—не аз?-|. 6х -|-е=0; составить 
ое ур—не, корни которало были бы обратны корнямь даннало. 

Пусть корни даннаго уравнешя будуть 2’ и 2”. Мы хотимъ составить урав- 

меше 2?-|-рх--4==0, корнями котораго были бы ы и 5 слфдовательно 

ИН 
ЕЕ а тт 1: 5 =. 

2" @ 

Такимьъ образомъ, искомое ур—ве будетъ 

ава =, или 22-0 -| 

Этоть же результать мы найдемъ, если въ данное ур— ше подставимь 2 

сто 2; въ самомъ дфлЬ, подстановка эта даетъ 

ЯН Не, или 62*-|-ш--а=0. 

Еелибы мы прямо выразили ‚что 2-|-3# удовлетворяеть ур--иво 2-5 ра-- = х 



— 470 — 

Итакъ: уравнене съ обратными величинами корней выводится изь 

даннало замьною 2 обратнымь вму количествомь 2. 

ЗадАЧА Ш. По данному уравнению аз? -|- 6 -|- с = 0 составить 
зуюе, корни которалю равнялись бы корнямь даннало, сложеннымь съ 

ымь количествомь }.. 

Пусть корни даннаго уравнешя будуть 2’ и 2”; требуется составить урав- 
неше 2°-|-р2--49==0, корни котораго были бы @'-Р\ и 2”--). Слёдова- 
тельно 

ра) = (8—2, 

а (ее аа” ине. 
Требуемое уравнеше есть, слФдовательно, 

ая-- (2—2) 2+ (в +1) —0: 
или 

а? -|- (6 — 2а))е-|- (а —В.-- с) =0. 

Этоть результать мы нашли бы, если бы въ данное ур—не вифето 2 под- 
ставили © —/; въ самомъ дёлф, подстановка эта даеть 

а(# — 11-е) -е=0, 

или, раскрывая скобки и приводя члены въ порядокъ, 

ах? -|- (6 — 2а))2 -|- (а —.-- с) =0. 

'Итакъ: Уравнеме с» корнями даннаю, сложенными съ ), выводится 
из» даннало замъною х биномомь # —).. 

ПрихзрЪ. Составить уравнеше, которало корни были бы больше 
корней ур—нёя 32—55 —4=0 на 2. 

Замбнивь въ данномь уравнеши 2 разностью 2—2, имфемъ: 

3(2—2)*—5(х—2)—4=0, шли 32°— 172 -|-18 =0, 

465. Эта задача важна по своему отношению къ слдующижь двумъ вопро- 
самъ, вотрёчающимся при изслёдовани задачъ второй степени. 

ВопРосЪ [. Выразить, что оба корня квадратнаю уравнешя 

ааа | фе--е=0 

больше даннало количества \.. 

Если корни уравнешя назовемъ буквами 2’ и 5”, то, по условию, должно быть 

%>) из">)}, наи, чо 10 же, 2—)>0на"—)>0. .. (1). 
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} Жели теперь по данному уравнению мы составимь такое, котораго корни рав- 
вались бы 2—\ и <”—), то найдемь требуемыя усломя, выразивъ, что 
корни новаго уравненя должны быть положительны (въ силу 1). 

я составлешя новаго уравнешя нужно въ данномь замбнить & суммою 
#-—- $ сдфлавъ это, найдемъ: 

а -- 6-е (а -ы-о=о... (2) 

Чтобы корни этого ур— я были положительны, необходимо, чтобы: 1) ихъ 
произведеше было положительно; 2) ихъ сумма была положительна, Итакъ, тре- 
буемыя условя будуть: 

2 -- | 

1) Ве 0, или, умноживъ 06 части на а; 

а(@*-—- В. -- в) > 0; 

>0, или, умноживъ 068 части на —а*: 

а(6--2а)) < 0. 

Примъчаще. Чтобы выразить, что корни даннаго урны оба меньше %, 
необходимо выразить, что корни ур—шя (2) оба отрицательны; сдфлавъ это, 

; получимь условя: $ 

а(а)*-|-5).-|-с)>0; а(5-|- 23а) > 0. 

2 а, 

ВопрРосъ ИП. Выразить, что данное количество ). заключается ме- 
‘жду корнями ур—ня ал? -|- 5х --с =0. 

Пусть корни даннаго уравненя будуть 2’ и 2”, причемь 2” < 2”. 
По условшю должно быть: 

хол на’ или “< 0на—^>0. .. (1) 

Ур—ве, имфющее корни 2’ —)\ и &”—), есть 

ал -|- (6 -|- за) -|- (а Н.Н) =0. 

Въ силу неравенствъ (1) корни этого ур—нм должны имфть противонолож- 
вые эваки, слфд., необходимо и достаточно, чтобы ихъ произведеше было отри- 
пательшо, т.-6. чтобы 

20, ши аби 0) < 0. 

466. Приложене ТТ. Найти соотношене между коэффищентами нва- 
дратнаго уравненя подъ условемъ, чтобы между корнями уравненя суще- 
ствовала данная зависимость. 

Задачл 1. Какая связь должна существовать между коэффишен- 
тами уравненея ах? -—|- 05 -|-е=0, чтобы ею корни & и &” удовлетво- 
фяли условю рх’ — 2" == 72 
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Рёфшивъ данное уравнене и подставивъ найденные корни въ равенство 
02’ — 42’ ==, найдемь требуемое услове. Но обыкновенно требуется дать 
искомое услове, не рьшая ур—нйя; этого достигнемь слфдующимь пруемомъ. 

Говоря, что &’ и 2” суть корни даннаго ур, мы выражаемь этижь, 
что они удовлетворяють ур—ямъ: 

и наобороть. Слфд., задачу можно формулировать такъ: 

Какова должна быть связь между коэффишентами даннало ур—ная, 
чтобы а’ и <" удовлетворяли тремь ур —ямь. 

‚ „ ‚ „ Й в р’ — а’ =, Ш -х 2 

Очевидно, рёшивъ два изъ этихь ур— шй (и проще первыя два, какъ ур— я 
1-й степени), мы найдомъ требуемое услове, подставивь найденныя рышешя въ 
3-е. Первыя два дають: 

м и ба 
фто’ ® чо 

подставляя въ третье, найдемъ: 

ее = 5 пли (а — М) (а"-|- 6р)-- ас (р-|-9)* = 0. 

Это и есть требуемое соотношене. 

ЗАДАЧА П. Опредьлить ), такь, чтобы корни 2’ и х" уравнешя 

(2 — 1)ай-- (5-1) (8-1) =0 

имльли, отношене :. 

(Согласно условшю, корни должны удовлетворять уравнешямь 

Уз И 1 „_ ЭТ 
2’ —=3а", жа т = 

Рфшая первыя два, находимь 

= за, 25-1). 
5—1)’ 5—1) 

внося въ третье уравнеше, имфежъ, 

БОЕВ ши бб 1—5 ЕО: 

это и есть соотношене, которому должно удовлетворять А; располагая по сте- 
пенямь \, нифемъ 

0-85-31 ==0, 
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5 31 
=, №=— 5. 

Провфримь, дЬйствительно ли эти значеня › суть требуемыя. 

Во-первыхь, посмотримь, каковы корни даннаго ур—вя при } =<5; для 
этого выносимь ) за скобки: 

` т 1 } *[(е —)=+6 2+ 4+1) =; 

отсюда видно, что когда у приближается къ ‘безконечности, корни данннаго 

ур— я стремятся къ предфламъ, удовлетворяющимь ур— ню 22° О 

откуда 2'— —5 и д’ —=— 1; отношене х’:х” двйствительно = 3 :2. 

Во-вторых, при № = - данное ур—не береть видъ 1472*-|- 702-|- 

-Е8 =0, откуда == и д" = —& двИствительно 2”: 2” =3:2. , 

467. Приложене Т. Какому условю должны удовлетворять. коэффи- 
щенты двухъ квадратныхь уравненй 

ах? -|- 55 --с=0...(1) а--0--е=0.. ‹ (2), 

чтобы эти ур—ня имбли одинъ общй корень? 

‚  ШврвоЕ РшЕентЕ. Пусть корни ур—нм (1) суть @ и 8; ур-ни (2) 
ви В’, дБ а—общи корень; мы нмфемь 4 уравненя 

8+2...) 
в Ч = 

аи... 6) 
4— ©... 06) 

Докажемъ, что для того, чтобы данныя ур-—ня нмфли одинтъ общий корень, 
необходимо и достаточно, чтобы урн (7) съ тремя нензвфстными а, Ви 
нуфли по крайней мфрф одно общее рёшене. Въ самомъ дфлЁ: 

1) Если ур—вы (1) и (2) изфють общёй корень а, то ур— ня системы (7) 
будуть удовлетворены этниъ корнемъ @ и двумя не общими корнями В и В’. 

2) Еели ур—ня (7) инфють общее рёшеше (а, Ви В’), то: корни а и В, 
удовлетворяя ур—мъ (3) и (4), служать корнями (1), а аи |’, удовлетворяя 
(5) и (6), будуть корнями урны (2); т.-6. @ и будеть общимъ корнем дан- 
ныхь ур— ний. 

Итакъ, искомое услове есть услове, при которомъ система (7) имфетъ об- 
щее рЪшен!е; это услове найдем, исключивъ а, Ви 8’ изъ ур— ШИ системы 
(7). Комбинируя (3) и (5), имфемъ 

аб’ — фа". 
и: - - : (8), 
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комбинируя (4) съ (6), получимъ 
реа 

р... (9). 
Отсюда: $ В 

Ч — а" 
Слёд. изъ (4) пифемъ 

та а’ — щи) 
— ава! — ас)° 

Подставляя эти величины въ (3), и найдемь искомое условйе: 

вау —м9 1 _ 
риаеу а =0, 

что ие трудно привести къ виду 

(са’ — ас')* — (а — фа’) (6—6) =0. 

ВТОРОЕ РошЕнтЕ. Полагая @ и @’ отличными оть пуля и умноживъ 
ур. (1) на а, а (2) на а, зажфнимь ихъ двумя слбдующими, ижъ эквива- 
лонтными: 

ва’ай -|-фа’в-|- са’ =0. .. (10), аа -- аж -- аи =0,. . : (11), 

изъ которыхь тотчась выводим слёдующия замфчаня: 

1) Если аб’ —6а' = 0, то ур—вя но могуть имфть никакого общаго р\= 
шеня, если въ то же время не будеть и ас’ — са’ =0; но въ такомь случа 
оба ур—шШя дЬлаются тождественными, иначе говоря, имфють 08а общихь 
корня. 

2) Если ас’ — са’=0, то ур-—шШя не могуть имфть ни одного общаго 
корня, если при этомъ не будеть и аб’ — 64/=0; но тогда опять оба ур—шя 
будуть тождественны. 

3) Изъ сопоставлейя отихь замёчавйЙ выводимь то заключене, что если 
два квадратныя ур—Шя нифють один» тюлько общ корень, то ‘разности 
а’ — Ва’ и ас’ — са’ отличны оть нуля; слЪд. по крайней мфрё одно изъ чи- 
сель би с’ не есть нуль. 

Зная это, вычтемь изъ (10) ур—ве (11); найдемъ 

(ав’ — фа) Нас’ — са =0,. .. (12). 

По извфстному принципу, система (1) и (2) эквивалентна систем (1) и (12); 
слфд., общ ‘корень м. 6. найдень изъ послёдней системы; а какъ ур. (12) 
есть ур—е 1-й степени и слд. имфеть только одинъ корень, значить, если 
данныя ур—вя низютъ общий корень, онъ долженъ быть 

ас! — са’ 
2 а ы" 

Будучи общимь корнемь системы (1) и (12), онъ должень удовлетворять 
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урн (1); такъ что искомое ‘услоше найдемъ, подетавивъ найденное для © 
значене въ ур—в (1). Итакъ 

Ба! — а 

О ео, 

что легко привести къ виду 

(ас! — а’с)* — (@' — а) (6е' — с) =0,. ..- (13). 

Соотношеше это просто, симметрично и легко удерживается въ памяти. 

Юго можно представить въ другой форм. Раскрывъ скобки и умноживь вс® 
члены на 4, найдем: 

4а2е'* -|- 43а’? — Заса’с' — 4а/0с' — 4фаиев' -|- 4Ъ3а/с' -|- 46ас = 0, 

или, придавъ и вычтя 635”, иожемь дать ему видъ: 

63! -|- дас" -|- 4сза'* — 4Ыас' — 465’ са/ -|- Зас'са! — 635 -|- 4ась” -|- 

+ 40/6 — 1баса/е' == 0, 
или 

(6 — 26 — 3еа/# — (68 — 4ав) (5 — 4а/) =0. .. (14). 

Примьчане Т. Общ корень рашоналень; слёд., отъ не м. 6. мнимымъ, 
Сафд., когда два квадратныя ур—вя имбютъ одинъ общ корень, всё ихъ 
корни дфйствительны и потому 

$ — 4а>0 и 9" — 44%! >0. 

Это же можно видфть и непосредственно. Если квадратное ур— ше иметь 
корень а-- 8, то другой его корень будеть а — В; а слёд. если два ур— я 
имфютъ одинъ общй инимый корень, то они имфють два общихъ корня и сл5д. 
тождественны. - 

Примпчаше ПП. Мы замфтили, что два квадратныхь ур—шя ие могут 
нить общаго корня, @сли ас’ — са’ —=0, и приэтомь аб’ — фа’ отлично оть 
нуля. Слфдуеть прибавить: исключая случая, кода с = с'=0. 

Въ саномь дёлЁ, въ этомъ случав ас’ — са’ = 0 ‘и ур—вя будуть 

алй-|- 6—0, ай -- д =0; 

очевидно, что они имбютъ общй корень х==0 и-что два друме корня, опре- 
двляемые ур—ми 

ав 5—0, ае-Ры-=0 

различны, ибо, по положению, 46’ — фа’ не равно нулю. 

Замфтимь, что соотношеше (13) удовлетворяется и при с =’ ==0; сл%д., 
оно общее и примфнимо и къ исключительному случаю, о которомъ идетъ рЪчь. 
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468. Приложене ТТ. Услов!е, при которомъ два квадратныхь у —ня 
имфютъ два общихъ корня. 

1. Называя общие корни уравнешй 422 -- б;--с=0 и а’ --Бж-е' = 
буквами @ и В, будемь нифть 

р [д с 
а} а & мт Ч=а = 

откуда необходимо, чтобы 

что можно представить въ вид 

ные 
Во 

Эти условмя, будучи необходимы, вмфств съ тЪмъ и достаточны, ибо, какъ, 

скоро они выполнены, то, называя общую величину равныхь отношенй (1) бук- 
вою К, имфемь: а’ = аК, 5'==К, с’ ==сК ‘и потому второе уравнеше береть 
видъ К(а2-|-62-|-с) =0 или аа 6-е ==0, т,-е. ничфиь не отличается 
отъ перваго, а слФд. имфеть т же корни, какъ и первое. Итакъ: 

Чтобы два квадратныль уравненля импли два общихь корня, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы ихь коэффишенты были пропоршональны. 

П. Можно это усломе вывести иначе. Выше мы видфли (5 467), что, пола- 
тал аи @’ отличиыми отъ нуля, можно одно изъ данных уравнен замять 
ур— Мемъ 

(аб’ — ба’) -| (ас’ — са’) =0. 

СлЬдоват., если данныя ур—шя имфють два общихь корня, то полиномь 
(а — ва/)2-| (ае’ — са’), будучи первой степени, должень обращаться въ 
нуль при 0вузь различныхь значешихь 2, а потому (3 68) онь должен быть 
тождественно равенъ нулю, & для этого ($ 70) необходимо и достаточно, чтобы 
его коэффищенты равнялись нулю, т.-6. чтобы 

а! — м =0 и ас’ —са’=0, откуда бу 

469. Приложеше УП. Найти два числа, зная ихъ сумму $ и произ- 
ведене Р. 

Очевидно, искомыя числа суть корни уравнешя 

2 — З8--Р=О. . .(1); 

зъ самомь дёлЬ, сумма корней этого ур—н!я равна 5, а произведеше Р. 

ПРимфръ. Найти два числа, которыхь сумма равнялась бы 13, а произ- 
веденю 40. 

Искомыя числа суть корни ур—шШя 2? — 135 -|-40—0; рёшая его, нахо- 
димъ: 2—8, 2” =5. И въ самомь дфль: 8--5=13, 8Ж5=40. 
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Чтобы задача была возхожна, необходимо, чтобы ур. (1) нифло корни дёй- 
ствительные, т.-е. чтобы разность $* — 4Р была положительна или нуль: 

$ — 4250; 
отсюда За 

в<(3)> 

1.-6. наибольшая величина (тахииии) произведеня двухь чисель, положи- 
‚ тТедьныхь или отрицательныхь, импющихь постоянную сумму, равна 

квадрату ихь полусуммы. 

Если бы требовалось найти два числа, зная ить разность 8 и произ- 
ведене Р, то задачу эту можно бы было свести къ предыдущей. Въ самомъ, 
ДЬлЬ, если искомыя числа будуть 2’ и У’, то по условно задачи имфежъ 

#—Фу=8 изу =Р; 

но положивь — У’—”, дадимъ этимь ур—яиъ видъ 

жд” =8, в =-—Р, 

слёд. 2’ и 2” суть корни уравнешя 

2—1 —Р=0. 

Жели 8 положительно, слфд. & — у’ > 0, то для <’ пужно взять боль- 
шИй корень ур— ня, а другой корень, взятый съ обратнымь знакомъ, дать, у'. 
Если 8 отрицательно, нужно сдфлать наоборотъ. 

Услоше возможности задачи выразится слфдующихь образом: 

ЧР, 
а 

откуда видно, что при Р подожительномь задача всегда возможна, ибо ЗЕ 

будеть представлять сумму двухъ существенно положительныхь количествь. 

470. Приложене ТПГ. Найти сумму одинаковыхъ степеней корней 
квадратнаго ургвненя а2*-|- 55-|{-с =0. 

Пусть корни будуть ©, и =; требуется вычислить 2\”-- х,”, не рёшая 
ур— йа. Сумму эту для краткости будежь обозначать знакомь Зи. 

1. Во-первыхъ, мы имфемъ 

== — ь. 

П. Чтобы найти $», возьмемь тождества 

аль е=0.. . .(1), аж -Не=0., . (2), 

сложивъ ихъ, найдемъ 

а5, -|- 5, -2=0, откуда 8 = в 



< к: з 

Ш. Чтобы найти $,, помножимь ур. (1) на 2, ур. (2) на 2, и аожиь 
‘почленно, что дасть: 

ЕВ =0, оправ, 
замфняя 5, и № ихъ величинами: ‚ 

оба — зао), ег 
Этот результать можно найти иначе, замфчая, что 

а = (и а) — За (аа) = — 5-Е. 
ы А 

ТУ. Помножая тождества (1) и (2) я на 2. их, мах 2% 
вая, найдемь, 

.- @% 0, -- 65, =0, откуда 2 

_ Вообще, легко найти в зная суммы быт и Аи; ибо, помноживь 
1) на 2." (2) на 2,"-9, и сложивъ, имфемь соотношеше 

ав =0, 

Подоживь т— 3, имфемъ а, +, -Е <, =0, откуда 

--ЕУНЫС 
ВЕ сумму одинаковызь с 

маю уравнешя. : 



Тм, 

_ угольника. 

- 49 -— 

Называя эту сумму черезь $», имфемъ 

а + ан" [С 
и а” ил Зи. 5» 

Такъ, напр., отсюда найдем: 

В РОН 56? — Зае), 
Г © 2 Гая я’ 28 Гид Го: 

1 1 М — 404с -- Заз 
ария ЕТ 

472. Построеше корней нвадратнаго уравнения. 
Рфшая геометрическй вопросъ съ помощью алгебры, всегда получаемъ урав- 

нешя однородныя, если только всф лини вопроса изображены буквами, а не 
числами. Тая ур—Шя мы и будежь разсматривать. 

1. Уравнеше вида 2°==т. даеть пропорцю т: 2=2: я; слЁд., по- 
строеше лини < приводится къ нахождению средней пропорщенальной между 
лишями % и ®. 

2. Полное уравнене. Обозначая буквами ри  отношешя двухъ данныхь 
линй къ линейной единиц, а буквою 2 отношене къ той же единицв дин 
искомой, имфемъ четыре вида ур— в: 

21-|-ре-- 1—0; 2—рх-- 1—0; ар 0; 2—рх— М0. 

Такъ какъ. первое выводится изъ второго, а третье изъ четвертаго пером 
ноЮ 2 на — 2, то достаточно построить корни 2-го и 4-го. 

Предетавивъ 2-6 въ видё 2(р—2)==А°, 
замфчаемжь, что вопросъ приводится къ 9 
построению сторонь 2 и р— 2 прямо- т 
угольника, равновеликаго квадрату сто- } 
роны №, зная сумжу изифренй прямо- Е 

Для этого на прямой АВ = р опи- 
сываежь полуокружность; въ точкё А 
возставляемь къ лини АВ перпендикулярь 
АЕ = ин черезь точку Е проводимь 
прамую ЕО параллельно АВ, пересфка- Черт. 50. 
щую окружность въ Пи Е. Легко ви- 
деть, что прямая № — АС изображаеть одинъ корень ур — ня, а лишя 
ВЕ — ВС— другой. Въ самомь дл: 

Аб-Е ВС = АВР, 

Аб ВС = СЕ Ава, 

Для возможности задачи необходимо, чтобы прямая ЕО встрфчала окруж- 

ность; слёд., задача невозможна, когда А8>0=4 › или когда *>ь по- 

у 
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тому что при этомъ услови ЕП) не встрфчаеть окружности. Когда АВ = 06 = = , 

или в= прямая ЕО касается окружности въ и 6, и корни получаются 

равные, 40 = 0В = ; Наконенъ, когда АЕ < 06 = АВ, или в<ь прямая ЕО 

пересфкаетъ ыы, и корни получаются р АС и СВ. Все это вполн 

согласно съ тфиъ, что при услови и> корни уравнешя хнимы, при № 

дфйствительные равные, а при №5 — дытвительные неравные. 

Четвертое ур— ше приводится къ виду 2(5 — р) = #* и соотвфтетвуеть во- 
просу: построить измфрешя прямоугольника, равновеликаго данному квадрату, по 

разности р этихъ измфренй. На прямой 
Е АВ=р, какъ на маметр®, описываежь, 

окружность; въ точк® А проводижь къ ней 
касательную ЛЕ = и изъ точки В про- 
водижь сфкущую ЕСО черезъ центрь. 
Имфемь 

Еб =, Еб=— 4", 
В 1 

= 0 ВЕ — СЕ =106 =АВ==р, 

ЕС ХЕ = АЕ =. 
р 

Очевидно, построеше всегда возиож- 
но, такъ какъ точка Е всегда будеть 

Черт. 51. находиться внф круга; и это обстоя- 
тельство вполнф согласно съ твиЪъ, что 

ур— ше 4-е, нмфя свободный членъ отрицательный, всегда нифеть двйствитель- 
ные корни. 

Другой ПРЕЕмЪ. Если ур—вя 2-е и 4-е имфють видъ 

я—ух-т.п=0. .. (2) 2*—12—т.в=0 . (4), 

то для примбненя указаннаго према слфдовало бы предварительно найти сред- 
нюю пропорщюнальную & между 2 и я; нижеслдующее построеше позволяеть 

избфжать этого предварительнаго построешя, 
давая, къ тому же, способъ, примфнимый 

0 во всфхъ случаяхъ. 
Для построешя корней ур— вая (2) 6е- 

С ремь АВ==р; въ точкв А возставляежь 
‘къ ней перпендикуларь АО = т, въ точк% 
В В перпендикуляръ ВС =, проводя ихъ въ 

А- Е одну сторону оть прямой АВ. 
Проведя прямую СО, описываемь на 

Черт. 59. ней, какъ на даметрь, окружность, ко- 
И торая, вообще, пересфчеть АВ въ двухь 

точкахь Е, Е; искомыя лини будуть 
АВ и ЕВ, или АР и ЕВ, Въ самомь дфлф, изъ подобя треугольниковъ АЕ и 
ЕСВ имфежь: АЕ: СВ=А 
построению, АЕ -- ЕВ = АВ = р. 

‚ отьуда ЛЕХ ЕВ=т. п; кромб того, в 



Перпендикуляръ, опущенный изъ средины © линш ОС на АВ, пересфкаотъ 1 
_ хорду ЕЕ въ ея срединф Н; отсюда выходить, что АР ЕВ и, слёд., АЕ= ЕВ. 

`Для возложности задачи нужно, Уи окружность СП встрфчала АВ, а это 

трбуеть, чтобы ОН было не больше 29* 

Но он= "и; 60 — СКз-|- ОКЗ = АВ -|- (т — я); отсюда легко ви- 

Ч дфть, что услове возможности будетъ тн < (8). 

Примъчашще. Если т==п, СП будетъ параллельна АВ, АО — касательна, 
къ окружности въ 0, и перевернувъ чертежъ, найдемъ обыкновенное построеше. 

Даля построеня корней (4), къ АВ, равной данной разности 27, возставляемь, 
въ точкахь А и В перпендикуляры А) =т и ВС==” по разныя стороны 
отъ АВ; на прямой С, какъ на даметрф, описываехъ окружность, пересвкаю- 
щую прямую АВ въ точкахь Е и Е. Корни будуть 

АВ, == ВВ. 

Въ самомъ дфлф, разность абсолютныхь величинъ этихъ лин (илиихь алге- 
браическая сумма) есть АЕ — ВЕ = В =, а произведеше нхъ = %. 7, ибо 
подобные треугольники АВЕ и ВСЕ даютъ: 
АО: АВ = ВЕ: ВС, или АЕЖВЕ = 
= А) Х ВС = т.п. 

хх Задача всегда возможна, ибо всегда 
имфеть иБсто пересфчеше прямой АВ съ 
окружностью ПС, такъ какъ послфдняя, по 
самому построению, имфеть точки Си 0) по 
06% стороны прямой АВ. 

Такниь образомь, измфняя направле- 
не перпендикуляра, соотвфтствующаго тому 
изъ множителей т и я, который отри- 
цателень, мы тфиъ же самымъ построе- 
Мемъ находниь оба корня ур— я, при 
чемъ отрицательный корень приходится на Черт. 54. 

 продолжени АВ: противоположности въ 
знак® соотвфтствуеть противоположность паправленя. 

Примъчаше. Если т и т равны, средина прямой АВ будеть въ центр 
окружности; если на АВ, какъ на Маметрь, описать окружность концентричную 
первой, ВС.будеть касательною къ ней, и какъ 06 — ОВ, найдень обыкновен- 
ное построеше. 

ГЛАВА ХХХИ. 

Квадратный триномъ: разложене его на множители первой степени; теорема объ 
измфнени знака. —Приложенйя. 

473. Квадратный триномъ. Если въ полиномв а2?-|- 5-е подъ а, В 
` ис разужёть постоянныя количества, а подъ х—перемнное, измняющееся 

въ области дЪйствительныхь чисель (оть — со до 0, и оть 0 до -- <), то 
31 

У ча 
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полиномь этоть, называемый хвадратнымь триномомь, будетъ измфняться 
по величин® и знаку. Такъ, при 2=0 онъ =; при &==1, равень а--6-|-с; 
при 2=— 10, равень 1004 — 106-{-с; ит. д. Между этими величинами 
однф могуть быть положительны, друмя отрицательны. ТФ значешя 2, при ко- 
торыхь триномъ обращается въ нуль, называются корнями тринома; ихъ мы 
найдемь, приравнявъ триномъ нулю и ршивъ квадратное ур— ве 

аа? -|- ве = 0, 

Квадратный триномь обладаеть замфчательными свойствами, изъ числа кото- 
рыхь въ этой глав мы изучимъ: 1) разложеще тринома на множители; 2) изм}- 
нене ого знака, и затфиъ займемся приложенями этихъ свойствъ. 

Разложен!е квадратнаго тринома на множители первой степени. 

474. ТЕОРЕМА. Квадратный триномь равень произведеню коэффи- 
мента при 2% на два двучленныхь множителя, равныхь разностямь 
‚между х и каждымь изь корней тринома. 

ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначивь триномь буквою У и вынеся за 
скобки а, найдемъ 

=а (ен) 

Г 
дополнимь квадрать бинома, первые два члена котораго суть: я; при- 

ъ 
пимая < за пбрвый членъ бинома, второй о раздфливъ „2 на 22, что 

ь 
дать 5 прибавляя въ скобки и вычитая 1 би получимь 

а ее На [+ а | 
. 
Различаемь три случая: 65° —4ас > 0, 6—4 =0, № — 44 < 0. 

1. 6 —4ас > 0. Вь этомь случа дробь и положительна, а потому 

Е величина дьйствительная; триномъ береть, ВИДЪ 

ВИ Ь \з у 4ас\* 

а [+ 
Примфняя сюда формулу разложешя А — В = (А--В)(А — В), найдемь: 

и ( 5 УЕ: а, 
у в(2--ш+ Га За 

причемь вс три множителя дъйствительны, 



буть корни ур—ня аа -- вес 0, или, что то же, корни тринома, а 
назвавъ эти корни черезъ 2’ и &”, дать триному видъ 

у=а(2—4')(2— 2")... (1), 

— 44 =0, Триномъ (форм. 1) приводится къ виду 

Ъ\з 
у=а (= + #) = 

Замйтиьь, то Ва (-»), и что _2 есть общая величина | 

`равныхь корней при услови 9 — 446 =0, мы, назвавъ эту величину буквою 
можежь дать триному видъ 

у=а(2— 2), 

"азов разложеше тринома въ случа дфйствительныхь равныхь р : 
Ш. 5*—44с < 0. При этомь услоши триномь имфеть корни мнимые; ему 

_ можно дать такой же видъ, какъ и при дЪйствительныхь неравныхь корняхъ, 
т.7е. (1) или (Г), но оба двучленные множители будуть мнимые, ; 

Впрочемь, для дальнфйшихь изслдованй удобифе дать триному въ этом 
случаВ иной видъ. Замфтивъ, что изъ неравенства $: —446<0 слбдуеть 

4ас —1*> 0, такъ что дробь а будеть положительная, представимь У 

вид% 
. Де а 

4 

въ квадратныхь скобвахь находится сумма двужь существен- 
ых» количество. 

в: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Представивъ тринохъ въ видё 

ъ \ 
уе о2--), 

что Ва) ие. а", тдВ 2 их” суть корни три- 



и. Н 
з 
< 

# 

0 
аа 

Вынося въ первыхь двуть членать за скобки 2, 
_ — 4", послфдовательно нифемъ 

уе ааа ве а), 
Такъ какъ соотношеныя между коэффищентами и корнями, на которыхь осно-. 

вано это доказательство, существують и для дфйствительныхь и для. МНИМЫХ. 

корней, то и полученное разложеше имфеть ифето для тёхъ и другихъ. 
Когда дЬИствительные корви равны между собою, то, положивь въ мае 

_ дущей формул &' =", найдем, | 

у—ав— =) [Иа =), 
_ триномь представляеть точный квадрать выражешя У а (#— 2). 

476. ТРЕТЬЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Еоди 2’ и 2” будуть корни тринома 
аа -|- 5% --с, то, предполагая, что они различны, замфчаемь, что триножь 
обращается въ нуль при подстановкв въ него двухъ различны значени = 

_ ми” вифесто 2; а потому онъ длится па произведеше биномовъ ва 
ж— а"; са. 

дааа ре (2—2) . 9. 

( есть цВлое относительно 2 частное нулевой степени, ибо дфлитель одинако- 
вой степени съ длимымь; слфд. Ф найдемь, раздфливь выспйй члень а дь- 
лимаго на высшй члень 2* дфлителя; слёд. 4 =а; и потому 

аа бес =а(х — 2) (#— 2"). 

Примьчате. Доказательство предполагаеть, что 2’ и 2” неравны; ‘но если 
‘теорема вфрна для 2’ и =” неравныхь, то она остается вфрна, какъ, бы м 

_ ни была разность между 2 и 2”; значить она вфрна, и въ предьльнояь случай 
когда корни равны. 

_ Вирочемь, для случая равныхь корней можно дать самостоятельное доказа- 
тельство теоремы. Въ самомь дл, при равныхъ корняхь 6% = 

Е слфд. 

‚аая-вю реа (ай 

но каждый изъ равныхь корней =—2, такъ что и въ данномь случа: 

аа фе-е=а(т —2)(# — =”), 

ь 
,. ——> ` только Вдова" = ря 

477. ПРижзры. 1. Разложить на множители триномъ у=— 34-52 
у ур—не —321-|-52--8==0, находимь корни тринома: уе - 



Ш. Разложить триномь у= — 92*-|- 62-|-1- 

т 1-3 1-и 
Корни тринома равны: 2’ = 3” И, сад. 

з т. я) 

р ви 
ту, Разложить триномь у — 422 — 122-|- 13, 

9—4 (2—5) (= (22—3--29 (2#—8—29), о 

Такъ какъ корни тринома мнимые, то его нужно представить въ иной 
формф—въ видф суммы квадратовъ; найдем: 

к у= (22— 3)1-- 4. : 

478. Приложещя.—1Т. Составлеше квадратнаго уравненя по данным кор- 

> 

44” 9 = 
7522 -|- 102 —91 =0. 

_ 1. Часто можно прихфнять разложеше квадратнаго тринома на множители 
къ сокращению дробей. 

Пусть требуется сократить дробь мые: Разложивь па множители — 

числителя, получимь т 

6 (#3) (2-53) =0©=—3) @=-55); 

——знамеатель — 244219) — 2022 3)02— 3), 

_ Совративъ дробь на 2х —3, найдем Эа" 

#— 238—190 --119%— 245 
_ Друтой прижёрь: сократить дробь — а 33-9 р 



' раззатвя на зпожителей оваменатели, найдохь ‚ 

ая — 382-119 —3(2 (2 ы (#— 7) (32—17); 
3 

для сокращешя дроби надо попытаться, не дфлится ли числитель на х—7 
или на 3х — 17; найдемъ 

22 — 192-1192 — 245 == (2 —122-- 35) (2 = 7); 

сокращая дробь на 2—7, получимь дробь и ми не подлежащую даль- 

нфишеху упрощеню. 

Измфнен!я знака квадратнаго тринома. 

479. ТЕОРЕмА. Коюа корни тринома ал с мнимые, т.-е. 
кода 5 — 4ас < 0, то при всьъхь дъйствительныхь значешять х, три- 
ном» неизмльнно солраняеть знакь коэффищента а. Коба корни тринома 
дъйствительные равные, т.-е. кода 5% — 4ас = 0, триномь сохраняеть 

знакъ ишента а при всякомь 2, кромъ х=— 5, при каковомь 

значени х триномь обращается въ нуль. Наконець, если корни три- 
нома дъйствительные неравные, т.-е. если $3 — 4ас > 0, то при всъть 
значешять перемъннало х, лежащить внъ корней (т.-е. меньшихь меньшаго, 
а также больших, большаго” корня), онё сохраняет» знакь коэффишента а; 
пры всъжь же значешять 2, лежащихь между корнями, знакь тринома 
противоположень знаку коэффишента а. 

1. Когда 5? — 4ас < 0, триномъ нифетъ инимые сопряженные корни; сл%д. 
2’ 9-88, д" =а— 8, тдв ди 8 количества дьйствительныя. Разложе- 
не будетъ: 

аа | бес а(е —а— (= —а- М) =а (2—2), 

Изъ этой формы тринома видно, что при всякомь дёйствительножь значени 
4, положительномь или отрицательномъ, выражеше въ скобкахъ, какъ сумма 
квадратовъ дЪйствительныхь количествъ, всегда положительно, а стало быть 
произведене этого выражешя на @ всегда будетъь имфть знакъ количества а, 
каково бы ни было 2. Итакъ, ели а>0, триномь будетъ всегда положите- 
ленъ; если а< 0, онъ всегда будетъ отрицателенъ. 

Можно дать другое доказательство. Изъ неравенства 63 — 4ас < 0 имфемь 
4ас > 5%, а раздьливъ 06 части на существенно-положительное количество 4%, 

находимъ: => | Слдовательно, можно положить = 

ствительно и отлично отъ нуля. Триномь берегь видъ 

ааа -- ес а ог | ы | ю) (2+) | к | 

аналогичный уже найденному. Далфе доказательство ведется вышеуказанныхь 
способомъ. 2 

П. Пусть 6 — 4ас =0: корни тринома дЪЙствительные равные; означая 
общую величину ихъ буквою 27, имфемъ 

а и-не=а(х— х)). 

оа-НЮ, тв К ды 
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= Произведене неизифнно сохраняеть знакъ а, каково бы ни было дфйстви- 
_ тельное значеше 2, ибо фактор, @-—?) » положителень при всякомь дФйстви- 

_ тельномъ 2; и только при х ==’ оно обращается въ нуль. 
Можно вести доказательство еще такъ: изъ 6°—44с=—0 нифежь 4ае= 

Таздёливь 06% части на 44%, находииъ о: Представивъ триномъ въ ви- 

дв аа аж-- и Замфнивь © дробью Г получихь 

Ь \* . ааа -- 8-е =а +») , 

откуда очевидно, что триномъ неизифнно сохраняеть знакъ коэффищента @ при 
всякомъ дЪйствительномь 2. 

11. Пусть, наконець, 5* — 4ас > 0: триномъ иметь корни д®йствительные 
неравные; пусть они будуть 2 и <”, причеь 2” <”. Триномъ можно пред- 
ставить въ видф 

а(2 — 2) (= — ="). 

Разобьемь скалу возрастающих значений 2 на три области: 1) оть — © 
до меньшаго корня 2’; 2) оть меньшаго корня 2’ до большаго 2”; 3) отъ боль- 
шаго корня 2” до о. 

Когда 2 остается въ первой области, т.е. меньше меньшаго корня 27, а 
сафдовательно и подавно меньше 2”, обф разности #—& и #— 2” будуть 
отрицательны; произведеше ихъ положительно, а потому все произведене 

“(+ —2)( —”) сохраняеть знакъ коэффищента 4. 
Когда 2 находится во второй области, т.-е. больше 2”, но меньше 2”, тогда 

&—2'>0, ва—а"< 0; ем разностей отрицательно, & потому все 
произведено (2—2) (2—2) иметь знакъ, противоположный знаку коэффи- 
щента @. 

Наконець, когда 2 лежить въ области (3), т.-е. больше 2”, & потому и по- 
давно больше 2’, оба бинома х—2’ и 2—2” положительны; ихъ произведе- 
не положительно, а потому все произведеше а(2 — 2')(5 — 2") имфеть знакъ 
коэффищента а. 

Такимъ образомь при изифнеши 2 оть — <> до -Н < триномь два раза, 
у6няеть знакъ; причемъ поремфн знака предшествуеть обращене тринома въ 

нуль (при =’ и при #==#”). 

Резюме. 

увы ре, 
(2 и 2"— корни тринома, причемь 2’ < 2”). 

1. —4%=20.......... у петь звакь На. 
2<7..... у иеть знакъ Ра. 

П. 62 — 446>0 ‹ т<а<&". ,.. .у петь знавъ — в. 
>41"... .. 9 иеть знакь --а. 



480. Иримъры.—1. Триномь 2? — 22-|-3 иуфогь корни мнимые, ибо 

= =1—3<0; приэтомь коэффищенть при 2” положителенъ, слфдов. 

при вобхь значешяхь 2 оть — <> до -- <> триномь остается неизмённо по- 
ложительнымт, 

И. Триномь — 42° 122 — 9 имфетъ корни дФйствительные равные, ибо 
6 — в —63 — (—4).(—9)=0; приэтомь коэффищенть при 2 отрица- 
телень, слфд. при вофть 2 оть — © до --<о триномь остается неизиённо 
отрицательнымь.. 

Ш. Триномь 2 —62--5 имфеть корни дЪйствительные неравные: 2'==-[1 * 
и 2" =--5. (лёд. при всякомъ значени 2 оть — < до -Н1, а также при 
веёхь 2-хь оть --5 до -- © триномъ положителень; при вовхь значеняхь 
<, лежащихь между НТ и -|-5, онъ отрицателенъ. : 

1\. Корни тринома 15-|- 22 — 82° суть 8 и +2 слфд. при вобхь © 
5 3 

между — < и — а также между -а и -- <> онь отрицателень; при вся- 

комъ 2 между предфлами — и ре положителенъ. 

481. Сльдствтя.—1. сли триномь ах? -|- 65 -с мюняеть знакь 
при подетановкь вь нею посльдовательно вмисто 2 сначала количе- 
ства а, потомь В, то уравнене 

ааа -|- фе --е=0 

имтеть корни дъйствительные ‘неравные и одинь из них, и только 

одинь, заключается между а и 3. 
Во-первыхь, уравнешю иифеть корни дфйствительные неравные, ибо въ. про- 

тивномъ случав триномь при всякомь 2 сохраняль бы знакъ козффищента а, 
что противорфчить условю. 

Во-вторыхь, обозначивь корни черезь 2’ и 2” и полагая 2’ <=”, нифежь, 
слфдующую скалу дфйствительныхь значенй 2: 

а А ВО, 
що 

1 2 3 

Пусть, напр. при 2==4 триномь имфеть знакъ коэффищента @, то @ за- 
ключается вн корней, т.-е. или въ (1) или въ (3) области; при 2==8 три- 
номъ, мфняя знакъ, получить знакь —@, а потому 8 содержится между кор- 
нами, т.-е. во (2) области. Такимъ образомъ, если @ находится въ (1) ‘обла- 
сти, то между @ и В заключается корень 2’; если же @ лежить въ области (3), 
то между би В будеть корень 2”. 

Оврлтно: Если между двумя числами а и В закмочается корень 
ур—тшя аз -|- а--е—= 0, & только одинъ, то знаки, принимаемые пер- 
в0ю частью ур—ная при подстановкь вмъсто х чисель а и }, противо- 
положны. у 

По условию, между @ и В заключается только одинъ корень: пусть это бу- 
деть менышй корень 2’, и пусть &< В; тогда скала дЪйствительныхь значе- 
нй = будеть 

Ва В с оО МЫ 
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откуда видно, что при х==4, какъ лежащемь вн корней, триномъ имфеть 
знакъ --а, а при 2—8, какъ лежащемь между корнями, знакъь — а, проти- 
воположный первому. 

П. Кода триномь ат*-|- 6е-- с сохраняеть одинь и тоть же знакь 
при подстановкь вмъсто 2 количествь а и 3, то между а м 3 заклю- 
мается четное число (0 или 2) корней уравненя алл-|- 65-|-с =0, 

Въ самомь дВлф, триномъ имфеть два корня, слёд., между @ и 8 могуть 
заключаться О или 1, или 2 корня; но въ данномь случав между @ и В не 
можеть содержаться только один» корень, ибо въ этомь предноложени, на осн. 
лёд. 1, обр., результаты подстановокъ @ и 8 вифсто х имфли бы разные знаки, 
что противорфчить условшю. Слфд. или между @ и В заключаются оба корня, 
или ни одного не содержится. 

Приложен!{я. 

х 482.1. Коба ас < 0, корни ур—ня азл-|- 5х -- с =0 — дъйстви- 
Чтельные, неравные и импють противоположные знаки. 

Въ самомь дл, подставивъ вмфсто 2 нуль, замфчаемь, что триномъ обра- 
щается въ с, а слфд. знакъ его противоположень знаку коэффищента а. Слд. 
ур. имфеть корни дЪйствительные, неравные, и такъ какъ О заключается между 
этими корнями, они имфють противоположные знаки. к Е 

483. П. Кода А м В имъють одинаковые знаки, ур—не А [| 

имтетз корни дъйствительные неравные, м один изь нить, и только 
одинь, заключается между @ и В. 

Дадижь ур— ню цфлый видъ, собравъ вс члены въ первую часть; сдфлавъ 
это, найдемь: 

А(#— Е В(2-— 2) — (@—а) (#—=0. 

Замбнивь 2 сначала количествомь @, потожь В, получимь результаты: 
_А(а— 8), В(3 —4); такъ какъ А и В — одного знака, разности же а—В и 
8—4 имфють знаки противоположные, то заключаем, что оба результата 
либБють противоположные знаки, а потому: уравнеше нифеть корни двйствитель- 
ные неравные, и одинъ, и только одинъ изъ нихъ, содержится между @и 8. 

Рьшимъ теперь два вопроса, ичвющ!е общирное  приложеше въ изслфдованйи 
задать 2-й степени, въ виду чего совфтуемь читателю изучить эти два вопроса 
возможно тщательнфе. 

484. Вопросъ 1.— Не рюшая уравненая аз? -|- 6%-|--с==0, располо- 
жить корни этою уравненя (когда они дЪйствительные и неравные) и дан- 
ное число \ в5 порядкь возрастающиль значенй. 

Это значить, не рёшая уравнешя, опредфлить, будеть ли данное число * 
меньше меньшаго корня, или оно будетъ заключаться между корнями, или, на- 
конець, будетъь больше болышаго корня. Приэтомь для сокращешя письма 
первую часть ур— ня, т.-е. триномь 42° -|-62--с будемь обозначать симво- 
ломь /(2) (читается: функщя 2-са), такъ что /(2) = а2* -|- 62-е; резуль- 
тать же подстановки въ триномъ числа » вмфсто 2 будемъ обозначать знакомъ 
ГО), такъ что ГА) =а2--Ы.--с. Напр. Г(2) будеть означать 4-26 --с; 
/(0) будеть означать с ит. п. 



Переходимь къ рёшенио во . Подставимь ). вифсто 2 въ первую часть. 
ур— я и вычислижь 43 -|- ,--с или /(%); такимъ образомь мы будемъ знать 
знакъ /(). Во-первыхь, если окажется, что /() равняется нулю, то это будеть 
значить, что \ есть одинъ изъ корней уравнешя; и можно непосредственно 
узнать, будеть ли) больш, или это будеть менышй корень уравнешя: стоить 

только сравнить съ полусуммою корней, — 5„, которая заключается между кор- 

нями. Если \> — то ), есть болышй корень, въ противном случа, » 6у- 

деть менышй корень. 
Если окажется, что знакъ /(.) противоположень знаку коэффищента &, 

т.-6. если а. /() < 0, то это будеть служить вФрвымь признакомъ того, что 
корни тринома дЬйствительные и неравные, и что число ). содержится между 

корнями. Въ самомъ дфлЪ, въ случаф дЪйствительныхь равныхь и въ случав 
мнимыхь корней триномъ всегда имфетъ знакъ одинаковый съ а, слёд. въ этихъ 
случаяхь всегда будеть а/()) > 0. Значить, разъ а{ (0) < 0, корни дЪйстви- 
тельные п неравные; а въ этомъ случа знакъ /(>) противоположень знаку @ 
только для 2, лежащихь между корнями, слёд. ^ содержится между корнями. 
Назвавъ корни чрезь 2’ и 2”, полагая 2'’< 2”, будемь имбть слёдующее рас- 
положене чисель 2’, 2" и) на скал дфйствительныхь чиселъ: . 

К ИНЬ 

Если же окажется, что знакъ /(\) одинаковь со знакомъ а, т.-е. если. 
а .1()>0, то мы не знаемь напередъ, будуть ли корни дфйствитезьные, или” 
они мнимые; поэтому нужно опредфлить знакъ реализанта (5* — 496): пусть” 
будеть 6 — 4ас > 0. Тогда корни ур—н!я будуть дфйствительные и неравные; 
назовемь ихъ, попрежнему, 2’ и 2”, полагая 2’ < 2”. Число \ теперь уже не 
будетъ находиться между корнями; для \ между корнями было бы а[())< 0. 
Значить, \ находится внф корней, т.-е. либо \ <, либо 22’. Чтобы р- 
шить, какой изъ этихъ случаевь нифеть мфото, нужно сравнить ^ сё кахиме- 
нибудь числомь, лежащимь между корнями; одно такое число всегда намъ из 

вЪетно, это— полусужма корней, — (см. $ 358). Если окажется при этомь, что 

<. то, находясь вн корней, \ будеть меньше меньшаго корня, и рас- 

положеше чисель на скал восходящихь дЪйств. чиселъ будетъ такое; 

Е и РЯ а 

ели же окажется, чи >— то, будучи внф корней, № будеть больше 

большаго корня, и распорядокъ чисель 2’, 2’ и » будеть таковъ: 

р. р ИЕ РО че т] 

Примъчаще. Котда корни различны по знаку, то О будеть заключаться 
между корнями. Слфдов. если ) есть число положительное, то оно будеть. 
больше большого корня; если же \< 0, то оно будеть < меньшаго корня. 

ПРИМЗРЪ 1. Дано уравнеще 21 — 22%-- 80 —0.`Требуетея распо- 
ложить вь порядкь возрастающить значенй корни хи 2’ щ число 122. 

Подставляя въ первую часть число 12 вифсто 2, находим: /(12) = 
12—22 Х 12-- 80 = — 40: результатъ подстановки имфеть знакъ противо- 



АА 
‘положный знаку коэффищента при 27; Завлючаеи, что корни ур— я дфйстви- у 
тельные и неравные (пусть 2 <) и что 12 заключается въ интервалле 
‘корней: з - 

< а 

ПРимзРъ 2. Расположить въ порядкь возрастающиль значенй 
корни 2’ м х” (полагая & < а") тою же ур—шя и число 20. 

Подстановка 20 вифето 2 даетъ /(20) = 20% — 22) 20--80>0, т.-е. 
одинаковаго знака съ первымь коэффищентомъ. Отсюда нельзя заключить, бу- 
дуть ли корни дфйствительные или мнимые; вычисляемь реализанть; для дан- 
наго ур—в!я беремь 5 — ас = (11)* — 1.80, что > 0, слёд. корни дФйстви- 
тельные неравные. Такъ какъ /(20) > 0, то 20 находится внф корней. Далёе: 
20> полусуммы корней (11), слбд. 20 больше большого корня. Итакъ: 

< Пинеь. 2<.90; 

ПРимФРЪ 3. Пересьчь ччарь радуса В плоскостью такъ, чтобы 
0бъемь сферическао семента АМВ быль равновеликь объему цилиндра, 
импющало тоже основане, а высоту равную разстояню центра шара 
оть этою общало основаная. (Черт. 55). 

Пусть Мб =; ур—в@ задачи будетъ 

— 
(ВВ) (В-—2) . Аб == (В—2)5 (2—2). 

Одинь изъ корней, 2==0, ‘очевидень & рю; 
раздёливь ур: на т, получииь 

3В—2) 8—2) —=@8—4)=0, 

227 — 6В2-- ЗВ? = 0. 

Чтобы рёшене этого ур—вя служило отвфтомъ 
на задачу, нужно, чтобы оно было дфйствительныхь, Черт, 55. 
положительныхь и < В. ы 
Ь* — ас — (3В)* — 68 = ЗВ, — количеству положительному: слФдоват., корни 

дЪйствительны. Ихъ произведеше, равное 5", положительно, слфд. оба корня 

имють одинаковые знаки; сумма ихъ, равная ЗВ; положительна: сл. оба корня 
положительны, Подставивъ въ первую часть В вмфсто 42, находимь въ резуль- 
тать — В?: слёд, В заключается между корнями, т.-е., называя корни бук- 
вами 2 и 2”, и полагая 2’ < 2”, иифемь 

#<В<=": 

заключаемь, что одинъ изъ корней меньше В, другой больше В. 

Такимь образомь задача имфеть 0дно ръшене, выражаемое меньшимь 
корнежь, 

=—86—3. 



2? — 4тВх -- 8тВ* = 0. 

Чтобы 2, выведенный изъ этого ур— ня, представляль рёшеше данной за- 
ачи, необходимо, чтобы онъ былъ количествомь дфйствительнымъ, положитель- 
ныхь и >28. Корни будуть дЬйствительны, если (28т)* — Эт > 0, ‘или 
т(т— 2)>0, или, наконець, такъ какь т>0, если 32. Пусть это 
_услове удовлетворено. Произведене корней положительно, слФд. они ИюТЪ 

_ одинаковые знаки; сухиа ихъ (4тК) положительна, сл. оба они положительны. 
_ Остается разсмотрёть, какова ихъ величина сравнительно съ 28. Подстановка 
2В вуфсто < въ первую часть даеть —- 4Ё?, т.-е. результать одинаковаго, 

° знака съ коэффищентомь при 2%: заключаель, что 2 лежить внё корней; 
слфд. или оба корня < 28, или оба > 28. Полусумма корней = ЭВ, & какъ. 
т>2, то она не меньше 48; но 2В меньше этой величины, сл. оба корня. 
больше 28, и задача имфеть 2 рюшенёя. 

485. ВопрРосъ П.— Не рюшая уравнешя ал*-|-6%-—-с=0, раснре- 
ълить вы порядкъ возрастающихь значенй корны (если они дЪПстви- 
лельные неравные) и два числа ). м в, полелая ). < у? 

Подставляень въ триномъ 42*-|-вх--с вифсто 2 сначала », потомъ м, у 
_ вычисляемь результаты /()) и /(}) этихъ подстановокъ. Здфсь нужно разли- 
чать два случая: 1) /() и Г(%) иифють одинаковый знакъ; 2) эти числа 
, имфютъ противные знаки. у Г 

1) Пусть /0.) и /(и) ижвють знаки разные, что можно записать въ вид 
0). К) <0. По $ 491 мы знаемъ, что это—вфрный признаку, что уравне- 

_ №0 имбеть корни дфйствительные и неравные (2’<_ 2”), и что только одинъ 
‚ изъ нихь заключается между № и р; слёд. будеть одно изъ двухъ: 

пб < < <", ми <<< о 

®  Цервое будеть тогда, когда а./(.)> 0; второе ихфегь мфсто тогда, тор 
а.[(0)<0. Вирочемъ, о томъ, ичфеть ли мфсто первое расположеше, или вто- 
рое, можно судить и иначе. Такъ какъ (идя слфва направо) числа ), м и. ри 
корни расположены въ порядк® возрасташя ихъ значенй, то, очевидно, въ пер- 

т вомь случа изя", те. <— в: во второмъ же случа \--и>а’--а", 
ь ” ‚ 

1. > а. 

; ры что если ре меньше —% то имфеть мфето а случай; 

‘всли же Хм больше — ь то нмфеть ифсто второй случай. 

2) п 10) и К(#) иывють одинаковые знаки, зто можно записать. такы 
_ 1®).К)>0. Этоть слузай, въ свою очередь, подраздфляется на два друше, = 

смотря потому, имфеть ли /(%) знакъ одинаковый съ а, или в пор 
тивоположный знаку а. 



Если а. [0)<0, то ур. имфеть корни дфйствительные неравные, и оба 
числа, Хи р, находятся между корнями: 

р А ое 

Если в. 10) > 0, то еще нужно убфдиться, иметь ли ур. дФйствительные. 
неравные корни, и для этого надо опредфлить знакъ реализанта 6 — 4ас. 
Пусть оказалось, что 03 — 4ас > 0, и сл., ур. имфеть дфйствительные неравные 
корни (пусть 2 <”). Ни д, ни м оне содержатся между корнями, Слёд., воз- 
можно одно изъ слфдующихь трехъ распредфленй: к 

аси 

либо У ния 
либо Хм роны 

Когда имфеть мфсто то, или другое, или третье распредфлеше, легко р%- 

шается сравнешемъ данныхь чиселъ съ полусуммою корней, — а’ Которая веегда. 

содержится между корнями. Если < но нибежь 1-е в если 

А-а <ь то имфеть ифото 2-е распредфлеше, а ели #<— 2, то, 0че- 

видно, ичфемь дфло съ третьимъ. 

ПРиизръ. Указать расположене чисель:—1 и 4 относительно кор- 
ней уравнемя — 2? -|- 32 -|-2=0, 

Такъ какъ первый и трет козффищенты имфютъ знаки противоположные, 
то корни ур— шя дЪйствительные и неравные. 

Подставляя вибсто 2 послёдовательно данныя числа, нифемъ /(—1) =—, 
(4) = —: знаки одинаковые; при этомь @ . /(%) вли В те 1)>0, за- 
ключаемь, что числа —1 и -|-4 не находятся между корнями. Полусумма, 

корней, |, больше — 1, но меньше —- 4; заключаемь, что меньш корень 

больше —1, а больш корень меньше 4, и распредфлеше корней и чиселъ, 
—1Т и - 4, въ восходящемь порядкф, будеть таково: 

пя озакаай ао: ори 

486. Задача. Дать общую форму условй, необходимыхь и’ доста- 
точныхь для тою, чтобы корни уравнешя 

ал -|- 6% --е=0, 

предполелая, что они дъйствительны, были оба больше, или оба мень- 
ще даннало количества }.. 

Во-первыхь, согласно требованию, необходимо, чтобы ) лежало внф корней, 
& потому подстановка этого числа на фото 2 въ триномь 42? -|- 92 --с должна, 

‚ давать результать одинаковаго знака съ а, т.-е. должно быть 

а(@з--ы.--9>0. 

Это усломе выражаеть только, что \ не содержится между корнями; остается 
выразить, что; 



1) вь первожь случа оба корня больше №, те, 

о мия откуда, =--='> 2), наи Ее, или, наконець, 

о) 
=за>^ : 

Итакъ, услошя, необходимыя для того, чтобы оба корня были больше ь 
_ таковы: - 

(@--Ы--)>0`и —2.>% пан корм, а. Г0)>0 и 2 >ь 

_ Будучи необходимы, они вЪстВ съ тёяъ и достаточны, ибо какъ скоро 
ни выполнены, то изъ перваго слфдуетъ, что № не содержится между корнями, 
а изъ второго должно заключить, что \ меньше каждаго изъ корней, ибо, до-. 
устивъ, что корни меньше }, ихфли бы 

=--= <7, ши —2. <. 

2) Такихъ же образомъ найдемъ, что услошя необходимыя и достаточ- 
ныя для того, чтобы оба корня были меньше ^, будуть: 

ааа --ы-->0 в —Р<А ви а.[0)>0 и фи < 

_— 487. Задача. Дать общую форму условйя, необходимало и доета- 
_ точна для тозо, чтобы данное количество ). содержалось между кор- 
нями ур—нйя а2*-- 5-е ==0. 

“Необходимо и достаточно, чтобы результать подстановки числа % ва мфето 
2 въ триномь а2*-|-62--с иифль знакъ, противоположный знаку @. 

Каковъ бы ни былъ знакъ @, это услоше будетъ 

а (а -- 0 --с)<0, пли а.[0)<0. 

_ 488. Задача. Дать общую форму условй, необгодимыть и доста- 
зпочныхь для то, ‘чтобы. квадратный триномь сохраняль неизмънно 

_ 0динь и тоть же знакь, каковы бы ни были дъйствит. значения 2? 
Триномь не можеть сотранять одинаковый знакъ при всякомъ 2, если корни 

го будуть дЪИствит. неравные; ибо въ этомъ случаВ овъ дважды мФняетъ знак, 
‘ри изифнени 2 оть —<о до -|- ©; когда корни его дЪфйств. равные, то онъ 

_  Юохраняеть знакъ а при всякомь 2, крожф 2 — — 5’ ибо тутъ онъ обращается — 

въ 0; и только въ одномь случаф знакъ его неизмънно вседа будеть одинъ | 
_ И тоть же: когда корни его—мнимые. Итакъ: 

1) Триномъ всезда, при всякохъ 2, будеть положителенъ, если 

$3 — 44650 и вить съ тёиь @>0; 

`2) Триномъ всегда, при всякомъ 2, будеть отрицателень, если — 

_ име <0 и шыв съ тыь а<0. 



_ 489. "Задача. Терка © знак кавхратныго и ‘можеть служить для’ 
_ посафдовательнаго вычислешя сколькихь, угодно десятичныхь цифрь несоизи\- 
ря —е, корня. Пусть, напр., дано рю 21--3х —1Т==0, котораго одинъ 

ори заключается между Ти 2. Очевидно, пфлая часть этого р 

^ Для вычислешя перваго десятичнаго знака положинь 2=1 +5. Цфлая 

р (+5) —7-0 паи У" 50у—300—=0. ..(1). 

Подставляехь вм. у, послфдовательно, 0, 1, 2, 3,... до тёхъ поръ пока не 

часть у-ка равна, слФд., 5: это и есть первый десятичный знакъ корня =. 

‚Зная это, положимь теперь у = 5 -|- г тд ифлая часть 2 будоть пер- 

ымъ десятичныхь знакомь у, и слЪдов., вторымъ десятичнымь знакомь 2. 
2 будетъ 

+) 50 [5-5 =) — 300 =0, или 21 6002—2500 —0, 

__ Подобно предыдущему найдехь, что’ это ур. имфеть’ корень, содержапийся 
_ между 4 и 5. Второй десятичный знакъ корня 2 равенъ, значить, 4. Итакъ,” 
_ предложенное ур. имфеть корень 2 == 1,54, съ точн. до 0,01. Продолжая м 

у путем, можемь найти сколько угодно дальйшихь знаков. 

_ 490. Задача. Сравнить корни двух» уравненй, изъ которыхь одно— 
пы друше — первой степени. 

Пусть {(2) = а2*-- 65--с=0 и $(2) =а'2-- Ь =0 — два данвыхь 
Е Пусть двйствительные корни перваго суть 2 п 2 (полагая, что 

<1,), и & корень второго. Полагаемь а 0 и а'+0. 

Чтобы опредфлить положен числа &, относительно чисель 2: и 2, ж 

_ знать знакъ результата подстановки числа, Ё въ /(2). Замбчая, что 7 а 

ПЕНИ) аи" — ыйр-еа" 
5 

‘положивъ, для краткости, аб’? — 5%’ са = А (А называется рези : 
тантомь эданныхь ур—н), можемъ написать 

Кор. 



э 
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Такъ какъ тя всегда положительно, ибо коэффищенты предполагаются дё- 

ствительными, то заключаемъ, что /(5,) имфетъ тотъ же знакъ, что и А; откуда 
прямо слфдуетъ, что: 

Если аА < 0, & заключается между корнями урн /(2)=0, и распо- 
ложеше трехъ корней таково; 

<< а. 

ели ЧА=0, т.-е. если А =0, то [(&,) =0, а это значить, что &, равно 
одному изъ корней квадратнаго ур— ня, и слфд., ихеть мфето одно изъ слф- 
дующихь распредфлен!й: 

ии &=2 <, ми <=... 
, 

Наконець, ели аА> 0, & находится вн интервалла корней квадратнаго, 
ур— я, и слд. распорядокъ корней будетъ, 

либо <<, 0 «а... П 

Если зам тих, что а всегда заключается между корнями квадратнаго 

ур— ни, то тотчасъ усматриваемь, что въ строках Ги П расположен, ука- 

занныя слфва, ихвють ибсто, если окажется, что &, <, а расположены, 

написанныя справа, имфють мфсто, если будеть Е а 

Замфняя $ и Ета 73 ихь значешями въ коэффиицентахь, найдемь, что 2 

выхъ распорядкамь ыы соотношение 

1’ @6 ’ / =. или а пли аа’(2а5' — а’) >0, 

® правыхь — соотношене 

а 2. или < о или аа’(2аб! — 5) < 0. 

Это изслфдоваше можно резюмировать въ форм слфдующей таблицы: 

Если " то 

ра ва < 

ро = 

аа =0, аа’ (2а5' —5а')=0...| в =, =& 
аа’ (2а5’ — Ъа')> 0... 

А > 0, аа’ (2—5) < 0... 
и м — 44650, | аа’ (2 —м)>0... 

2 = 30% 

2 << 
<< 

й 



ое 

Примпчаня. |. Эта таблица показываеть, что когда аА <0, корни квад- 
ратнаго ур—шя дфИствительны. Но можно и прямо показать, что если аА = 0, 
то 9 — 446 не можеть быть отрицательнымь. Въ самомь дфлЬ, написавъ аА 
ВЪ видЬ 

1 ФаБ — в/в — (01 — 4ае) а, 

непосредственно усматриваемь, что при 6* — 49 < 0 было бы аА > 0.—Изъ 
этого выражешя легко видфть еще, что если аА=0 и 2а/’ — фа’ —=0, то 
необходимо должно быть 63 — 4ас =0, что показываеть и таблица. Наконец, 
если аА > 0 и корни 2; и 2, дЬИствительны, то не можеть быть 2а6’— ба =0. 

П. Если аА >> 0, корни 2; и =, могуть и не быть дфйствительными; но 
если они мнимы, то необходимо ад > 0. 

491. Задача. Сравнить между собою корни двухь квадратных» урав- 
нений, 

Пусть имфемъ квадратныя ур—шя 

Ка = а --в-с=0, 9(®)==а/ай-|- Ише! = 0, 

въ которыхь а --0 на’--0; и пусть дфИствительные корни перваго будуть 
2 из (в, <=), а второго & и (<). 

Чтобы опредфлить положеше корней , и $, относительно 2; и 2,, разсмо- 
тримъ знаки подстановокь & и Ъ въ /(2), и дая этого вычислимь произве- 
деше 7(5,) .7() и сужу /(&,) И). 

1) Произведеще {| (5,) . | (5) = (а? -|- 63, -|- ©) (аз, + 8 9 
21.5, абв, (5, -- 5) ао (5 -- 5*)-Н а + (5 -ЕЫ)-Е 0% 

‚ или, ’подставивъ ы вифсто 5%, и — ь вибото 6, -|-Ъ, нифежь 

1). Г) я ЕС а 1 ра 

= [ае'з — аб’ | ас! — Заса’е' —- 69с' — фе’ | а/с? 

Г [а3с' — Заса/с! -|- а/зс* — абс! —|- ас” -|- 63е' — Боа/Ь'] 

Ее — ми), — (ай — 54) ви — 5). д, 
называя буквою А скобочное выражеше (результанть данныхь ур—н#). 

2) Сумма Г )-|- Е) = а) -НЪ)-Е 

аб 46’ — 2аа/с' — Буа -- са 
‚а а’ 5% а? 

__ В (а — 64) — 2а' (ас — са') _ 1 р И Щ.Р, а та 

называя буквою Р выражене © (а5' — фа!) — 2а/ (ас' — са'). 

Итакъ, знаки произведены / (&,). /(5,)°и суммы (Е, ) -- /(&) — соотвфт- 
ственно тф же, что и знаки А и Р. 

32 
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Подобнымь же образомь нашли бы, что знаки 9(4,). $(2,) и 9 (2) + 9(®))— 
соотвфтетвенно т$ же, что и выраженй Аи 0, гдб 4 = 2а(ае' — са) — 
— Кай — в). 

Теперь можемь приступить къ сравнению корней данныхь ур— ви. › 
А. Случай, кода данныя уравнеюя не имплоть общало корня. Въ 

этомь случа А-0; въ саможь дЪлЪ, если бы было А==0, т.0. было бы 
КЁ) . 1(,) =0, то одинъ изъ этихь множителей быль бы нулемь; если бы, 
напр., было /(&,) =0, то &, — корень ур-—ня $(2) = 0 обращаль бы и / (2) 
въ нуль, слфд., быль бы общимь корнемъ. А, отличное оть нуля, можеть быть 
или < 0, или > 0. Пусть, во-первыхь: 

а) А< 0. Легко видфть, что А можно представить въ формах 

4А = (ас'-|- 2са’ — 5) * — (53 — 4ас) (5 —4а'е')... (т) 

дала — (6% — 4ае) (а — 5) — [24 (ас’ — ва’) —ъ (ай —щ)№... @) 
4а’3А — (6/3 — 4а’с') (а — 5а')* — [2а'(ас' — са’) — В (аб’— 6а’))]*..: (в). 

Тождество (7) показываеть, что $ — 4ас и 9 — 4а'6’° не могутъ быть 
ни противоположны по знаку, ‘ни нулями. Тождества (п) и (р) показывают, 
что эти выражешя могуть быть положительны, либо отрицательны, 

Слфдовательно, когда А < 0, то или оба уравнешя имфють корни дфйстви- 
тельные, или оба имфютъ корни мнимые. Пусть будеть 5% — 4ас > 0; въ та- 
комъ случав будеть 63 — 44''°>0; $ и будуть корни дЪйствительные 
неравные, 

Такъ какь /(&,). /(&) отрицательно, то множители имфють знаки проти- 
воположные; слфд., одно изъ чисел Ё, и & заключается между корнями ур— ня 
[(2) =0, другое внф отихь корней: между & и & заключается только одинъ 
изъ корней ур—ны /(2)=0, и корни будуть представлять одно изъ распре- 
дВленйй: 

(0 дна <, 

(2) << <а. 

Первое распредфлен!е нифеть мфото, если будеть & -|- & 22, -Н 25; второе 
когда будеть $, - & < 2, <. 

Итакъ: распорядокъ (1) имфеть мфсто, если 

либо 

р или аа’(а’ —6а')< 0; с 

распорядок (2) нифетъ мфсто, если 

‚ а 
Ур е ар ь или аа’(а — а’) >0. 

8) Пусть А>>0. Тождества (и) и (р) показывають, что выражения 6*— 4ас 
и 5 — 4а6' вв могуть быть ни отрицательными, ни вулями. Олёд., корни того 
и другого ур— ня всегда дёйствительные и’ неравные. ” 

Такъ какъ произведене /(&)./(&) положительно, его множители. нвють 
одинаковый знакъ, Опредфляемь этоть знакъ посредствомь суммы /(&,) | #(&). 
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_ Но знакъ этой суммы одинаковъ съ Р. Ели аР< 0, аГ (5) и а/(&,) отрица- 
тельны, и корни & и & лежать между 2 и 2: имфеть мбсто распорядокЪ, 

9  а<а<ь<а. 
Если аР>0, а/(&,) и а/(&,) положительны, и корни & и & лежать вн 

интервалла корней 2; и 2,: можеть имфть мёсто троякое распредфлеше корней: 

либо (4) <<<, 
либо (5} <<<, 

либо (6) <<< а. 

Когда имфотъ мЪсто то, или другое, или третье? > 
Такъ какъ А>>0, $(2\). $(2.) > 0; въ первомь случа 2, и 2, нахо- 

длятся между & и , слёд., 49 (2) и а’9(х,) отрицательны, а потому ихъ, 
сумма а’[$(2,)-|- $(2,)] = а’ отрицательна. 

Въ случаяхь распредфленй (5) и (6), очевидно, а'0 >> 0. 

Для (5) ара < -РЬ, и сы, аа —ш)< 0; 
для (6) а -а, > -Ь, и сад. аа (а — в) >0. 

Такимь образомь отличаемь раепредфлене (5) отъ (6). 
В. Олучай, кода данныя уравнемя имтъють, по крайней этрь, 

одинь общей корень. 
Въ этомь случа А =0, Тождества (и) и (р) показывають, что если бу- 

деть а6’ — ба’ —=0 вифст съ Р=0 нли (=0, то ревлизанты 5% — 4ае и 
3 — 4а/с' могуть быть положительны, нули, либо отрицательны; при этомъ — 
одновременно, ибо также и ас’ — са’ =0, и оба уравнешя должны либо нить, 
обще корни, либо не имфть дфйствительныхь корней. Если же аб’ — 6а' 5-0, 
$3 — 44с и 0 — 4а/с’ не могуть быть отрицательны: уравненя имфють корни 
дЪйствительные. 

а) Пусть 6% — 4ас > 0 ин 9 — 4а/с'>0. 
Ни одно ур—н@ не имботь равныхь корней, 
Жели аб’ — 6а'=0, то, какъь А=0, будеть и ас' — са’=0, коэффи- 

щенты ур—нй пропорщональны, и, слфд., корни одного ур—Шя одинаковы съ 
корнями другого: 

(о и=н<а-Ь. 

ели аб’ — фа’=0, ур—шШя имфють лишь одивъ обиуй корень.. Въ этомъ 
случаф одно изъ количествь  /(&,), *(&,) равно нулю; другое имфеть знакъ 
суммы / (5) АТ (&), т.е. знакъ Р. 

Точно такъ же, одинъ изъ результатовъ подстановки {$ (2), $ (2,) равен нулю, 
а другой имфеть знакъ суммы $(2,)-|- $(2%), т.-е. знакъ 0: 

Отсюда слбдуеть, что если аР <_ 0, одить изъ корней &,, $, содержится между 
21 и 2,, и нифеть мфето одно изъ распредфленй 

9  п<ы<а=ь, 
(9) &=д<ь <. 

Первое изъ нихь имфеть мфсто, если 2 < РЕ; т.е. если 
аа(аб’—5а’)< 0; второе, если 2.-На,>-НЪ, т.-6. если аа’(ав’—фа’)>0. 

32* 



‘распорядка: . 

00 ЕЗаЗь=а, 
(0 вфд<а<ь, 
(12) &<а=ъ<а, 
(13) < =а, <. 

ели а'4< 0, одинъ изъ корней 2,, 2, лежить между & и, и ., иметь 
ты ар о 0 (11), а именно: (10), если аа’(аб’ — Ъа') < 0, и 

ы Если Ой имфетъ мфето распредфлеще (2), либо (13): первое, если. 
‘аа’ ав’ — ый <, второе, если аа’(а’ — ва’) > 

— 4ас +0, 63 — 406 =0. 

& =. Возможны распорядки: 

(14) и < %=4, 
(более яы <: 

(14) — если аа’(а — 5) < 0; (15) — если аа’(а — в) >0. 

1) Пусть 53 — 4ае=0, 5 —4а'' +0. 

Въ этожь случав 2, =... Возможны лишь распорядки: 

(16) &=д=2<Ь 
(17) & < =5=%: 

(16) — если аа’(аб’ — 64’) < 0; (17) — всан аа’(аБ’ — 5’) > 0. 
_ 8) Пусть, наконець, 2% — 4ас == 5% — 44/6 == 0. 

— Вь этомь случа 2; == 2, = 5%, и нифеть мфето только одно распре — 
дВлеше: 
С (18) == =. 

Резюме. Резулитанть данных уравнений: 

& = (ас' — са’)* — (а% — в) (6е' — с5)), 

= бас! Е 2" — 66) — (6% — а) (* — 44‘), 

НЫ — 49) @% — в) — За — в) —Баь —Фыб), ^ 
[© — 4а'с') (ав — ыг)*— |2а/(ас' — са’) — 5 (ам — в’) ] 

З.Ы). Га”. 45), 2 6). 
РЕ(а — №) — 24 (ас' 5 а и-ЕК 
т 2а (ас' — са’) — Ь (а6' — 4) = а? [р(а)-|- (5). 

} 2, т, корни урны ал би--е=0, (2. <, 
сы =» > аж --иж--е==0, ее 

\ з И —4ш 8, 98 — 4 =#. 

ОЙ 



о тен 
Нижеслдующая таблица резюмируеть вышеприведенное изслЪдоване 

«лу лтлутггелулеутььух 
УУУУУУ У УУУТУУТИ 
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| © ъ 

| # | 

Примъчанще. Эта таблица должна научить, какъ располагать изслёдовано 
въ каждомь частномь вопрос. Понятно, что иногда можеть потребоваться по- 
строеше только части этой таблицы. 

1) Необходимо, чтобы было’ 52 —4ас > 0, что влечеть за собою и 5 — 4а/'с”>0, 

2) Корни ур—вЙ въ этомь случа всегда дЬЙствительные неравные, поотому, 
ить надобности опредфяять знаки 8 и 5". 

3) Въ этоть случав корни ур—нй всегда дЪЙствительны; слвл., разомотрёнию под- 
‚лежать только случаи, когда 6 и 2’ положительны или нули. 
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ГЛАВА ХхХхХШ. 

Рьшеше неравенствъ: квадратныхъ, высшихъ степеней, иррацюнальныхъ.— 
`Приложешя. 

Цфлое квадратное неравенство. 

492. Ифлыя квадратныя неравенства могутъ быть двоякаго вида: 

ал -|- 9х --с>0, или а2-- вх --с<0; 

но умноживь второе на — 1, приведемъ его къ виду перваго; слд. съ теоре- 
тической точки зря достаточно указать рёшеше неравенства 

а? --65--с>0...(1) 

Слфдуеть различать два случая: 6 — 40 и 9 — 4ае >0, 

1-й случай: 65° — 4 = 0. 

При этомь услоши корни тринома будуть дФйствительные равные, или мни- 
‘мые; а извЪфстно, что какъ въ томъ, такъ и въ другомь случаф, при вефхь 
дфйствительныхь значешяхь 2 оть — © до -- <> триномъ сохраняеть неиз- 
ибнно знаки коэффищента @. Поэтому надо различать случаи: а >Оиа< 0. 

Вели @> 0, триномъ всегда останется положительнымь, и слЪд. неравенству 
(1) удовлетворяють всф дЪйствительныя значешя < (за исключешемь значеня 

2 = — да В 6лучав $? — 4—0). 

№ели же а< 0, триномъ всегда останется отрицательнымь: неравенство не 
можеть быть, удовлетворено никаким дЬйствительнымь, значешемь 2. 

2-й случай: 5* — 4ас > 0. 

Въ этомъ случа триномъ имфеть корни дЪйствительные неравные; мы ихъ 
найдемь, ршивъ ур. 42*-|-6%--с = 0: пусть они будуть @ и 2”, и пусть 
х< т". 

Вели @>0, то триномъ, сохраняя знакъ перваго члена при вобхъ значе- 
Шихъ 2, лежащихь внф корней, останется при всфхъ этихь значеняхъ поло- 
жительнымь; слЬд. неравенству будуть удовлетворять, съ одной стороны, всё 
значешя х, менышя меньшаго корня 2”, съ другой, всё 2-сы, больше большаго, 
корня 2”: 

< и жа". 

Если а<0, то триномъ, сохраняя знакъ противоположный первому члену 
при всфхъ значешяхь 2, лежащихь между корнями, будеть положителень при 

#<х< а". 



_ Нижеслвдующая табличка резюмируеть рышеше квадратнаго неравенства 
того и другого вида, при томъ или другомь знак „козффищента. 

Рьшеше нерав. 44° -|-52--с>0 

а>0 «< 0 

Е НАугь дйств. значений 2 
5 —4< 0 Всякое значеше =. а. тя р 

Нть дфйств. значенй 2, Всякое значеше 2, кром® 

р = удов—хъ нер— ву. у в — 4—0 В. 
2а 

Всякое значеше 2, лежащее | Всякое значене <, лежащее 
ви корней: 2<а’ и 27>2”. | между корнями: {< 2< 2’ В — 4 >0 

а<0 а>0 

НЯ нк о = 

Рфшеше нерав. а2* -|- 2-|-с< 0 

493. ПРимъръ 1. Риймить неравенство: — 32% -|--12—5< 0. 

Здьсь 9 — 4ас =1*—4(—3).(—5) = —11, слд. корни тринома 
мнимые, а потому при всфхъ дйствительныхь значешяхь 2, сохраняя знакъ , 
перваго члена, онъ будеть отрицателень; такъ что неравенство удовлетворяется м 
всяким дфИствительнымь значешемь перомённаго. и % 

ПРимзръ 11. Рюмиийь меравенство 32° — 10%  3> 0. 

Здесь 6 — ас —=5*—3.3=16: корни тринома дфйствительные нерав- 
‚1сй 

ные, именно: 2—3, 2 =. 

Неравенство требуетъ, чтобы триномъ былъ положителенъ, т.-е. иифль знакъ 
перваго члена, а это имфеть мЪфето при вебхь значешяхь 2, лежащихь вн 
корней. Поэтому неравенству удовлетворяють вс 

2<ь а также 2> 3. 

ПРимФРЪ Ш. Рьшить неравенство 42? -|-55 —19< 0. 8 

Здфеь 6? — 4ас =5*—4.4.(— 19) =329: корни тринома дфйствитель-. 
ные неравные, именно: 

2 =5-5829, 
ДЕЗ 
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Неравенство требуегь, чтобы знакъ тринома быль противоположень знаку 
перваго члена, и потому 2 должно заключаться между корнями, т,-е. 

555, Е. 

3—5 
ПРимзРЪ Г\. Рюшить неравенство я 

Чтобы частное было положительно, нужно, чтобы дфлимое и дфлитель имфли 
одинаковые знаки, или, что то же, надо, чтебы произведене ихъ было положи- 
тельно, т.-е. чтобы 

(32 — 5) (7—2)>0, ви — 32*-- 265 —35> 0. 

Отсюда, какъ въ прихфрё ШП, найдемъ, что 

ПРиМЗРЪ \. Рёшить неравенство 27 -|- 245 — а* > 0, 

Крайше члены противоположны по знаку, слёд. корни тринома дЪйстви- 
тельные неравные; а именно, найдемь, что 

и=а(у-—1), а’=—а(И-1). 

Неравенство требуетъ, чтобы триномь сохранялъ знакъ 1-го коэффищента, 
а въ случаЪ дЪйствит. неравныхь корней ото имфеть ифсто при вевхь значе- 
Шяхь 2, лежащихъ вн корней. 

| Отеюда: 
1) Если а>0, и сл. => 4”, неравенству удовлетворяють вс значешя 

&>а(У? — 1), атакже вов < —а(УЗ-. 

2) Если а< 0, и слбд. & <", неравенству удовлетворяють 

во < а(У2 — 1), а также вс 2 >> — а(И2-ЕТ. 

ПримФРЪ 1. Рюшиыть неравенство 

(п — 3) (п — 4) 2* — 8а (п — 3)5 — 12а*>> 0, 

Находимь корни тринома; для этого рьшаемь ур. 

(в — 3) (и — 4) 11 — 8а(п—3)х — 12а*=0, 
изъ котораго 

4а (п — 3) = Ива и — 3 Та —З) (4). 
9—9) 

Подрадикальное количество = 44 (и — 3) {4 (я — 3) + 3 ®— 4)} 

— 44? (п — 3) (7% — 24); такимъ образомь найдемъ 

2—2 З)-НИ®ЕЗ) 84]. р 2[2п—3)=Ит—3)@"—24)] 
(и—3) и—4) (3) ®—4) : 
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Знакъ тринома зависить какъ отъ знака кооффищента (» — 3) (и — 4), 
такъ и оть природы корней, слфд. отъ подрадикальнаго количества, & потому 
нужно разсмотрфть нфсколько случаевъ, давая ® всф значешя въ слфдующихь 
интерваллахь: 

ео: 5. нь В . > 
и я Е 

ПЕРВЫЙ ИНТЕРВАЛЛЪ. — Давая % значеня въ первомъ интерваллЪ, т.-е. 
_меньшя 3, будемь имфть: ®—3< 0, 7% — 24< 0, п 4< 0; слёд. воэф- 
фищенть. при 2? больше 0; подрадикальное количество >> 0, и корни дфйстви- 
тельные. Неравенству будуть удовлетворять значешя 2, лежашя внф корней; 
нужно, слфд., сравнить корни. Пишемъ наугадъ неравенство 

а [2 и—3) РУ = 
"3 т- 

__2а [2 и—3) — У® К СОА 
Такъ какъ (п—3(п— 4) >0, то можемъ откинуть знаменателя, не изувняя 

знака неравенства; затВмь, сокращаемъ на 2, откидываемь от’ 

обще члены 2а(п — 3), сокращаемь на полож. количество 2 ( 
и получимъь таким образомъ, эквивалентное (1)-му ‘неравенство 

а>—а ви 2а>0. 

Если а>0, это неравенство, а слфд. и испытуемое, вфрно; слфд. будеть 
&_> я”. Если жеа< 0, тон 2а< 0, а потому въ испытуемомъ неравенств 
первая часть должна быть меньше второй, т.-6. 2’< 2”. Заключаемь, что при 
@>0 неравенству удовлетворяютъ 

308 24", а также 27> 2; 

при а<_ 0 ему удовлетворяютъ, 

вс 2<&, в также в ха". 

ь 24 
ВТОРОЙ ИНТЕРВАЛЛ. Для значений 9, большихь 3, но меньших 7 

будет: п—3>>0, 7 — 24< 0, п—4< 0, (д. (п— 3) (п—4)< 0; 
подрадикальное количество <_ 0, значить, корни мнимые, а потому триномь бу- 
деть отрицателенъ, и данному неравенству, которое требует, чтобы триномь 
быль положителенъ, удовлетворить нельзя. 

Трвтй ИНТЕРВАЛЛЪ. Для вх будеть: ®—3>>0, 7% — 24 

>20, п—4< 0; слфд. козффищенть при = отрицателенъ, & корни дйстви- 
тельные. Неравенство требуеть, чтобы триномь имфль знакъ противоположный 
коэффищенту при 2, а этому требовано удовлетворяютъ вс значешя 2, ле- 
жания между корнями. 

Для сравнешя корней пишемь неравенство (1); умножая 06$ его части на 
отрицательное количество (#—3)(и— 4), должны измёнить знакъ неравенства; отки- 

нувъ, затфмъ, общие члены и сокративъ на полож. количество ЗИ (и—3)( 7т— 24), 
найдем 

ах —а, или -2а<0.- 
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ели @>0, это неравенство невфрно, а потому смыслъ испытуемаго нера- 
венства надо измфнить, слд. будеть 2’< 2”. ли а< 0, ло и 2а<®; в 
поэтому испытуемое неравенство врно; и слфд. 2’2> 4”. Заключаемь, что!* 
при @>0, неравенству удовлетворяють всё 2, большя 2”, но менышя 4“ 

>> а; 

при а< 0, значешя “2 заключаются въ предфлахь 

жа: 

ЧЕТВЕРТЫЙ ИНТЕРВАЛЛЪ. Когда Я _>4, то будетъ: п—8>0, 
1в— 24>0, п^4>0; (п—3) (п — 4) >0, а корни дЬйствительные. 

Неравенство требуетъ, чтобы триномъ имфль знакъ перваго коэффищента, 
что нифеть мЪфсто для 2, лежащихь внф корней. 

Сравнеше корней въ этомъ случа покажеть, что при &>> 0 будеть 2/>> 27, 
при а< 0 будеть 2’< =”. Заключаемъ, что 
при а^> 0 данному неравенству удовлетворяютъ, 

ЖИ! а также &<=". 

при а< 0 ему удовлетворяють 

<; и #> а". 

Примфръ У. Рюшить неравенство 

21+ х—6 м >а-6 (а — 1), 

‚ ‚ Общ знаменатель = 2а--1; но какъ знакь его неизвфстень, то мы не 
можемъ, въ видахъ освобождешя неравенства отъ дробей, множить 06% его части 
на 2а-|-1, не сдфлавъ предварительно того или другого предположеня о знак 
этого двучлена. Итакъ, нужно разобрать два случая: 2“-|-1>>0 и 2а--1< 0. 

Первый случай: 2а -|-1>>0, или а> — т. 

Въ такомь случаЪ, умноживь 068 части на 2а--1 и не переивияя смы- 
сла неравенства, получимъь эквивалентное данному неравенство: 

2-2 —6>> (2а-- 1)2-|-6 (2а— 1) (2а-- 1) 

2 — 2ах — 24а > 0; 

корни тринома первой части дЪфйствительные неравные, именно: — 44 и -|- ба, 
Неравенство требуетъ, чтобы триномь имфль знакъ одинаковый съ коэф- 

фищентомь при 2, сл. 2 должно содержаться внЁ корней — 4а и -|- ба. Та- 
кимь образомь, нужно знать, который изъ этихъ корней больше, а это зависить 

отъ знака а. Но а, будучи р можеть имфть значешя отъ т до 0 

(отрицательныя), и отъ О до -- <> (положительныя). Когда а<_0, то очевидно 
— 4а > 6а; при а>>0, наобороть — 4а < ва. 

Такимъ образомъ 

>41 (650: еее 26а, а также > -— 44. 
О а, я х< —4а, а также #64. 

или 



— Второй случай. 2а -|-1< 0, или а 

Умножая 00% части неравенства на отрицательное количество 2а--1 и 
‘изыфняя смысль неравенства, придемь къ слфдующему неравенству, эквивалент- 
ному данному: 

2 — Зах — 24а*< 0. 

Оно требуетъ, чтобы триномъ первой части имфлъ знакъ, противоположный 
коэффищенту при 2°, а этому требоваяйю удовлетворяютъ значешя 2, лежапя 
между корнями — 4а и -- ба тринома. 

Тавъ какъ @, будучи <= отрицательно, то — 4а > -|- ба, и потому 

значешя 2, удовлетворяющия неравенству при 

< суть --6ба<2< —4а. 

Примьчаше. Можно бы было получить т же результаты, умноживъ 00% 
части предложеннаго неравенства на положительное количество (24 -|- 1)*. 

494. Приложеше Т. При какихь услойять 0 будеть заключаться 
между корнями уравнешя 

2х — 1) —р(р— 1) —99—1—2м9=0? 

Необходимо и достаточно, чтобы результать подстановки нуля вифсто 2 
имфлъ знакъ, противоположный знаку коэффищента при 2?, т.-е. чтобы 

—Рь-П—99—Ю—2м< 0, пли (в-|-9)*— (Ф--9>0 пли, ваконець, 
(р (р-9—1>0. 

А этому неравенству можно удовлетворить двояко, полагая: или р -|-9 > 1, 

или р-|-4< 0. 

495. Приложене 11. Какимь условтямь должно удовлетворять коли- 

чество а для то, чтобы -1 содержалась между корнями уравнешя 

2(2-|- 1) (а -- За-- 3) а*=0. 

Необходимо и достаточно, чтобы результать подстановки —1 вифсто 2 

въ первую часть былъ отрицательный, т.-е чтобы было 

зао, иля° а*—@—1<%9. 

Этому неравенству удовлетворимь, взявъ 

а р” 

496. Приложенме ПТ. Какимь _ условфямь должны удовлетворять 
коэффиенты полинома 

2 дай ЭВизу-- Ай 2В=-- ЭВу-- А" 
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для тою, чтобы онь оставался положительнымь при всякиаь значе- 
наять ди у? . 

Первое услове состонтъ въ томъ, что А должно быть’ >> 0, ибо при А < 0, 
если корни ур— ня въ 2 

дай Вау - А-В = 2Ву-НА"=0 ....(1) 

будуть дЬйствительны, полиномь 2 будеть отрицателень при тЪхъ значеняхь 2, 
которыя лежать внф корней, а если мнимы, то 2 постоянно будеть отрицателень; 
слфд, онъ не быль бы положителень при всякомъ 2. 

Если А >0, то полиномь 2 будеть всегда положителень, если корни ур— 
я (1), ршеннаго относительно 2, будуть жнимыми, что ведеть къ неравен- 
ству: 

у (В — АА! )у? - 2(В'В” — АВ)у-- В" — АА" < 0; 

а этоть квадратный относительно У триномь будетъ постоянно отрицателень, 

если 

В — АА’ О и (ВВ — АВ) — (В — АА’) (В — АА!) < 0. 

СлЁд., искомыя условя таковы: 

А>0, В —АА<О и (ВВ — АВ) — (В — ААВ — АА") 50. 

497. Приложене ТУ. Изслюдовать корни ур—ншя 

а — Эа -- —3=0? 

Ищемь критическя значеня \.. 

1. ДЪйствительность корней. Корни будуть дЪйствительны, если 

$ — 4230, тв. м — 10-- 2 —3)>0 
или . 

ха-+5 

2. Знаки корней. Произведене корней = \* -|- 2). —3; корни этого три- 
нома дЪйствительны и суть ), =-{[1, }, =— 3, потому произведеше корней 
=0—10--3), и сл. будеть >50, если ыы, или < — 8; и будеть 
< 0, ели —3< 1, 

Сумма корней —= 2), сл. сума > 0, если 1. > 0, и сумна < 0; если Х< 0, 
Расположивъ значешя \ въ восходящемь порядкф, имфемъ скалу: 

—®....:-—3,.,.0. ..-Е1 в { ; ево. 

Разсмотримь теперь каждый изъ четырехь интервалловъ значенй », при 
которыхъ корни дфйствительны. 

1) < —3. Здёсь произведене корней > 0, слфд. знаки ихъ одинаковы; 
сумма корней < 0; сл. оба корня отрицательны. 

2) \=—3. Произведеше корней = 0; сл. одинъ корень = 0; сумма. кор- 
ней —=— 6; сл. другой корень = — 6. 

3) —3<1<0. Произведенше корней < 0, сл. знаки ихъ различны; сумма 
ихъ < 0, сл. болышй но абс. зн. корень отрицателенъ. 



0. Знаки противоположны; а какъ сумма — 0, то оба корня по абс. 

н: равны (== РУЗ, 2”=— УЗ). 
_ 5) 0<\<1. Тавъ какъ произв. < 0, то знаки корней противоположны; 
сумма > 0, сл. большй по абс. зн. корень положителенъ. 

_ 6) \=--1. Произв. корней = 0; сл. одинъ корень =0; а какъ сумма 
^>0, то дрзтой корень положителенъ. 

7) + 1<а< в. Такъ какъ произведене корней >> 0, то знаки корней 

одинаковы; ера > 0; оба корня подожительны. 

8) \= +. Корни равны и положительны. 

Е 9) >. Корни мнимые. 

Изсл® лова можно резюмировать въ слбдующей таблиц: 

два отриц. корня. 

%—=— 3: одинъ корень = 0; другой = — 6. 

| —3<1 < 0: больш по абс. знач. корень отрицателенъ, меньшй полож, 

% = 0: равные корни съ против. знаками (--ИЗ и —У3). ' 

0<% < 1: больш по абс. знач. корень положителень, меныши 
отрицателенъ. 

: два положит. корня равныхъ. 

% — 1: одинъ корень = 0, другой положит. 

1< < з: два положит. корня не равныхъ. 

2 
2 

3 
5 № : корни мнимые. 

498. Приложеше Т. Изельдовать корни уравненя (). — 1)д* — 3. — 
— 2) —7) —1=0 при изминени }. оть — со до -- со, и опредълить, 
сколько оно имтъетиз корней вь каждомь изь интервалов: 

оть — © до —1, от — 1 --1, оть 1 дю + ®. 

‚ Находимь замфчательныя значеныя ). 

1. ДЪйствитеЛьность корней. Прежде всего, корни должны быть дфйстви- 
тельными; сл. должно быть 

(0—2) 0.—1(.--10>0 или 88—10. 330. 

Такъ какъ реализанть этого тринома положителень, то корни его дёйств-  — 

тельные и неравные; они равны: = ъ—8. СлЪд. триномъ будетъ оста- 



АТ 

ваться >> 0 для всЪхъ ). вн корней, т.-е. для \. между — © и Ч и между 

3 ти >. 

2. Знани корней. /7ромзведение корней — ЕТ — выражеши» знакъ ко- 

тораго тотъ же, что и произведешя 

и-иа-у, 
а это произведеше отрицательно для значенй }, лежащихь внф корней этого 

выражения, т.-е. для 1<—1 и для К > 1; и положительно для вобхь значе- 

ий ), лежащихь между — и- 1. 

Сумма корней = т — выражению, знакъ котораго тоть же, что и й 
произведеня (>— 2) (А —1), которое будеть > 0 для вовхь \, лежащихь вн 
корней, т.-е. для }, лежащихь между — © и -- | и между --2 и ©; 
оно < 0 для }, лежащихь между корнями, т.-е. для 

1<)<2. 

3. Ищемъ знакъ подстановокь —1 и -+-1 вибето < въ первую часть, 
ур— я. Имфемъ: 

И = 1-24-95 ®—1=-8- 8; 

отсюда видно, что будеть К-- 1) >>0, если — 8--2>>0, т.-е. вели <} 

и будеть (--1) < 0, ели —8--2< 0, т.-6. когда \>> з. 

Подстановка — 1 дасть 

ИИ = 1-20-—2)-П-—1==@-6, 

откуда заключаемь, что при \<— будеть (— 1) >> 0; при > будеть 

КИ< о. 
4. Затфмь, 1-й козффищенть =) — 1; онъ будеть > 0 при \>Ь и 6}- 

деть < О при < 1. 

5. Находимь корни при \-Е ©5; вынося въ данномь ур—ши № за скобки, 
даемъ ему видъ 

а (+59 
сли абсолютное значене ). увеличивать неогранич., то’ необходимо, чтобы выраж. 
въ квадр. скобк. стремилось къ 0; т.-6. при \ =5Е со 2 должно удовлетворять 

ур нйю 22 — 2х —7==0; откуда 2, 1—212, а. =1-- 22. 
Итакъ, замфчательныя значения ), расположенныя въ восходящем порядкЪ, 

будуть: 
о я и ре оая + ©, 



которыя въ этомъ порядкф и наносимь въ первую горизонтальную строку ни- 
жеслфдующей таблицы: получимъ скалу возрастающихь значенй ); подъ ними 
располагаемь, для каждаго интервалла, знаки: реализанта, произведеня корней, 
ихъ суммы, знаки /(+-1), —1) и перваго коэффищента ур— ны, 

Скала 
значений <= «гы ван 

| 
'Резлизантъ 

Произведеше 
корней. 

корней. | + | + |- 

и +++ - 

3 

а 

Сумык — НИ, р | 

о -|- 

1-Й коэф. | 

Имфя таблицу знаковъ, легко опредфлить знаки корней ур— я для всякаго 
интервалла. 

1) < Произведеше корней отрицательно, сл. знаки корней различны; 

сумма корней положительна, сл. болышй по абсол. знач. корень положителенъ, 

И— | и -1) положительны, тогда какъ 1-ый коэффищенть отрицателенъ, 
сл. —Т и --1 находятся между корнями 2’ и 2” ны. какъ всегда, 
2”— меньш. кор., &”—большй кор.). Итакъ 

оф Ч 2, 
2) 1=— г Въ этомъ случав /(— 1) =0; сл. 2 =— 1; другой корень— 

между НТ и -- ©. 
3) «<= в Произведене корней отрицательно, а сумма ихъ поло- 

жительна, сл. знаки корней различны; и болышй по абс. велич. корень поло- 
жителень; /-- 1)>>0, между тмъ какъ 1-ый козф. < 0, сл. 1 — между 
корнями; затфиъ, знакъ (— 1) одинаковь со знакомъ 1-го коэф. сл. —1 вн 
корней. Расположеше корней, сл., таково: 

о, а -Ь. о: На 

4) \=— и. Произведен корней проходить чрезъ 0, сл. одинъ корень == 0; 

расположеше же корней таково, какъ только что указано, 
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`5) И Произведеше и сумма корней положительны, сл. 2’ > 0 и 

х’>0. Знакъ КТ) противоположень знаку 1-го козф., а знакъ \— 1) оди- 
наковь со знаком 1-го коэф., сл. --1 между корнями, —1 внф корней; рас- 
положеше, корней таково: 

И ЗВ вы 

6) 51. И-ЕТ) обращается въ 0; сл. одинъ корень = -- 1; другой же 

находится между --Ти -|- <, ибо, по предыдущему случаю, онъ больше -|- 1. 

7) аа 0ба корня положительны. /(-|- 1) имфетъ одинаковый знакъ съ 

1-мъ коэф, сл. --1 вн корней. Сравният ее съ полусужною корней, которая равна 
— 1—2 
}— 1 1 будеть ли >в Такъ какъ \<1, 10 ^—2<)— 1 ни 

—2 < —1, чо вбрио. Итакъ: -Е1 внф корней и меньше нхъ полусуммы, 
сл, меньше меньшаго корня. Расположеше таково: 

И ИНН 

8) \=1. 
Ша 

9) << Реализанть дфлается отрицательнымь: корни-—мнимые. 

Реализанть обращается въ нуль и корни дфлаются равными: 

10) =. Реализанть снова обращается въ нуль; ур. имфеть равные корни: 

ии” 5. 

11) а <р Произведеше и сумма корней >> 0: оба корня положительны. 

СЕТ и 1-ый во. < 0; сл. -1 виф корней; сравнимь ев съ полусужмой кор- 

ней, положивъ, напр., ть откуда \—2<)—1, ии —2 < —1, что 

вфрно, сл, Зы меньше меньшаго корня, и потому 

У АО 

12) }—1. Коэффищенть при 2° обращается въ 0, сл. одинъ корень = со, 
другой удовлетворяеть ур—ню 22— 8==0, откуда 2 = 4. 

13) 1<).<_2. Произв. и сумма корней отрицательны, сл. знаки ихъ раз- 
личны и большй по абс. знач. корень отрицателень. /(-Н 1) и (— 1) ниють 
знакъ противоположный 1-му коэф., сл. |-1 и —1 между корнями. Имфежь: 

О 11 ма 

14) .—--2. Сумма корней=0, сл. корни равны и противоположны по знаку: 
&=-иВ. ` 

15) \>-{-2. Знаки корней противоположны; больш по абс. величин® ко- 
рень положителень; —1 и -|-1 между корнями, сл. 

О и м Е 
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Резюме изслёдованя. 

5—9 о -о<и<-ь аи. 
= р аи «+, 

< | азиз фь аи, 
1 

=— 7 в =0; 1<#<-х. 

1 1 ‚ п 
< 1 Ь-Ь 1+. 

Х = т я =1; --1<<-®. 

1 < в ан. И 

Е аи 
1 3 
а Корни мнимые. 

255, 

< 1 1. Зо 
Х = 1. Одинъ корень безконечень; другой == 4. 

ня 3, =®<#<—в +1<я<-+ю. 

= 2. ее: 
>в, Тотъ же результать, какъ въ 13-м случа. 

Примъчате.— Когда изслфдоване корней, какъ въ только что раземот-. 
нной задачь, нфсколько сложно, полезно предварительно составить таблицу 

\ знаковъ: это даеть возможность почти’ непосредственно читать въ ней искомые 
‘результаты. Планъ изслфдовашя, указанный въ этомъ 5, лишь слегка (въ рас- 
положени таблички знаковъ) разнится отъ плана, предложеннаго Тартаэнвил- 
дем», 

Ращюональныя дробныя неравенства. 

499. Когда неизвфстное входить въ неравенств въ знаменателя, то мы м0- 
эюемь уничтожить знаменателя, если онь представляет» количество 
существенно-положительное, Во всъхь остальныль случаяхь приводять. 
весь члены неравенства кь одному знаменателю и собирають ить въ 
первую часть. Такимъ образомъ получается неравенство вида 

Е р 970, и ц<0, 
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146 Ри О суть полиномы, содержащие 2. Замёчая, что по правилу знаковъ 
при умножени и дфлени, произведене количествь Ри ({ всегда имфегь тотъ 
же знакъ, какъ и ихъ частное, можно предыдущя неравенства замфнить экви- 
_валентными имъ; ы 

Р4>0, ши Р9< 0, 

Къ тому же результату мы пришли бы, умножая 00$ части того или дру- 
того неравенства на существенно-положительное количество (*. 

Затбмьъ разлагають полиномы Ри Ф на множители 1-й степени относительно 
2, и получають неравенство вида: 

Ае— 2) —е—е-%...>0, 
тдв А не содержить 2. ЗатФмъ распредфляють количества @, ь ,. ..- в 
порядк возрастающихь величинъ. Пусть, напр., будеть 

ав <1... <. 
Очевидно, каждый двучленный множитель будеть сохранять нензмфнный знакъ, 

до тЬхъ поръ, пока 2, увеличиваясь, не перейдеть значене, обращающее этот 
множитель въ нуль. Такимъ образомь можно указать знакъ произведешя для 
всякаго отдфльнаго интервалла, и сл. указать т интерваллы, въ которыхь про- 
изведене сохраняеть требуемый неравенствомь знакъ. 

500. Примзръ 1. В» какихь предълахь нужно измънять 2, чтобы 
удовлетворить неравенству 

Бал 
зя—5а3> 

Церенеся 1 въ первую часть и приведя къ общему знаменателю, получимъ ^ 

‘неравенство . 

а —4 
за 3 0: 

Умноживь 00$ части на существенно-положительное количество (22% —б2-|- 
—- 3)*, найдежь неравенство, эквивалентное предложенному:, 

2@л — 2) (22а — 55-3) >0, 

или, по разложены 2—2 и 22% —52-|-3 (триномовъ, имфющихь корни 
дЪИствительные неравные, и сл. измёняющихь знакъ при измфнени 2)-на мно- 
жители 1-й степени: у 

4(=--/Э@-—У@—1 (2—3) >0. 

Будемь давать 2 значешя въ слфдующихь интерваллахь, въ которыхь ве- 
личины, обращающия каждый биномъ въ нуль, расположены въ возрастающемь 
порядк?: 

г&. 3 
и ор о ыы Е ИЕ. Вы И 

> а з 



Е х. : $ а Х 
_  Ееди давать 2 значены менышя (— У), то каждый иножитель будеть 

- нь; а какъ ить четное число, то все пода брать оставаться. 
т ‘положительнымт. 2 

сли давать 2 значени, больши (—У2), но меньшя о вел. ишо- 
давно меньшя УЗ и 5› то иножитедь 2-- У? будеть положителень, осталь- 

_ ные же биномы Я и такъ какъ число отрицательныхь хножителей 
° нечетное, все произведеше будеть отрицательно. 

Давая < значешя, болышя --1, но менышя УЗ, находимъ, что два, 

‘множителя: 2-- И? и&—1 будуть положительны, а два: х — Уи „— 
отрицательны; сл. произведене положительно. И такъ дадфе. 

5 Убфдимся, что данному неравенству удовлетворяють значешя 2; опредфляе- 
мыя нижеслфдующими предфлами: 

#<—У8; +1<=<- 3; =>. 

в 501. ПрРимъръ П. Римить неравенство 

5—3 
(2—1) (28—31 

< 0. 

Это неравенство эквивалентно слдующему: 

(528—22-- 3) — 1) —3=4-1<0. 

Замфчая, что для тринома 52° — 22--3 имфемьы 1—5.3< 0, т.-6. что” 
корни его мнимые, заключаемъ, что онъ всегда будетъ сохранять знакъ перваго 

Чента, т.-е. всегда положителень. Поэтому данное неравенство эквива- 
_ чентно еще слфдующему простфишему: 

(#— 1) — 32 1< 0. 

Е ее, 
зи 

(2 
у. + Даемъ 2 послфдовательно значеня въ интерваллахъ: 

Когда © и » всЪ три множителя, а сл. и произведеше, будуть отри- 

 цательны. При 3—5 3—5 #21, первый множитель положителенъ, два дре 

+ ‘отрицательны, сл. произведеше положительно. При 1 <2 и первые два 

И. множителя 20; трети < 0, сл. произведеше < 0. Наконец, при 2>> 



— 516 — 

вов множители, а съ ними и произведеше > 0. Итакъ, неравенству удовлетво- 
рають: 

и рвы 
502. ПрРихзРъ Ш. Рюшить неравенство 

2аз - 35 
Бы 4а <. 

Приведя къ общему знаменателю, имфемъ 

2@—10)=-- 36 16а 
5х —ча & <0, 

что эквивалентно неравенству 

[2(а — 105) -- 36 - 16а] (59% —4а) < 0, 

или, по вынесеши изъ первыхъ скобокъ 2(а — 106), а изъ вторыхь 50: 

тать (= И) ( я. 5 <9. 

(/тносительно коэффищента 10(а — 106) могуть быть предположешя 

[< 10% [а< 108 
ах > >10 

Первый случай: 5< 0, а< 106. > 

Произведеше 10(& — 105)6 положительно; сл. неравенство эквивалентно съ 

36 + 16а 4а 
(+ и) [ ре #) < 0. 

Триномъ долженъ имфть знакъ ел коэффищенту при 2, ел. 
й Зь-- 16а 

2 должно заключаться между = —10) и В. 

Нужно знать, который изъ этихъ предфловь большй. Положимь наугадь 

и ы- такъ какъ 10(а — 106)6 > 0, мы можемь умножить 08 

части на это произведеше, и не измфняя смыслъ неравенства, получимъ ему 
эквивалентное; — (36 -- 164)56 > 4а.2(а — 105), или — 1552 — 6а*> 0, 
что невфрно, ибо первая’ часть существенно отрицательна, 

ь Ш о-ва 4 : ь 
аключаемъ, что 2 — 105) 55” а потому нужно взять такъ, чтобы 

36 -- 16а. 
2@а— 105) 

Второй случай: < 0, а>> 105. 
Произведеше 10(& — 105)6 отрицательно, сл. предложенное неравенство экви- 

залентно неравенству 

(вит) (2—3) > 

40, 
<< 5 



а потому 2 не должно заключаться между корнями тринома: — 
36 -- 16а 
32а —105)\ 

ы _З6-- 16а 
Посмотримъ, который изъ нихъ больше. Допустивъ, что —@—ю%) ри, и 

замфчая, что 10(@ — 105) < 0, умножаемь допущенное неравенство на это’ 
произведене и ‘перехфняемь смыслъ неравенства; найдемъ эквивалентное ему не- 

равенство — 155* — 84%<_ 0, что вбрно. 
Заключаемь, что предположене было правильно, а потому данному неравен- 

ству удовлетворяютъ два ряда значешй 2: 

30 16а 4а 
2—1 й *<5: 

Третй случай: $>>0, а< 10%. 
Оперируя такимь же образомь, найдемъ, что предложенному неравенству 

уловлетворяють: 

га 

#>— 

‚86 -- ва. 

* >—ю—105) 1 2<5: 

Четвертый случай: $> 07 а>>.108. 
Вышеуказаннымь способожь придемь къ результату: 

‚36 1ва. 
=@=ю0 <? <: 

Итакъ, чтобы удовлетворить предложенному неравенству, надо: 

При (@ — 105).5> 0 брать: ие а м << 5. 

При (@ — 105).5< 0 брать: «> — .36 10а 4а 
За— 10’ М" < 5 

Рьшен!е ирращональныхъ неравенствъ. 

503. Когда неизвЪстное встрьчается подъ знакожь квадратнаго корня, то, 
вообще говоря, нужно бываеть освободить его изъ-подь знака корня, а для 
этого нужно изолировать радикаль въ ту или другую часть неравенства. Зат®уиь, 
сафдуеть разсмотрьть энакъ другой части неравенства, изед®дуя, остается ли отъ 
неизуфннымтъ, или же зависить отъ предположен! относительно буквъ, входящих ь въ, 
эту часть. Если знака этоть не одинаковь со знаком», стоящимь передь ра- 
дикаломь, смысль неравенства очевидень. Если же — одинаков», то 
нужно возвысить объ части вь квадрать, сохраняя или перемьъняя 
смыесль неравенства, смотря по тому, будета ли этоть общей зникь | 
или —. 

504. Примзръ 1. Рюшить неравенство У (= — 1)(#—2) > #— 3. 
Чтобы У (= — 1) (2—2) быль дБиствителенъ, надо, чтобы подрадикальное 

количество было >> 0: этому требованию удовлетворяютъ всё 2 оть —© ... 
до 1, ноть 2 до -- со. Затфмъ, очевидно, неравенство будетъ удовлетворено 
вефии значешями х, которыя, не содержаеь между Т и 2, будуть меньше 3, 
ибо въ этомь случа вторая часть будеть отрицательна. Итакъ, во-первыхь, 
для 2 можно брать всВ числа оть — © до 1, и оть 2 до 3. 
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Пусть теперь будеть 2> 3: 068 части будутъ положительны, а потому, воз- 
высивъ въ квадрать и сохранивъ знакъ неравенства, ищемь числа, уловлетво- 
ряюшия неравенству р 

—32-2> 21 —6=--9, ши 2—5>0. 

Это неравенство удовлетворяется всфии значешями 2, большими 3. 
Итакъ: предложенному неравенству удовлетворяють всф значешя 2 отъ — <> 

до 1 и оть 2 до -- © 

505. ПрРимърЪ П. Ришить неравенство Уа?—ая-- ах — А >а, 
65 котором» а> 0. 

Сначала ищемъ, какъ взять 2, чтобы оба радикала были дЪйствительны, 
иначе, чтобы подкоренныя количества были положительны. Разсматривая 4*—2* 
какъ неполный квадратный триномъ, замфчаехь, что онъ будеть положителень, 
если < взять между его корнями, т.-е. ели —а<2< а... (1). Такимь же 
‘образомь убфдимся, что второй радикаль будеть дБйствителень при 0<2<_ 24 

„ (2). Изъ сопоставлешя (1) со (2), заключаемь, что оба радикала будуть 
дВйствительны, если 

а>#>0... (3). 

Зная это, перенесемь первый членъ неравенства во вторую часть; найдемь: 

Уаз —*>а-— уй— а. Такъ какъ вторая часть положительна, какъ и 
первая, то, возведя въ квадратъ и не перемфняя смысла неравенства, получимъ. 

эквивалентное данному неравенство: 244 > 24? — 2ауй— а, или, раздваливт 

06$ части на положительное количество 2а и изолировавъ радикаль: Ий—а* 
>а—#. Въ силу (3), 2<а, сл. а-2>>0, а потому вторичное возвышене въ 
квадрать дасть: 2*— ах< 0. По смыслу этого неравенства 2 должно заклю- 
чаться между корнями первой части; сл. 

а>т>0, 

что не отличается отъ услойя дЪйствительности. 
ха. е-+ь (1, в 

506. Прихзръ Ш. Рюшить неравенство АТ я 

которомь а и Ь положительны и а> 5. 
Пусть сначала 2--$>>0, т.-. 2>—6. Изь услошя а>> 6 слёдуеть, 

что #а>я-НЬ, а потому и х--а>0. 066 частй предложеннаго нера- 
зенства положительны, а потому, возвысивь ихъ въ квадрать и сохранив 
смыслъ неравенства, получижь эквивалентное данному неравенство (по отнятм 1 
отъ обфихь частей): 

2ах 2х 
ара ити‘ ‘() 

Изъ числа значенй 2, большихь — $, возьмемь сперва положительныя; тогда, 

сокращене на положит. количество 24 дастъ: а или, по осво- 

божлени оть дробей, а2* -|- 26? >> Ба -|- 6, пли 2 (а— 5) >а5(а—5), 
Сокративъ на положительное количество а—®, дадимь этому неравенству видъ 
(#--/4)(«—У4)>>0, п какъ первый множитель >>0, то необходимо, 
чтобы было 

=>. 



к. 

: 
Я 
Е 

Равсмотримь теперь величины 2, содержащйяся между Ои — В, ме: 

ныя; въ отомь случав сокращеше (2) на 2а дастъ: эра З аа Ши 

(#2 Иа5) (+ —Иа5)< 0, а какъ второй множитель <_0, то необходимо, 
чтобы А 

2>-—и4б. 

Но а>ь, откуда 40 > 6 и Уаб>Ь а 1. — И < — В; такимь об- 
разожь усломе 7> — УаВ содержится въ услови 2 > — В. 

Пусть теперь 2-6 < 0, или #<—В, т.-6. 2 содержится между —В и 
— <. Дадимь сначала х значешя между —В и — а, т.-е. положимь 2> —а, 
откуда «- а>>0; въ такомь случа первая часть предложеннаго неравенства 
будетъ положительна, между тЬиь какъ вторая отрицательна, и потому нера- 

венство (1) будеть удовлетворено вебми значешями 2 между —Ви — а, 
Давъ 2 значешя < — а, будемь нифть 2--а< 0; а какъ и #--5<0, 

06$ части даннаго неравенства будуть отрицательны, а потому возводя въ ква- 
драть, должны измбнить слысль неравенства; найдель 

242 < 262 
. ааа 

откуда, сокративъ на 22 < 0 ит. д., получимь 

(#--Иа6)(#—И4)> 0; й 

второй иножитель для разсиатриваемыхь значенй 2 отрицателень, сл. необхо- 
димо, чтобы н2--/ 46 < 0, откуда 

#<-— Уа5; 

такъ какъ это услоше удовлетворено само собою, -то неравенство (1) удовлетво- 
ряется воЪми отрицательными величинами 2, меньшиии — 4. 

Итакъ: предложенному неравенству удовлетворяють всё отрицательныя зна- 
ченя =, и подожительныя, большия /@5; и стало-быть неудовлетворяють толь- 
ко значешя 2 содержащяся между О и -- 46. 

507. Примзръ ГУ. Рьшить неравенство 

1д% а данное дъйствительное количество. 

Во-первыхь, У 

чтобы было (32 а)(2—а) > 0, т.-6. чтобы < не содержалось между я 
з 

и а. Отсюда видно, что надо различать два случая: а < О иа>0. 

Вели а < 0, надо брать х такъ, чтобы было: х<а, или &> — при 

а 
должень быть дфйствительнымь; а для этого надо, —а 

@> 0 должно брать: или х>а, ши #<— 3. 

Но если а< 0, 10 и а—1<0, и неравенство становится мевозмож- 
ныме, ибо оно будеть требовать, чтобы положительное количество было меньше 
отрицательнаго. 
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Итакъ, необходимо должно положить @ > 0; затфиъ необходимо еще, чтобы 
было а> 1; тогда 068 части будуть положительны; возвысивь ихъ въ ква- 
дратъ и сохранивъ смыслъ неравенства, получимъ эквивалентное ему 

Е За —1@е-@ 
с <(@ 1), или ее 

а по умноженши обфихь частей на (2—а)*: 

(2 — а) [- (а*—2а — 2) -- (а — 2а-- 2) а] < 0, 

что можно представить въ видь : 

(2—3) (#—4)(#— ЕН 
Я—3а-2 а)>0. 

Во-первыхь, должно быть а—1 > 0; во-вторыхь, 2 можно давать только. 

так1я значеня, которыя: или <— или > а. 

Разсмотримь, каковъ будеть знакъ коэффищента 4* — 2а — 2; корни этого 
тринома, какъ видно & рмот, дфйствительные и неравные, одинъ положительный, 
другой отрицательный; замфняя въ трином @ единицей, находимь въ результат 
— 3, сл. 1 находится между корнями, и слёд. положит, корень > 1; вычи- 

сливъ его, находимь а, = 1-3. Мы можемъ давать @ только значения, 

болышя единицы; но эти значеня могуть быть или <>, или >1--УЗ Г 
Такимь образомъ, различаемь два случая: 

Первый случай: 1 <а< 1-- ИЗ. 

Тавя значеныя а лежать между корнями тринома 4° — 2а —2, а потому 
онъ отрицателень; значить и произведеше двухъ другихъ множителей д. 6. от- 
рицательныхь, а потому величины 2, удовлетворяющия неравенству, должны ле- 
жать между 

нужно знать сравнительную величину этихъ предфловъ. 
Но триномъ 4 — 2а-|- 2, нифя корни мнимые, положителень при всякомъ а; 

а —2а—2, при взатыхь значещихь а, отрицателень; слфд. 

и потому должно взять 

(ъ другой стороны, для дЪйствительноети радикала, находящагося въ нера- 

венств\Ъ, 2 нужно брать или > а, или <— Поэтому сравнимъ предфлы 

‘допустивъ, напр., что 
2 —2а--2 
@—2а—2 

а 
—3> . а. 
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Въ разсматриваемомъ случа: @> 0 и а*—2а—2< 0; слБд. умноживъ 

06% части на = и перемфнивъ снысль неравенства, найдемь ему экви- 

залентное 

— —а1--2а--2 < 34 — ба--6, пли 0 <4а*—8а--4, шли 0<(2а—2)*, 

что вфрно; слфд. врно и допущене. Такижь образожъ, необходимо и достаточно 
взять 2 такъ: 

а —2а-+2 а 

а 6 < < —3° 

Второй случай. а> 1-- ИЗ. 

Множитель а* —2а—2 въ этожъ случа > 0; сл. необходимо и доста- 
‘очно, чтобы произведеше двухъ другихъ множителей было положительно, слЁд. 
4 можеть принимать всф значен!я, не содержапияся между 

Для сравнешя этихь предфловъ допустимь, напр.: 

х а —за--2 
@—3а—5 . в <а. 

Такъ какъ въ изслфдуемомь случа @ и 4* — 2а—2 положительны, зам 
няемь это неравенство ему эквивалентныхь 

а —2а--2 < а*—2а—2, ши 4<0, 

@—2а-+? 
что. невфрно; и потому #—5а—54>4; такъ что должно взять 

? — 

или &<а, или а Ва, 

Комбинируя эти результаты съ предфлажи, найденными & ргют, находимъ 

Итакъ: 

при а< 1 предложенное неравенство невозможно; 
при 1 <а<1-- УЗ ему удовлетворяють: 

ЗЕЯ 2 а. 
54<#<—3з; @—3а— 

° пи @>1-- ИЗ ему удовлетворяють: 

ши <—% вл >54. 
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508. ПРимзРъ у. Рьшить неравенство 

ва = 5 

1дъ а дъйствительное количество. 

Чтобы оба радикала были дфйствительны, нужно, чтобы было 23а и 

=> но одно изъ этихъ условй содержитъ въ себ другое, а именно: 

при «< 0 необходимо и достаточно, чтобы было => 

при а>0 необходимо и достаточно взать аа. 

Первый случай: «< 0. 

Нужно знать знаки обфихь частей, и для этого сдфлать предположеня от 
носительно знаковь 2--@ и 2-54. 

1) 2--а< 0, тогда и подавно #--5а< 0; об части неравенства отри- 
пательны, а потому, возвысивъ 06% части въ квадратъ, съ перемвною смысла 
неравенства, и уничтоживъ положительный знаменатель, получим: 

(32— 2а)(2--5а)*— (32—а)(&--а)*< 0, или 23а2--54а?х — 49а1< 0, 

или, сокративь на а< 0: 

23а7 -|- 54ах -— 49а* > 0. 

Триномъ первой части, какъ видно а ром, нифетъ корни дфйств. неравные 
съ противоположными знаками; слёд. чтобы сдфлать его > 0, необходимо и 
достаточно дать < значешя, лежашйя внф корней. Корни ого суть 

‚ У1856 +27 „_ 1 1856 —27 я 53 а, &’ | 53 а, 

и какъ а< 0, то очевидно 2'2> =". 
Слёдовательно, должно взять 

И 
ко, ин #>— 

+ 1856 -- 27 т 
27 

Но мы видфли, что 2 должно быть > и < — “а. Подставляя въ три 

а 
„номь (—а) и 3 ВИсто 2, убфдиися, что эти величины расположены относи- 

тельно корней @ и 2” такъ: 

НЫ ри 
У1856 27 в и а). - ы 

и сл6д. невозможно удовлетворить неравенству, если 

а<0 и < —&ц. 



3) &--5а>0; и подавно &--а>>0. 006 части неравенства положи 
ы, и потому, возвышая въ квадратъ и сохраняя симель неравенства, найдехть: 

2322 -- 5442 — 49а < 0, 

71856 — 57 7856-27 
О Е ИЕВ И 6 

_Брояб того, должно быть: 2> —5а и а>% $’ 170 приводится къ т>- а 

какъ порядокъ величинъ таковъ: 

У1856 — 27 7 РИ а — 6 рае. 

то очевидно, что неравенству удовлетворить нельзя. 
Итакъ: кода а<_0, чтобы удовлетворить неравенству, надо взять 

Е —а<=< — 5а. 

_ Второй случай: «>0. у: 
Чтобы радикалы были дЪйствительны, вадо чтобы было: => а. ба: 

будеть: г--а>0 их--5а>0; а потому, возвысивь въ квадрать и сохр © 
нивъ смысл неравенства, находихь эквивалентное м неравенство (по с0= — 
кращени на а > 0): 2 

2327 -|- 54а — 49а* > 0; 

откуда заключаемь, что 2 нужно взять‘вн® интервалла корней. А какъ порядокъ, 
величинъ въ данномь случа таковъ: 

=... ИЕ... - 88 —27 аа. 

то: кода а>>0, необходимо и достаточно взять 

У1856 —27 з 
>54 : 



ГЛАВА ХХЖУ. 

ТРалшональныя уравненя, приводимыя къ квадратнымъ. — Биквадратное ур—н!е; из- 
«афдоваше его корней.—Разложене биквадратнаго тринома на множители первой и. 

второй степени, — Преобразование сложныхь радикаловь / А УВ, ИА УВит.. 

509. Ршеше бинквадратнаго уравненя. Уравнене четвертой степени 
‘называется биквадратнымь, коша оно содержить только четныя сте- 
пени _нензвъстнаю. Слфдовательно, общая форма его есть 

д-р --е=0...(1). 

Его рёшеше приводится къ рЬшенио квадратнаго уравненя, Въ самомъ дёлЪ, 
примежь за ‘неизвфстное 2?, положив 

#=у... (2). 

Ур—нве (1) приметь видъ 

ау --е=0.. . (3). 

Это урн называють разрюмающимь (резольвентомь) ур— ня (1). 
Рёшивъ его, найдемь два корня 

и 4 „_-Ь-И—4ас 
2а ы 2а 

Подставляя въ ур— ше (2) вхфсто У сначала У’, потомъ У”, находимь 

‘ткуда 

или 

Итакъ, биквадратное ур— ше имфеть четыре корня, попарно равные и про- 
тивоположные по знаку. 

510. Изсльдоване корней. Мы знаемъ, что корни ур— шя аа --0ай--с=0 
суть корни уравненя 

ИУ, 

въ которомъ У означаеть одинъ изъ корней уравненя 

ау уе =0. 

Слфдовательно: всяхому дьйствительному и положительному значеню 
У соотвфтствують два дъйствительныя значешя х, равныя по величинь 

- и иротивоположныя то знаку; каждому дъйствительному и отрица- 
_ тельному значеню у соотвфтетвуютъ два значешя х мнимыя сопряжен- 
ее наконець, хаждое мнимое значене у давтъ два мнимыя значеня 
ля 2. . 



ш знаками, если © а "рипательно. 

юервожь случа > 0} оба корня положительны, если ихъ сумма 

всф четыре значешя 2 и если оба значешя у 

вс четыре значешя 2 мнимы. Во второмъ случа» е <) два 

у противоположны по зивку, т ва значешя 2 дЪйствительны, 

а даеть 2 =” =. 

Сы (два корня дЬйств., если < два мним., если. Е 

#=- в 

дЪйствительны, если с 250, и мнимы, если о 

Вели 6—0, то О 6? — 4% =0 т, КЪ с==0; ур. въ 2 будоть з 
0, т.е. ур. имьет» 4 корня равныль нулю. - 

1. и 4ас < 0. Корни ур—шя ау ие =0 Нины, слВд. и вов. 
_ четыре корня биквадралнаго урн иниые, ибо квадратный корень изъ р-|-4#. 
2 нихое. выражене того же вида. 

Результаты этого изслёдовашя можно резюмировать въ вид слёдующей - 
а 

- о . . .4 корня двИствительные, попарно рав- 
ные и противоположные по знаку. ^ 

| 220... 4 корня минные. 

20 ...2 корня дйствительные, равные и противопо- 
ложные по знаку; 2 корня мнимые. > 

0: а 0; И. ебли. 

< хнимые, вели © > 
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ы <0 .. .4 корня м попарно равные — 

Е аи. _ о ЖА И а 

о $>0 .. .4 корня мнимые. 

а. =, =, ==: =0. 
а 

Ф'— 4% 0... ....... 4 корня мнимые. 

Примьчане. Отсюда видно, что нужны три услойя для того, чтобы всё 
четыре корня биквадратнаго ур—я были дфйствительны; именно: 

5? — 44 >0, 5>0, о; 

и одно услове, чтобы два корня были дЪйствительны, а два мнимы; именно: 

[а 
< 0. 

511. Примфры: Г. Рмить уравнеше 642% — 2445? -|- 225 —0. 

Положивъ 2 ==, находимь квадратное ур— ню 

649 — 244у-|- 225 =0; 

въ немь: 6 — = 1228 — 64. 225484 >0; * я 25; = < 0; сл. 

оба значешя у дЪИствительныя, неравныя и положительныя, а потому биква- 
дратное ур—н@ нибеть вс четыре корня дюйствительные. Находим: 

122 = 7122 —61Х 225 _ 12222. 
ых 64 64 

9 25. 
У 16’ 

эткуда: 

8 3 и 5 
ел т’ № 5. т го 

И. Ришить уравнеше 5 -|- 121-|-4 =0. 

Положивъ 2 ==, находниь ур— ве 59? -- 12у-|--4=0; въ немъ 

1 — в—36 —5.Ж4=16>0; 

ро. 4 =5>0; в 

Слфд. корни его дЪйствительные, неравные, оба отрицательные; а потому данное 
ур—не имфеть всЪ четыре корня мнимые. Находимь 

—6=716 _—6=4. === - 
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Слфдовательно 

а=НУь в=-Уь в=У а=— 2.4. 

Ш. Рюшить уравнеме 31% — 2622 — 9—0. 

Положив 2* = у, находинъ ур—н@ 39? — 26у — 9—0. Въ немъ: 

Ьз — ав 13*--3.9=169-- 27 =196 > 0; 

с МАИ: = 2=—3<0; ==3<0; 

слд. оно имфетъ корни дЪйствительные неравные, съ противоположными зна- 
ками, а потому предложенное ур— не ихфеть 0ва дьйствительныхь корня 
и 0ва мнимыжь. 

98 вн, 
Е РУСИ 

откуда, 

у=- 9; У=-з 
сафдовательно 

4 Е. ; 5 
2:=3; а,=—3; Е МЕРУ 

УЗ 

ТУ. Рьшить уравнеме х\ — 1021-61 =0. 

ложивъ 2? = получихь ур—не у? — 10у-|- 61 =0, въ которомъ 
$ — щ—=25 —61=-—36; слбд, оба значешя У мнимы, и потому данное 
ур— в иуфеть четыре мнимыхь корня. Находимъ 

У=5- 124 уУ=5— 12. 
Слфдовательно 

= 5-12. 

Преобразовавь это выражене по способу $ 417, найдемъ: 

= 2 =3—2 д, =—3— 1, я: = 

У. Ришить уравнеще х* — 1022-{-28 = 

Положивь 2 = у, нибемь ур—не у? — 10у-—-28 —=0, въ которомъ, 

6 —ае=25 —285=—3<0; 

©лЪд. корни его мнимые, именно 

У=5-ЕУЗ.+. 

(Слфд. четыре мнимые корня предложеннаго заключаются въ форхуль 

#=-Е 5-ЕУЗ.4. 

Примфняя къ ней преобразоваше, указанное въ $ 417, найдемъ: 

Узкие ИЕ Уи 



Такимь образом: . ` 

РИ у, 5 УЗИРБ ЕЕ в 
р р 

ИУ 2У7 Е 21-5 ЗУБ 2% я г Уи: щ=- ан з +. 

; . . 2 а 
512. Приложене. — Доказать, что уравнене асан =4 

имьеть всф четыре корня дъйствительные, каковы бы ни были дъй- 
ствительныя количества а и 6. 

Помноживъ об части на (2* — 4) (2* — 0), дадимь ур--нйо цфлый видъ 

21 (21—03) -|- 221 — а) —4(21 —а') (ай — 1) =0. 

Положивь 2* ==, получаемь квадратное относительно у ур. 

У(у— 6*) уу — а*) —4(у— а) (у— 0) =0. 

Подставляя въ первую часть вуфсто У сперва 4, потомъ 03, замфчаемь, что 
результаты этихъ подстановокъ: а*(а* — 6) и 6(5 — а?) имЪють противо- 
положные знаки; слёд. корни относительно у дЪИствительные и неравные, и 
одинъ изъ нихъ содержится между а? и 6%. Далфе: коэффищенть при У® отри- 
цателень (— — 2); подстановка же 0 на ибсто у даеть — 447%; слёд. 0 на- 
ходится вн корней, и слЬд. меньше обоихъ корней, ибо мы уже знаемь, что 
одинь изъ корней положителень. Итакъ, оба корня: У’и У” дёйствительны и 
положительны, каковы бы ни были @ и В, а слфд. всв четыре корня даннаго 
ур—я дфйствительны. 

Кь этому заключению можно придти и иначе. Ур— ще относительно У при- 
водится къ виду: 

2 — 3(а* -- 53)у-|- 4а*5° = 0. 

Подрадикальное количество формулы корней есть 

9(а2-—- 5) — 324461, или 9а — 14а16з | 96. 

Но этоть квадратный относительно а® триномъ имфеть корни мнимые, ибо 
49*—8155< 0, слЬд. при всякихь а и В знакъ его одинаковъ со знакомъ 9, 
тТ.7е. положителенъ. Поэтому оба значешя у дЪйствительны. Ихъ произведеню 

2426? показывает, что они одного знака, а сумма ихъ Зи) показыва- 

етъ, что оба они положительны. Слфд. четыре корня предложеннаго ур—Шя 
всегда дЪйствительны. 

513. Творехл. Сумма корней биквадратнало ур—нёя равна нулю, 

произведеме ихь равно 5, а сумма квадратовь ихь равна — 8: 

‚› Вь саможь дфлф, четыре корня 24, 7, 2, 2, попарно равны и противо- 

положны по знаку, сл®д, сумма ихь =0. Во-вторых, РИ (=ии 

ЕСИ (— Му = 2 -НУ"); во У-НУ", какъ сумма корней 



у ее 
514. Разломенше бинвадратнаго тринома ах‘ -|- 62*-{-с на множители 

_ первой ‘степени. 
О Тривомь а24--2°--с, обращаясь въ нуль при важдонь изъ четырехь 

— 4, 2—1; 2—2, а потому и на ихъ произведеню; такъ какъ дЪ- 
лимое и дфлитель--одинаковой степени относительно 2, то частное будеть ну- 
_левой степени, и потому приводится къ частному отъ раздфлешя высшаго члена, 
24, дДфлимаго на выспИй члень 2‘ дфлителя. Итакъ: 

паи вая она (е— а) а,)е — Де). 
ПрнизРы.—1. Разложить триномь 52% — 502? -|- 45. 

Корни его суть: 53, == 1; слд. 

5022-45 ==5 (#— 3)(#2-- 3)(2 — 1) (2-5 1) 

И. Разложить триномь ? 

Корни его суть: 5 У2.й 5-& Сад. 

ат 6 2 (УЗ .еУЗ.Ие— 

И Разложить триномь — х\-|- 10 — 169. 

_ Корни его суть: 3-52, —3--2%. (6. 

10169 — (8—0 — 8-52 (--3— 92-329, 

515. Разложеше бинвадратнаго тринома съ дЪйствительными коэффи- ‹ 
‚щентами на дЪйствительные нвадратные иномители. 

_Пусть триномь а2* -|- Ве? -|-с пуфеть корни а, —@, 8, —; въ такомь — 
‘случа его можно представить подъ видами: 

шея ро-та[(е — ада раде — 9-9]: ..(@) 
а — а) — е--аа- 9...) 
а — а) -+ 9-9 @—]... (8) 

Когда четыре корня а, —@, 8, — 8 дБИствительны, всф три разложешя 
 дадуть дЪИствительные квадратные множители. 

Еели два изъ этихъ корней мнимы, то квадратные множители будуть дЪй- 
ны только въ одномъ изъ этихъ разложенй, именно въ томъ, гд® для 

‘составлешя одного и того же множителя соединены два сопряженные корня. 

конець, если четыре корня мнимы, то опять существуеть только одно 
‘`разложеше на дфИствительные квадратные множители, то именно, въ которомь 

_ каждый ‘изъ квадратныхь множителей У отъ сочетая сопраженныхь ь 
сы 



— 530 — 

ТЕОРЕМА. Биквадратный триномь сз дъйствительными коэффи- 
щентами вседа можно разложить, по крайней мъръь, однимь способомь, ` 
на произведене дъйствительныхь квадратныть множителей. 

Чтобы получить это разложеше, нужно вычислить корни тринома; это вы- 
числеше усложняется вспомогательнымь вычислешежь въ томъ случаф, когда, 
вс четыре корня инимы, т.-е. когда 53 — 4ас<< 0. Въ этомъ послфднемь 
случаЪ значительно быстрфе найдежь требуемое разложеше слёдуюйтимь преехомъ. 
Пусть имфемъ триномъ, 

у=а |= Г ааа 2), 

въ которомъ предполагается 5? — 4ас << 0. Разсматривая 2 и 2 какъ крайне 

члены квадрата, дополнихь его, прибавляя и вычитая 22 У найдем 

= [ (2+ (у: и . 

Но какъ 5'—44с< 0, то 4ас > 0, слд. и => 6, а потому И—ю- 

личество дъйствительное. Далфе, раздвливъ об$ части неравенства 6°—4ас<< 0 
за положительное количество а, находимъ 

4—8>0, ва (ВИ): >6 
Но оба эти множителя не могуть быть отрицательными, ибо изъ сумма, 

равная «У положительна, слфд. оба они положительны, и потому =. 

зу —=?>5. 

Итакъ, триномь можно представить въ вид® пы двухъ дЪйстви- 
‘тельныхь факторовъ: 

уе 

ПРимфРъ. Разложить на два дъйствительные множителя три- 
номь у= а! — 1022-28. 

Имфемъ, 

у= (2*--2У 7): — (4/7-Н10) = 

= --«И4/7Т--10--2И (ай —2И4/Т--10--3У7). 

516. Преобразоваше сложнаго радикала а УАУВ, Корни биквадрат- 
наго ур—ня выражаются формулою вида УЛ -ЕУВ; и когда В не есть точ- 
ный -квадратъ, т.-е. УВ В несоизмфримъ, формула эта весьма невыгодна для при”. 

} 

\ 



У ое ыы 

оучануй. Г) 

возможно только тофа, кода а = а! и =. 

Въ самоль дёлЬ, изъ равенства, ау =а- ий выводимъ 

. ИУ -е—фФнуь 
или, возвышая 006 части въ квадратъ: 

У=@—а/)1--2@—®уб-ьь, 

и —5) —@—а)=2а—а) 5. 

Донуская, что а пе равно а’, мы нашли бы отсюда недпый вывод 

@—Э-@—а% : 
2а—а)_ Ру 

- чт веси иное часлю разно соязифрихому. И такъ а=4’, а тогда ̂ 
1) сяёдуеть, что в 5 =. 

3 это. вошытаежся найти так!я два соизфримыя чнела 2 и У, которыя 
ши бы равенству 

. Ух -Ув=У=--Уу. .. (1) 

В положительныя сонзибримыя числа, а УВ несонзифрихъ. Возвы- ‹ 
части въ квадрать, найдем ` 

А-УВ=а-Ру-Е2Улу. . .@) 

должен, быть несоизибримь; въ самомъ дфлЪ, мн противное и на- 
‘икавъ ур—не (2) въ вид 

у — 

и 
96% 

АУ х 

(2) предыдущую демиу, находить: 

‚. а{у=А и а—у : не 
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соизифримыхь. Послёдшя уравнешя показывають, что 2 и У суть корни ква- 
дратнаго ы) г 

5 —Аи-|- з= 0, 

откуда 
А-ЕУ=В А—У-В = у ви...) 

Видимъ, что преобразоваше УА-РУВ въ выражен Уз-РУу, тд 2 
и У были бы соизмБримы, возможно только тогда, когда Д* — В есть точный 
квадрать; дьйствительно, въ этомъ, случа, положивъ Аз — В== К, гдф К— 
соизмфримо, имфемъ: хх 

„.—А-К ы Ра. 
2 2 

И такъ, если это услове выполнено, искомое преобразоване возможно и 
выражается тождествомъ 

И Е 
и это— единственно возможная форма преобразовашя въ разсматриваемомь слу- 
чаЪ, ибо ур— ве (2) распалось на два ур—шя съ 2 неизвестными, велфдетве 
чего и получились опредфленныя рёшеня для х и У. 

Желая подобнымь же образомъ преобразовать УЛ — УВ, не можемь по- 

ложить Ул — УВ=И=-НИУ, ибо это повело бы къ нелиому садетвйю: 

—ИВ=2Узу; 

. =“) 

но можно положить равенство 

Ух — Ув=У2-— Уз, 
‘ 
откуда, подобно предыдущему, найдемъ: 

АУ В А-УЗ=В Ул— УВ у у ы з 
2 

Но если бы мы искали два количества хи У, удовлетворяющя ур— ню 

ИА-ЕУВ=У2-УЯ, 
не дфлая ограничешя относительно соизмфримости 2 и У, то задача, очевидно 
была бы неопредфленна. Возвышая 00% части въ квадратъ, мы нашли бы 
‘уравнеше Е 

А-УВ==-- 9-52 Узу, 
которому можно удовлетворить, полагая 

1 В 
#-Ру=А, зу=у» 
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^ откуда нашли, бы прежнюю форму преобразованя : 

Ив ИЕ у ==. ..@) 

но можно бы было удовлетворить ур-— но м иначе; что дало бы друия зна- 
чешя для фи у; рёшеше (1) было бы однимь изъ безчисленнаго множества 

щен! неопредфленнаго ур— ня Ил-Ув=Уа-ЕИУу у. 

518. Примъчаше. Опредфляя 2 и У, удовлетворяющя ур— нию 

Уув=Уз-Иу...() 
мы должны были возвысять это ур. въ квадратъ и рёшать ур— не 

А-Ув=е-Ру-2Узу. . 
Но ур—не (2) могло бы получиться и изъ урны 

Ул-Ув=-И*—Иу 
такъ что нужно удостовфриться, что найденныя значешя для 2 и у дблетвие- 

тельно удовлетворяютъ преобразованию И=-НИу. 

И въ саможь дёлЬ, преобразоване Ул--УВ=—У2—ИУ не можеть 
нифть хЬста при дЪйствительныхь хи у; слфд. тождество (4) $ 517 въ самомъ 
дЪаф отвфчаеть искомому преобразованю. 

ПРихзРы.—1. Преобразовать У 6 РУ. 

Здёсь А=6, В==11; слёд. А*— В==25 = 5%; а потому 

НУР -Уз+И: уп. 

ИУ уй-о. 

П. Преобразовать Улт-Е2 У7о. 

Въ данномь случа А==17; подводя 2 подъ знакъ корня, имфемь 
2/70 =У14.710 =У280, сл. В= 280; 43—В= 171—280 = 9 = 33, 
Такимъ образомъ: 

ИТ -УЕВ И 8 ИУ в 

ИУт—з/0=Ию-— ит, 
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Это выражеше можно представить въ вид У: = бт. 

Здфсь А т, В и ть А — В: и Е —т) т; слёд. 

Е Е Сола 
й = Уз! —4т1 и рос 

у" 7 ыы ы 5 иерея. Удо], 

519. Приложенмя.—1П. Опредълить услобя, которым» должны удо- 
влетворять коэффишенты биквадратнаю уравненя ах -—|- 6-е =0, 
для тою чтобы ед корни можно было выразить въ видъ аллебраиче- 
ской суммы двулъ простыть радикаловь. 

Корни 'биквадратнаго ур—шя можно представить въ видё 

ь 4 
сад. Афр Веро, и а. АВ. 

Заключаемъ, что когда : есть точный квадратъ, преобразован! возможно, и 

получается формула 

ИЕН у-&-7 
Пусть, наприм., дано ур—ве 18‘ — 4522 -| 2—0, Здфсь = 

указанное услове имфетъь ифсто, и слЪд. корни можно представить въ видь 

==[уяниИуя-/]-=[УЯниЯ 
НВ узи. 

й ие 1.12] 

Еще приибръ. Въ уравнени ау‘-- 2(а — 25)" а=0 отношеше 3-го 

коэффищента къ 1-му, равное — или 1, есть точный квадратъ, и слёд. корни’ 

можно преобразовать въ сумиу простых радикалов; преобразован дастъ, 

у— ИИ —а. 
П. Въ геометри доказывается, что если а означаетъ сторону правильнаго, 

вписаннаго въ кругь радфуса В, многоугольника, а 5—сторону прав. впис. мно- 
тоугольника съ двойнымь числомъ сторонъ, то 

5—У 2 —У ак 



5 -- 

` 910 выражене можно превратить въ сумму простыхь радикаловъ; въ самонъ 
‚ДВ, А= 28, В= В*(48* — а), слфд. и В — @?В*, и потому 

Бе учи ува-)-Ув $). 
Пусть, наприх., @ = В; первый многоугольникъ будеть правильный шести- 

утольникъ, второй-—правильный двфнадцатиугольникь; получимъ 

о Ву 0, 
2 ? у . 

520. Въ заключене этой главы ръшимъ еще три вопроса, относящиеся къ 
преобразованию квадратнаго и биквадратнаго корней, 

ПЕРВЫЙ вопросъ. Представить Уа-УЗ--Ус-РУ@ в формь 
И=-РУИу--И:. 

Положивь СИИ И=-РИУ--И», и возвысивъ въ 
квадратъ, инфемъ 

а-РИБ-И НИЯ == 2-3. 
ели удастся найти соизхрихыя числа 2, У, 2, удовлетворяющя ур—ямъ 

2Узу=уЪ, 2Иж=уе, 2Уш=у@а. ..(1) 

и если, вифсть съ тфмъ, найденныя значешя 2х, У, 2, удовлетворяютъь ур— ню 
у 2=а. . . (2), то указанное преобразование выполнимо.. 

СлЬд., соотношеше между а, 6, с, 4, при которомь искомое преобразоване 
возможно, мы найдемъ, исключивь 2, Уи 2 изъ урн (1) и (2). 

Ур—вя (1) даюты 

ь с 4. 
Зуи = м=р 

переиножая и извлекая квадратный корень, имфемъ: 

реа, 
ту = к, 

откуда дфлешемъ находимъ: 

11/65 11/54 11/24, 
а-зУ а УЗИ с, #=3И 3; 

подставивъ во (2), найдемъ: 

55 54а Е - 
УзЕИс+Иъ=24: 

‘таково искомое соотношене. 

Пусть, напр., нужно найти 

У16—2/20—2у28-- 2135. 



Приравнявъ это Ут--У/У—И? и возвысивь въ квадрать, изфемъ 

16—2)20—2128-- 2/35 = у 2--2Узу—2У2—2ууг. 

Положивъ 

Уз-=уУз5, Изв-=у50, Уз-уУЗВ, 
вифемъ, 

туз = 140, слёл. Узтуе=2у35; 

Из=иИ5; Иу=ИТ; Иё=>. 

Эти значешя т, у, 2 йо шыы ур вю э-у-2=16; сабд. 

искомый корень =У5--У7—2. 

откуда 

ВтоРОЙ ВОПРОСЪ. Представить выраженще 

1=Иа-ЕУз 
65 видь произведеня двуть сомножителей вида Из-НИу. — Доказать, 
что преобразоване возможно ‘только при услови, кода аа =, и 
что оно вылодно только тоа, кода а*—Ъ и а*—с суть точные 
квадраты. 

Въ самомь дл, равенство 

УзУЪЕУс--Уа-(УгУУ Уи», 
10 возвышени въ квадрать, даетъ 

а--У5-РУс-+Иа=(«-у--2Узу) (и -2/). 
Этому ур—нйю удовлетворижь, положивъ 

а (=) (и-- 5); 5 4е-Руми с Щи-рому; а— 1блуие, 
Эти ур—вя, какъ легко видфть, несовуфстны, если не имфется соотношенйя 

а'4 = с. Когда это услове удовлетворено, система неопредфленна. Эта неопре- 
дфленность объясняется при помощи тождества 

узи нуь-иеию(УТ+НИ) 
нуфющаго мфесто при всякомъ }; этимь доказывается, что разложеше можеть 
быть произведено безчисленныхь количеством способовъ. Неопредфленность эта, 
даетъ возможность допустить между двумя количествами произвольное соотноше-. 
ве. Положимъ, напр., *-- у=1. Тогда первыя два ур ня обратятся въ 

ио=а ш= 

откуда 
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ося эти величины въ третье, ичфемь 2у; зная, кромв того, что 2--у=1, 

1 та 5 1 2 жи с; УИС. 

Изъ этихь формуль видно, что если а*— В и а*—с будуть точные квад- 
раты, то м, %, х и у будуть ращональны, и слбд., преобразоване выгодно, 
ибо оно представляеть произведеше двухъ множителей, изъ которыхъ каждый 
есть сумма простыхъ радикаловъ. 

, Такь ли ИУ т --ТУЗ--ЗУЯ--ЗИб, юа=ь = с 

а= = услове 44 = бе удовлетворено; ре ры Е о д“ 

25. =5--в ву = & ® = а ле 

Итакъ 

ТРЕТИ ВОПРОСЪ. Полазшя, что В не есть точный квадрать, пред- 
ставить 

И=ИА-РУВ 
п0дь видомь суммы двуть квадратныхь корней: ИИ: — Указать 
условбя, необходимыя и достаточныя ддя тою, чтобы преобразование 
было чтб можеть импть мпсто вь двухь различныхь случа- 

} рим а мосты ковмовуо о 
я ‚римы, 

5 Положивъ з 

в ИА-ЕУВ=И=+ИУ, 
и возвысивъ въ четвертую степень, получимь 

А-ИВ = (#--у):-- 4лу-- 4 РУ) Уз 

(«у 4ту=А, 16ау(#-Ру=В. 

Отсюда видно, что (х--у)* и 4жу суть корни ур— ня 

— А! +8 2 =0; 

откуда 

и какъ разность (2-- у) — 4ху = (2 — у)*, т.е. существенно положительна, 
лакъ какъ хи У предполагаются дФйствительныхи, мы должны больший корень. 
ур— на въ # принять за (2-|-У)*, меньший за 4ту. Такимъ образомь, 

ААВ А-В. 
вы | Ну А-В, ау 
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или, вычитая второй результать изъ перваго 

(Е—у-=им—в 
Не трудно теперь найти 2 и у. 

Чтобы разсматриваемое преобразоваве было выгодно, нужно, чтобы 2 или у 
не содержали биквадратныхь радикаловъ; слЪд. необходимо, чтобы А? — В=К®, 
тд К-— число рапгональное. Тогда 

у АЗК, е-у=К 
Вь оэтомъ случаф 2 и у ичфють, вообще, видъ суммы двухь простыхь ра- 

дикаловъ. Но если одно изъ чиселъ, АЕ или К, будеть точнымь квадратохъ, 

зыражене представится въ видф суммы двухъ квалратныхь корней изъ выраже- 

ый вида а-- ИВ. Если, наконець, оба числа: ^ 7: ны К — точные квадраты, 

выражеше приметъ видъ двухъ простых радикалов. 

ПРимзры.—1. (= Ув зб 20; найдежь: А^=6, К=4; саб. 

(у =5; (&—у=4. 

__ ЛИУБ-2 р и=У РУ 

0—8; найдемь: А =7; К—=1; сл®д. 

(Е-ну=4; (гу =1. 

Потому 

2 

Отсюда ° 

ГЛАВА ХХХУ. 

Ращюнальныя уравненя, приводимыя къ квадратнымъ: продолжеше. — Возвратныя * 
‘уравиен!я. — Двучленныя НЕ — Трехчленныя уравнешя. — Уравнешя вида 

Р.9.В=0 и ибкоторыя друпя. 

Возвратныя уравнен!я четвертой степени. 

> 521. Опредълешя. Уравнене называется возвратнымь перваю рода, 
если обратная величина каждало корня уравнемя служить-также кор- 
немь этозю уравненёя. 

Уравненме называется возвратнымь второю рода, если обратная ве- 
анчина каждаю корня, взятая съ противоположнымь знакомь, удовле- 
этворяетъ также уравнент. 
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_ 622. Лемма. Ели 0ва цълыя уравнешя съ однимь нензвъстнымь, 
степени, приведенныя къ виду \—0, имюютъ т различных об- 

щить корней, то коэффищенты ить пропоршональны. 

Въ самомъ лфлф, пусть два уравненя 

аа фай сл ав--е=0. .. (1) 
аб еа--аж-е =0 

нифють 4 общихь корня, т.-е. первыя части ихъ обращаются въ нуль при 4-хь 
`различныхь значеняхь 2; тогда и многочлень, 

а(ах* | 653 -|- сх -|- ат--е) — а(а’х'-- 53 -- сай --@=--е’) 

обратится въ нуль при тЪхь же значеняхь 2; но этоть многочлен, 

(ба’— аб)? - (са’ — ава (аа! ааа -| (ва — ав), 

есть многочленъ третьей степени относительно 2; слфд. ($ 68, П) онъ тожде- 
ственно равень нулю; а потому всф его коэффищенты равны нулю. Отоюда 

И Сыр 
в: 6 бе. 

523. Условя, необтодимыя м достаточныя для толо, чтобы ура- 
внеме было возвратнымь перваю рода. 

г 

е 

Составим ур— ше, котораго корни были бы обратны корнямъ даннаго. До- 

статочно вифото 2 подставить =. Сдьлавъ подстановку и приведя къ цфлому 

виду, получимь 
еж -|- 42? -|- саба --а=0. .. (2). 

сли (1) есть возвратное перваго рода, то (2) будеть нифть тб же корни. 

‚ Вь самомь дфлф, если корни перваго будуть 9, 52 В, + то корни 2-го будуть 

ь а, р 8. 06а уравнешя имфютъ обще корни, слфдоват., на основанш леммы 

$ 522, имфемъ 

откуда 

т,-е, коэффищенты членовъ, равноудаленныхь отъ крайнихъ, равны и нифютъ 
одинаковые знаки, Итакъ, возвратное уравнене четвертой степени перваго рода 
имфеть видъ 

аа а Е се -а=0. 

Примъчате Т. Если средний коэффищенть разсматриваемаго уравнешя ра- 
венъ 0, с=—0, то уравнешя 

давай ак --е—=0 и ег ара 0 



а=-е и $=--4, ин а=-е и 6=— 4; 

ур— ше будеть въ первомъ случа% Я 

ай 5 --а=0, я 
_ во второжъ к 

а 8—6 —а=0, ы 
И 

Легко видфть непосредственно, что ур—вя эти возвратныя. Въ самомъ дфл®,, Г. 

раздфливъ первое на 2? и положивъ 2-1 д, найдемъ два ур—шя 

а УВ, 1-0 к м ИЕ 
2а | 2а 

. 
&--1=0: 

И 
‘въ каждомь произведене корней равно 1, сафдоват, въ каждомь одинъ корень — ь 
обратенъ другому. тт 

Написавъ второе въ видЪ у $ 

г 
-# 

(22 — 1) (аш --а)=0, 

замфчаежь, что каждый изъ корней -1 и —1 равенъ своему обратному; въ ^ 
уравнеши 42?--5=--а==0 произведеше корней равно 1, слёд., корни его: | 
также обратны одинъ другому. Е 

Примъчаще 11. Такияъ же образожь найдемъ, что ур. третьей степени | 
возвратное перваго рода есть. эй 

ааа БЕ а=0... , (1) Се 

; причемь верхнй знакъ берется съ верхнимь, нижний съ нижнихъ. т 

* 524. Чтобы рёшить уравнеше ах‘ -- 653 -|- сл? -|- 655 -- а=0, раздфаихь 
_ 008 части на 2? (на это имфемь право, ибо ур—н@ не имфетъ корня, равнаго — 

нулю, слбд. =? не обращается въ нуль); найдемь, сгруппировавь члены, равно_ 
‘удаленные отъ концовъ: 

Я аи) ое) -е=0. 

Положивъ ж--1 у, пфехь отсюда: э-- 1 -у—; подставая, ва 

демь 
у ау ы--(е—2а)=0... (2) 

Отсюда найдежь два значешя для У: У’и У”. Подставляя поочередно эти 

‚ ченя въ ур—ше 2-|-.=у, которое можно написать въ вё © = 

2 —ух--1=0... (3) 



Е 

найдемь всЪ четыре значейя 2. Такимь образожь рфшеше ур-вя (1) сво- 
дится къ рЬшению системы (2) и (3). 

525. Изсльдовлнге. Чтобы величины х, выводимыя изъ (3), были д®й- 
ствительны, необходимо, во-первыхъ, чтобы коэффищенты этого ур—Шя были 
дЪйствительны, т.-е. чтобы У было дЪйствительно; затфиъ необходимо, чтобы 
разсматриваемое значене у удовлетворяло условию 

у'—4>0, 

т.ле. чтобы У находился внф интервала отъ — 2 до -|-2, иначе, чтобы абсо- 
`лютная величина У была больше 2. Очевидно, что этихъ условй достаточно. 

526. Прихьры. 1. Рюшить ур-не 2-19 — 112 #--2 =0. 

Напишемь его въ вид 

Внося эти величины въ ур—ве +1, ихфемь урна: 

52-10, Зо; 
откуда: ®. Е 

3 ЗваЗНИв «АУБ 
37.” р ы ее 9 . 

Легко удостовриться, что" 2; . 21 ==1. °* :. 

И. Изслюдовать корни уравнешя а\-|- 2) (1) 29-1 =0 
пр измънени ) оть — со до + ©. 

Вышеуказанныхь премомь приводижь рёшене этого ур—вя къ ршенио 
системы 

аа —у2--1=0.,. (1), У 0-1=0... 0). 

Чтобы корни (1) были дфйствительны, необходимо, во-первыхь, чтобы у 
было дЪйствительно, и зат®мъ, чтобы 

у —450. ,.. 

Каждое значеше У, удовлетворяющее этимь двумъ условямъ, дасть дйстви- 
тельныя значешя для 2. 

Ур. (2) даеть слфдующее услоше дфйствительности У: 

8—9 --150, 

усломе, всегда существующее, ибо ур. №—^--1==0 нмфеть корни мнимые. | 



3 (—=№\-1); 

и 
ть скалу значенй ^, содержащую значеня, о эти фиомы 

столов (2) даеть 

- Ибаи ^ давать величины въ интервал (1), то результать подстановки (— 2). 
оказывается >> 0; слфд. — 2 находится внЪ корней ур. (2); но полусумма корней, 
‘равная —}, положительна; сл®д. оба корня больше (— 2). Результать подетал 
вовки (-- 2) отрицателенъ, сл. -- 2 содержится между корнями ур—вы 

_ Итакъ, дя значешй ), лежащихь въ (1) области, расположене корней У’ ну 
(полагая У’< У”) и чиель —2 и -|-2 таково: 

С НОЕ 

'Итакъ: одинъ корень (у) дастъ два двиствительныя значешя для 2; дру 
той (у’)—два инимыя значения. ь 

Для \, содержащихся во (2) р результаты подстановокъ (—2) и — 
_ (С-2) положительны, сл. (—2) и (4-2) лежать внф корней; приэтомь полу- 

_ сумма корней, равная —), больше — 2, но меньше --2; сл. расположение. 
_ корней и чиель —2 и 42 таково: 

У ба ЕН 

_закаючаемь, что 4 значешя 2 мнимы. 
Для >, содержащихся въ (3) области, результать подстановки (— 2) отри- 

_цателенъ; ‘сад. (— 2) содержится между корнями ур. (2); результать, подста- 
о новки (-- 2) положителень; слёд. 2, находясь вн корней, больше у". Та 

_  кимъ образомъ, одинъ корень (У’) дасть два дЪйств. значешя 2, другой (и— х 
два мнимыхь значешя 2. 

527. Услойя, необходимыя и а для тою, чтобы ро 
а было возвратнымь второш рода. 

. Пусть дано урн четвертой степени 

аи фа -|- с аа--е=0. . . (1) 

Составимь ур—ню, корни котораго были бы обратны корнямъ ее: и пили. 

подставовву и приведя къ ат виду, получимь ур— не. 

621 — 428 са? —6е--а=0, , .(2 
7%. 



о бавх, оба урн имвють одинаковые корни, а потому 

а ь а4_е = а=1=-=ь 
ь а 

а=е, 6 =— а. ты 

_Сафх. общая форма возвратнало ур—мя четвертой степени второьо 

аа сте -Ра-==0. 

= Т. Если бы реже члень равнялся нулю, то ур. было бы. воз 

а 6-0 а=0, 

ь зертий знакъ надо брать съ верхнихь, нижн!И съ нижнихъ. 
Бала р-р ихфеть видь ах‘ -|-95*-|--5х —а=0, его можно написать › 

ай --ы (а --=0 

(е-- Дай у--ы =, 

задно, что оно иифоть два’ инимыхь корня: Её и — #. 

@ П. По прелыдущему легко убфдиться, что уравнеше не- 
стеени съ двИствительными коэффищентами не м. 0. возвратнымь вто- 

® рода. 

`528. Чтобы ршить уравнено ал 95° -- с —ш--а=0, равнюь 
то части на 2* и напишемь его въ вид: 

аа) (ео, .. 

ау" --ъу-- (+2) =0... (2) 

_ Отсюда найдемь два значешя у. Подставляя каждое въ ур. 1 г 

ь ай можно представить въ вид: 

#210...) 
а четыре корня предложеннаго ур— ня. 
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Изольдовлнге. Если корни ур— ня (2) будуть дБйствительны, то и вов 
четыре корня даннаго будуть дёйствительны, потому что корни (3) будуть 
ДЪйствительны. Итакъ, услоше дйствительности всфхъ четырехъ корней даннаго 
ур. выражается неравенствомь 

$3 —4а (с 2а) 50. 

ПРихзРъ. — Решить ур—ме х\-|-2)х3— 3(). +1) 2 — 25-1 =0. 

Это есть возвратное ур—ве 2-го рода. Раздфливъ его на 2° и положивъ 

& — у=у, или, что то же, 

1 — ух —1=0, 

р6шаемъ ур—ве 

уу — (3-1 =0. 

Услоше дЪфйствительности всфхъ корней предложеннаго будетъ 

29-150, 

откуда заключаемъ, что \ не должно содержаться между 

83 р еек 3 

Двучленныя уравнен1я. 

529. Двучленнымь уравнешемь называется ур—н@ вида 

ал" = 0. 

Раздёливъ 00$ части на @ и положивь — А, можемъ представить это. 

ур— ше въ видВ 

2" —А=0, или 2”=А. 

Ръшить это ур—не значить найти такое количество =, т-ая степень 
котораго равнялась бы А; иначе говоря, значить: найти вст значешя корня 
т-ю порядка изъ А. 

530. ТЕОРЕМА. Рьшеше ур-мя х”— А==0 приводится кз рь- 
чценйю урр—ня у"-Е1=0. 

Вь самомъ дфлЬ, пусть @ будеть ариеметичесьй ‚корень т-го порядка изъ А, 
если А>0, и изъ ([—4), если А< 0. Ур—ве х"==А приметь одинъ изъ 
ВИДОВ: 2” = а”, 2” = — а". Подоживъ х==ау и подставивъ это выражене 
въ каждое изъ послднихъ Три, по сокращени на <”, найдем 

У"—=1, наи у=Ь—ф1. 
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Такимъ образожь, чтобы рёшить ур-не 2” — А=0, нужно: 1) найти 
абсолютное значеше }/А, равное 2 2) найти вс корни у; у”, у",... 
ур—вы у"--1=0; 3) каждый изъ нихь помножить на. ; 

531. Переходимь къ рёшеню ур-шя уУ"-Е1==0: элементарная алгебра, 
даеть средства рёшать это ур— ше лишь въ нфкоторыхь частныхь случаяхъ. 

1. т—=2; ур—шя суты у? —1==0; у?--1=0, 

Рфшене ихъ извфстно; ыы перваго суть: У =--1, у’= — 1; корни 
второго: У’ ==--&, у’ = 

П. ж=3; ур—ня: у’ —1=0; уз--1=0. 

Первое ур—не можно представить въ виды (у— 1) (уу) =0 
оно распадается на два: У — 1=0, у*-|- у--1=0. 

—1= 3.2 
ая, такъ что Первое имфеть корень --1; второе — два корня 

три корня даннаго ур— ня суть: 

и У НЕЕ 5 у= 

Это значить, что хубичный корень изь --1 импеть три значешя: одно 
Отйствительное и два мнилыль. 

Легко видфть, что каждый изъ мнимыхь корней изъ —-1 равень ква- 
драту друзоо. Въ самомь дфлЪ, назвавь эти корни черезь @ и В, и замчая, 
что опи удовлетворяють уравнению у“-|-у--1=0, находижь: 98==1; но 
а —1, слбд. 8 = а®, или 8 = 27. ОлЬд., если @ есть одинъ изъ мнияыхь 

: Кубичвыхь корней изъ 1, то три корня будуть а, 9, 8. 

Можно и прямымъ возвышенемь въ квадрать убфдиться, что У” = У” и 
"= у". 

Шриязръ. — Решить ур не т? — 343 =0. 

Шо доказанному, надо ариеметическое значене у 343, т.-е. 7, помножить 
на каждое изъ трехъ значенй кубичнаго корня изъ -- 1. Найдемь: 

Вт. =" и. "ЕТ. 

димъ къ рышеню ур—ня У--1=0. Юго можно представить въ 
вид ый ит 1)=0; а это уравнеше распадается на два: у--1==0 
тви-У 

Первое нифеть корень = —1; второе — два корня: о такъ что 

три корня даннаго суть: 

„_ 173. т 
у ву + у 

Эти корни п представляютъ три значеня кубичнаго корня изъ — 1. 

35 
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ПРИМвРъ.—Рюшить ур— ше 2? -- 8 =0. 

Корни его найдемъ, помноживъ ариометическое значене уз или 2 на ка“ 
ждый изъ кубичныхь корней изь — 1; слбд. 

2; аи -1-РУЗ. "1—3. 
Ш. ®—= 4; уравненя: у —1=0; у -|-1=0. 

'Уравнеше у*— 1 =0 можно представить въ видё (у — 1) (у*--1) =0; 
оно распадается на два ур—ня: у* —1=0 и у--1=0. Первое имфеть 
корни: Ти —1, второе: Ри —# такъ что ур—не у —1=0 иметь 
четыре корня: 

и=- в=-Ь и=- и=-й 

Чиобы р®шить ур—н у --1==0, дополнижь первую часть его до пол- 
наго квадрата, прибавивъ къ ней и вычтя 2%; найдемь: 

уу --1 — 210, ви (--1)*— (2. у*=0, или 
ЧРИ. у 0 УЗ. уу. 

Это ур—нве распадается на два квадратныхь: у? -|- и 2 у--1=0 и 
у— 2. у--1=0. Рёшивъ ихъ, найдень 4 корня: 

баз, | Ясаа 

Уравнене у'-|-1=0 можно р№шить- иначе, разсматривая его какъ воз- 
вратное, въ которомь коэффищенты трехъ среднихь членовь равны нулю. Раз- 

дфливъ его на у, имфемь у? -|- 20; лоложивъ У-|- > = 2, имфемъ отсюда: 
у 

ии-я-3 сл. #1 —2=0, откуда 2 -=-- И и в" = — У. 

Подставляя поочередно оба значеня 2 въ ур— ню Уи, получаемь два 

ур—ня у* — 2 „У-1=0 ину и? .У--1=0, которыя ршёны 
выше. 

ПРимзръ 1.—Уравнеше 2 — 81 —=0 имфеть 4 корня, которые найдемь, 
умноживъ ариеметическое значене Уз, т.е. 3, на четыре значеня корня чет- 

вертаго порядка изъ -|-1; именно 

=, 2, 3 щ=-- ще 

ПРимзРъ П.—Ур—не 21-|-16 —0 имфеть четыре мнимыхь корня, ко- 
торые найдемь, умноживь четыре значешя корня 4-го порядка изъ —1 на 

Е 
ариом. значее У16, т.-е. на 2. Получимь: 

«= уЗа--9, =иИЗа-9, &=изе--), а (1—9. 



„Первое ур. ы представить ЕЕ, а ы -0; 
"рвстадается на два ур—шя 

ео. :.@) и ая --1=0.. . (2) 

_ ивъ. которыхь первое даеть 2, =-- 1. Второе же есть возвразиное ур. перваю 
рода, ибо коэффищенты членовъ, равноудаленныхь оть крайнихь, равны; сл. — 
рЬшеше его приводится къ рёшенйю систеяы двухъ уравнен!й: 

24 — ут--1=0 и -у—1=0. 

Корни ур—шя въ У дфйствительные, неравные и противоположны по ый 
необходимо и достаточно, чтобы эти корни не заключались между —2 и 
чтобы корни ур— ня (2) были дБйствительны. Но 2*-|- 2 —1>>0, слёд. положи 
тельный корень содержится между 0 и 2. Точно такъ же (—2)*-|-(—2) —1>>0, 

_ слфд, отрицательный корень содержится между О и (—2). (лбд. вс четыре 
корвя ур—шя (2) мнимы. Для нахождешя ихъ рёшаемь сначала ур. въ у; 
оно даетъ 

о. пра еще 

Е 

ти 25.3. к 1+5 —И10- 25.1 
2: =- } Е РУ 

—1—и--И0=25.# —1=У5—=У10-25.$ у . т 4 4 $ 2 

Чтобы рёшить ур. 2?--1==0, разлагаемь первую часть на множители и 
_получаемь уравнеше (2-1) (2* — 2-2 — 2-1) = 0, распадающееся на 
два урн: х--1=0 и 2\— 21-2 —2-|-1=0, рёшеше которыхь ана- 
логично вышеуказанному. Вирочвит, легко показать, что корни ур— вая 2*--1=0. 

отличаются отъ корней урны 4 —1==0 только знаками; въ самомъ дЪлЬ, по- 
ложивъ въ данном ур— ни 2 4’, получимь ур— ше 2”°— 1 =0, тождествен- 
ное съ ть рАтенныкъ, слёд. для 2’ пифомь 5 вышенаписанныхь, формуль; а какъ. 

„ то переменить въ этихь формулах знаки, прямо имфемь пять кор- 
‘ней Урны, 23--1=0. Это замфчане относится ко вофиъ двучленнымь, 
Е НЫ 2" —1=0О ил” -|-1=0, въ которыхь и нечетно. 

2% с ут; урн: 260—150 и 2-1 =0.. о 



Первое ур. можно представить въ вид *—1) (2) =0; сл. оно раз- 
лагается на два кубичныхь ур— щи: 28 —1=0 и 2*--1=0, ршеня кото- 
рыхь уже изьфстны, такъ что 2‘ —1=0 имфегь шесть корней; 

> =1-- 73 —1—# 
2 =1; = + $ 2 5 1.% 1; % 

Уравнеше 2‘--1=0 можно представить въ вид (2?) |-1==0, т.е. 
(2-1) (а* — 22-1) = 0; оно распадается на два: квадратное ур. 2°--1=0 
и биквадратное 2 — 2*-|- 1 =0, рьшене которыхъ известно. 

УТ. т=7. Уравненя а7--1==0 неразрьшимы средствами элементарной 
алгебры. 

УП. ж=8; ур—шя 2 —1=0 и 2*--1=0. 

Первое можно написать въ вид (2 — 1 (2 -- 1 =0; оно распадается 
на два; г —1=0 и 2*--1=0, корни которыхь уже найдены въ пункт® ИТ. 

Ур-—не 2*--1==0 можно написать въ вид (2-1) — 24 =0 или 

(а -- УЗ. 2-1) (а — 2 =*--1)=0; оно распадается на два биква- 
дратныхь ур— ня: 2 -- 2 а --1=0 им — и „а --1=0, ршене 
которыхь извЪетно. 

Подобнымь образомь могли бы рЪшить элементарно еще иЪфкоторыя дву- 
членныя ур— ня. 

На частныхь примфрахь/ мы видфли, что число значений корня, или р®ше- 
ий двучленнаго урн всегда оказывается равно показателю корня или сте- 
пени ур— ня. Обикее доказательство этой истины дано въ глав ХХХ, $ 429. 

Трехчленныя уравненя. 

532. Всякое трезчленное уравнене 

ал" —- фай -|- сх’ = 0 

можеть быть ртъушено посредствомь уравнемя второй степени и урав- 
нешй двучленныхь в случа, если показатели р, 4, * связаны соотно- 
шешемь р—4Ч==4—", т.-е. образуютъь непрерывную ариометическую 

тр опору. 
Въ самомъ дВа%, если 4 — =, то а=т--и, р=а--т -2т-”, 

и уравнене будеть ааа ки са" —0, или, по вынесени 2”: 

а" [ат в" = 0. 

Отсюда видно, что оно имфеть, во-первыхь, ^ корней, равныхь нулю, а 34- 
твмь удовлетворяется всфжи корнями уравненя 

ат" е=0: 

Рушене послдняго приводится къ рЬшеню квадратналю уравнешя и столь- 
кихъ 0вучаенныхь, сколько корней имфеть квадратное. 



У, получаемь два двучленныхь ур— я 

у в ау, 

изъ коихь каждое имбеть т корней, такъ что предложенное ур—н нуфеть 
2т корней. 

_ Очевидно, биквадратное ур. есть частный случай трехчленнаго. 

Примзръ. — Рюмиииь ур—не 100028 — 61198 | 9261 =0. 

_ Положивь 23 = у, имфемъ ур. 1000у%— 6119у-|- 9261 =0, откуда 

6119 = У37442161 — 37044000 _ 6119 +631. 
2000 200 } 

‚__ 6750 _ о т __ 343 
Ув И" 0195" 

сад. 

Вопросъ приводится къ рЬшению двухъ двучленныхь ур — 

2—3, 

изъ которыть и натодихь шесть корней предложеннаго: 

3 —1=8 7 УЗ 
5 Ей 5 ХЕ ЩЕ 

Уравнен1я вида Р.0.В=0 и н%которыя друмя. 

533. Какова бы ни была степень уравнешя, вторая часть котораго равна, 
нулю, ВО вели окажется возожныхь разложить первую часть его на иножители 
первой пли второй степени, или вида @2“ ес, или аж фей - са Е 
ЗЕ -Ра, то ур— йе возможно ршить средствами элементарной алгебры. Въ 
самомъ дфлЪ, чтобы произведеше множителей было нулемъ, необходимо и доста- 
точно, чтобы одинъ изъ нихъ было нулемь; вх. рфшене уравнения РОВ =0 

о приводится къ рёшенно отдфльно ур—шй Р=0, {=0, В=0, которыя, по 
_ предположению, разрфшимы элементарными средствами 

Приводимь примфры. 

1. Рюшить урн ал -|- 91 -- св =0. 

ых 

Написавъ его въ вид® ванна) 0, заключаемъ, что его корни 
_вуть корни урн: х=0, ах В 

Е И 2 4ав 
2а 

2—0, 2“ 



и, 

у ББК 

И: Риммить урн е 123 — 52 —45--2=0. 

Непосредственно видно, что ур. удовлетворяется при х=1; слёд, первая 
часть его, обращаясь при 2 ==1 въ нуль, дфлится на х— 1; выполнив дф- 
леше, дадижь ур— вю видь (2 — 1) (72°-|- 22 — 2) =0, откуда видно, что 
оно распадается на два ур—н: *—1=0 и 72%-- 22 —2=0. 

РАмпая ихъ, получаемъ: 

=, ее ао 

Ш. Рюшить ур— ве: (За — 122 -- 4) — (22\ — 52% 2) = 0. 

Разложивъ на множители, получимь 

(бей — 12а9-|- 6) (21 — 29-2) =0, 

ур— не, распадающееся на два биквадратныхь, изъ которыхь найдемь 

676 
5 == и шеи 

534. Уравнешя а4*-|- 69 -- с =0 и а(*-|- 54-е =0, гдв Ф есть ква- 
дратный или биквадратный по букв 2 полиномъ, заключаютъ въ себ четыре 
типа ур— в: 

а(7а? + зе -- | (аз 0-е = 

а (га! -|- за -|- 0% (тай ва О-е= 

а(та?-|- зт-|- 1-6 (та -- зе 0-е =0; 

а(тай зай и (гал за дас =0. 

Чтобы рёшить такого рода ур-—вйя, полагаемъ, смотря по случаю: 

или 972 -|-з2--Ё=0, или таза --6=0,. .. (2) 

р№шая ур—вя въ 0, найдемь для @ два или четыре значеня; внося каждое 
изъ значений © въ вспомогательныя ур-— ня (2), найдемь соотвтствующёя зна- 
чешя 2. 

535. Слфдующие четыре типа уравнений: 

ара —0; аф-- У" —0; 
ар*-|- Бар" -|- сР*—0 и а0-- 00 -- 0—0, 

въ которыхь Ри’ суть триномы вида 72 --32--Ь а Фи — ва 
тлй-|- за |- 1, рышаются помощю двухъ квадратныхь, либо двухъ биквадрат- 
ныхь ур—нй. 

Для рЬшеня ихъ полагаемъ, смотря по случаю; 

ы-В или в 

приходится затфмъ рёшать квадратное, либо биквадратное ур. въ В, которое 
дасть для В два, либо четыре значеня; внося значеня В во вспомогательное — 

_ Ур, найдежь соотв тствующия значеня т. 



536. Примвры.—1. Руммиимь ур. а 
в > == — 354263. 

Послфдовательныя преобразованя даютъ: 

(21 —4аж-[ За) (х? — 4ах — 32а) =\ — 35435, 
(2? — 442) — 29а*(2* — 4а2) — (96а*-|- В — 354363) = 0, 

Принявъ 2? — 4ах за вспомогательное извфстное, находимь 

(35 291). а — 4ах = 

р®шал каждое изъ этихъ квадратныхь ур— нм, найдемь вс 4 корня предло- 
женнаго, 

П. Ришить ур. (2 — #1) — 1027 (22 —ж-|- 1) 92\ =0. 

Раздфливь 06% части на 2“ (что, замфтимь, не поведеть за собою уничто- 
жешя н}которыхь корней, ибо при х =0 ур. не удовлетворяется), дадимь 
ур— нию видъ 

ет ое оно 
и 1 я та 4 

м -— 2-1 
Е 

откуда 

Такимъ образомь имфемь 4 ур—шя 

аи 
а а 

изъ которыхъ находимъ: 

= = Ш 2-Е ИЗ, х ы 

(ара 1 ы (@—5) @—о. Ш. Рюшить ур. ар етето=“% тв @=`-- [ 

Послфдовательныя преобразованя даютъ: 

аа? аг--1—(а—5)2 | |2 а-Н1 — (@а— в) =] — (Раз 1)*=0, 

(а—1)(2-- а”--1)*— 4(2а—®— в) (2 ах--1)=--4(а—5) (а—с)=*=0. 

откуда, раздфливъ на 27° и принявъ за неизвфстное ее ие, имвемь: 

аа -раг--1 _ 42а—65—о=У@ба-ь— с —44а—па-—5@-— ©), 
Е 2а—п 
эра 1 _42а—65—6) +76 — с 44@-5) @—9. 

иг. 24-1 

Но, по условю, @= ее, слд. 

26—44 —@-9=@6-- 0%, 



откуда: аа аз а {2660640}, 
2 2—1) 

2 -- ат 1 
т 

Итакъ, нахожлене 2 приводится къ рфшено ур—н 

рае _@—@—0, аа-рая-1 _@ 9—9, 
Е —6—с Е а 

зто не представляеть уже затруднен. 

ГЛАВА ХХХУ1, 

Ирращональныя уравненя. 

537. Ирращональнымь ур—емь называется такое, въ которомъ неизв%ст- 
ныя входять подъ знакомъ одного или нфсколькихь радикаловъ. Рёшене та- 
кихъ ур—вй требуетъ освобождешя неизвфстныхь изъ-подъ радикаловъ. Можно 
доказать, что всякое ур—н1е можеть быть освобождено отъ радикаловъ, каковы бы 
„ни были ихъ показатели. Доказательство этой теоремы и основывающИся на ней 
оби й методъ рёшешя ирращональныхь ур мы помфщаемъ въ конц этой 
главы. Предварительно же разсмотримъ другой премъ, болфе элементарный, прило- 
жимый лишь въ нфкоторыхь случаяхъ, обыкновенно встрёчающихся въ практик 
элементарных вычислений. Онъ состоить въ томъ, что изолируютъ радикаль и 

затфжь возводять ур—н@ въ степень, изображаемую показателемь изолированнаго 
корня. Такимъ образомъ освобождають ур—н® отъь иррацональности того чле- 
на, который быль отдфленъ. Повторяя эту операцию столько разъ, сколько 
нужно для уничтожешя вефхъ радикалов, приводять такимъ образомъ ур—ню 
къ ралпональному виду. Но нужно помнить, что этотъ методъ приложимъ лишь 

въ нЪкоторыхъ, исключительныхь случаяхъ. Такъ, этимъ снособомъ можно 0ео- 

бодить ур—не оть квадратныхь корней, каково бы ни было ить число. 

ТворЕмл. Всякое ур— ме можно освободить оть радикаловь вто- 
рой степени, каково бы ни было ихь число, возвытиенлемь в квадрать 
обтихь частей ипесколько разь. 

Докажемь эту теорему. Пусть будеть УИ тотъ радикаль, который желають 
уничтожить. Для того приведежь ур—ню къ виду РЕЧИ =0, гдё Ри 9— 

количества ращональныя или иррашональныя, но не содержания УХ. Изолируя 
члень ЧФ во второй части и возвышая 008 части въ квадрать, получим 
ур—ше Р*— 0%, уже не содержащее радикала И. Такимь же образомъ 
можно освободить ур—вйе оть другого, третьяго,... квадралныхь корней, сколько 
бы ихъ ни было. 



`Освободивъ такимъ образомь урн отъ радикаловъ, рёшаемъ полученное 
Тащональное ур—не вышеизложенными премами. Но легко доказать, что оно 
можеть имфть постороншя рфшешя, не удовлетворяющия данному ур—ню. 

538. ТЕОРЕмА. Еслм объ части уравнешя возвысить въ одинаковую 
степень, то получится уравнеше, вообще, не эквивалентное данному: 
оно необходимо удовлетворяется веъми корнями даннаю ур—тшя, но 
можеть имьъть и постороншя ръшешя. 

Въ самомь дфлЬ: Г. Пусть "дано ур—не 

и В 

Возвысивъ об его части въ квадрать, найдежь урн 

А = В*, или (А—В)(А--В)=0... (2). 

Всякй ‘корень уравнения (1), дфлая А равнымь В, обращаеть разность 
(А —В) въ нуль, и сльд. удовлетворяеть урн (2). , 

Но послфднее ур—не удовлетворяется еще тфми значешями неизвзстнаго, 
при которыхь А--В обращается въ нуль, т.е. корнями новаго ур. А == — В. 
Такимь образомь не вв корни ур—ня (2) необходимо удовлетворяють и (1). 

Итакъ, рёшивъ ур—не (2), необходимо еще удостовфриться, удовлетворя- 
ютъ ли полученныя рёшешя ур нию (1), т.-е. обращаютъь ли эти рёшешя А 
и В въ количества одинаковаго зчака. 

Корни ур—ня А = — В называють яосторонними или паразитными 
рьшенями, введенными возвышешемь въ квадратъ. 

П. Возвыщая 06$ части ур—щя А==В въ кубъ, найдемь: АЗ=В®; но 
это ур— в не эквивалентно данному, ибо содержить корни трехъ ур—нй 

А-В, А=Ва, А-В, 

тд а одинъ изъ мнимых кубичныхь корней изъ единицы. 

Ш. Возвысивь ур — не А==В въ четвертую степень, найдемь ур— ню 
А‘ — В которое опять общёе даннаго, ибо удовлетворяется корнями четырех 
‘уравненй: 

АВ, А-В АВ, А-В, 

ТУ, Вообще, возвысивь ур—н@ А =В въ #-ую степень, получимь ур— не: 

А"—= В", пли (А — В) (А АВ. . ЕВ") =0, 

которое кромф корней даннаго ур—шШя удовлетворяется еще корнями ур— ня 

Ата "В... В"-1 = 0. 

`  Можеть оказаться, что это послфднее не содержить рёшенй, отличных отЪ 
корней ур—шя А = В: но такой случай исключителенъ. 

_ Покажемь на нфеколькихь примфрахь примфнене отого метода, причемь 
тлавнымъ образомь обратимь внимане на ур— я, содержания радикалы вто- 
‘рого порядка. 
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539. Разсмотримь сначала простфйшй случай, когда ур не содержить 
только одинъ радикал. Такое ур— ве можно представить въ вид% 

в--И9=0. - (1) 
ебли буквою В обозначить совокупность рашональныхь чденовъ, а буквою 9— 
подрадикальное выраженше. 

Изолируя радикаль, напишемь урн (1)-въ форм УЧ = — В, и воз- 
высимь 00$ части въ квадрать; найдемь: (= В*, или 

№—0=0,. .. (2) 

что можно написать такъ: (В -- и ЖВ—и@)=0. 

Ур— не (2) ращонально и его корни удовлетворяють либо ур нию (1), 
либо сопряженному ему ур— ню 

В—И9=0:.. (1) 

Взявъ одинъ изъ корней ур-вы (2), подетавимь его ‘въ это ур—н®; и 
пусть при этомь В и © принимаютъ значешя № и (’, такъ что получается 
тождество 

8—0. 

Оно доказывает, что 0’ есть количество положительное, и слЪд. и { дви- 
ствителенъ. Вели, теперь, В положительно, то равсматриваемое рёшеше не мо- 
жеть удовлетворять ур—ншю (1), ибо сумма двухъ положительныхь чиселъ не 
можеть равняться нулю; оно, сл., удовлетворяеть сопряженному съ (1) ур—нйо’ 
(1). ели же В отрицательно, то наше р®шеше не можеть удовлетворять 
урн (1’); сдфд., оно удовлетворяеть (1)-му. Отсюда заключаемь, что всегда 
легко отличить тв рёшешя ур—вм (2), которыя удовлетворяють данному 
ур— ню: это будуть тв корни (2), которые, будучи подставлены въ В, обра- 
щаютъ, В вь количество отрицательное. 

Пусть, наприм., В есть полиномь 1-й стешени въ 2, а Ф-— квадратный поли- 
номЪъ, наприм. 

В —=1(2— а), Ч — а ес. 

Ур— не (2) будеть въ этомь случав квадратное: 

(из ыв Е в) — \е— а) = 0; 

рИлная его, найдемъ два корня 2/ и 2”. Чтобы удостовфриться, удовлетворяют 
ли они данному ур— ню, нужно поочередно подставить въ функщю В вмфото 2 
сначала 2’, потомъ 2” и смотрёть, удовлетворяется ли услове 

№(1— а) < 0; 
т.е. 

при #>0, будеть ли Х<а, 

апри №<0, будеть ли #4. 

Приводимь прихёры. 



С жы 
40. ПРимФРЪ 1. и уравн 

`Изолируя ирращюнальный члень, нифежь: 

И5—4=12— 22. 

Возвысивь въ квадрать и приведя въ порядокъ члены, подучижь квадрал- 
ное ур—не = я ‹ 42" — 5351480... 1 (1), 

_ корни котораго необходимо удовлетворяютъ одному изъ уравненй 

Ибг—4=12—22.::@) У... (3), 

такъ какъ и то и другое, по возвышени въ квадратъ, одинаково даеть ур— ше 
_ (1). Но во (2), которое эквивалентно данному, передъ радикаломъ находится 
знакъ —-, сл6д. и вторая часть его должна быть положительна; въ урны же = 
(3) передь радикаложь находится —, слд. и вторая часть его должна быть  — 
‘отрицательна. СлЪфд., если въ числ дфйствительныхь корней ур—вйя (1) имфется _ 1 

_ корень, удовлетворяющйй неравенству 12 — 27>0, или 2< 6, то онъ 0}- — 
деть удовлетворять данному ур— вю, а если имфется корень, удовлетворяюпий У 
‘условю 12 —22< 0, 
пряженному со (2). 

Рёшивъ ур—не (1), находимъ: #9; к 

я’ нужно отбросить и удержать 2”; искомое рёшене: х=4. К" 

Въ данномь примфрф легко найденные результаты провфрить прямою под- 
становкою, хотя теоретически, это не необходимо. 

_ `Подстановка 2 =4 въ предложенное ур— не даеть: 

У5Х1—1=12—2.Ж4, ви 4=4. 

или 2>>6, то онъ удовлетворяеть ур— ню (3), ©0- 

Подстановка == въ урн (3) даеть: 

ЯВА 57 
-УИ5ха—4= 12 -2Жд’ ви: фз=—5. 

ДРУГОЙ ПРТЕМЪ. Можно рфшить данное уравнене иначе, введенемъ вс0- 
„молательнало неизвъстнало. Преобразуемь ур— ше такъ, чтобы нмфть въ нем 

ращональный члень 52 4; для этого иножимь 06 части наз, а потомь вы- 

зитаемь изъ нихъ по 4. Такимъ образомъ, получаемь эквивалентное данному 
_ уравнеше 

5—4 бт 26, 

_ Положив /57—4-=и. . .(1), даежь этому ур—фваю видъ 

5 “ 3 ь 
У --5у=26, овуа У=Ь—ф5’ У4. 
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Но буквою у обозначень радикаль положительный, поэтому отбрасываемь У’ и 
удерживаень У”=4. Подставляя въ вспомогательное ур—не (1) вмёсто у 
число 4, получаемь ур—не У52—4=4, затфиь 5—4 ==16, откуда 

#=4. 

Этотъ способъ позволяеть безъ труда отличать зваченя =, удовлетворяющия 
ур— ню, оть паразитныхь корней. 

541. Прихзръ П. Рюшить уравнеше х —1 = УЗ#—5. 

Возведя 06 части въ квадрать и приведя въ порядокъ, получаежь 

2—5246—0... (1), 

Корни этого уравнешя удовлетворяють одному изъ двухь уравненйй: данному, 
либо # —1 =— 3х —5. . . (2), данному—если эти корни больше 1, и 
ур-—ню (2)—если они меньше 1. Рёшивъ ур—не (1), находимь корни: 

ЖЕЕЯ, 1” =3; 

оба корня больше 1, слВд., оба удовлетворяютъ данному, но не удовлетворяють 
ур— нию (2), которое, такимьъ образожь, не имфеть рёшенй. 

542. Пьимъръ Ш. Ришить уравнеме х-| „а? — 21 —, в кото- 
ром а и 5 —дъйствительныя и положительныя количества. 

Изолируя радикаль, ихфемтъ 

Иа—й=Ь—л. .. (1). 

Возвышая об части въ квадратъ, находимъ, 

ай — 28 = (5—1). . .(2) шли 32 — 262 -- (*—@)=0...(3), 

изъ котораго 

И ай ‚5 
ы 5-5. (8. и в] 

То же самое ур—не (3), а слфд. и тв же самые корни (4) и (5) нашли 
бы и дая уравнешя 

— И =Ь-фи. .. (6), 

отличающагося отъ (1) знакомь при радикаль. Замфчаемь, что дфйствительные 
корни ур—нйя (3), удовлетворяющие ур—ню (1), отличаются оть корней, удо- 
влетворяющихь ур—н®ю (6), тёмъ признакомъ, что они должны еще удовлетво- 
рять условю 

шо ь: 

Корни ур—нйя (3) будуть дфйствительны, если будетъ 

6 —2(6*--а*) 30. шли в — 24*20. 



‚ау 2, изъ коить первый: второй 
овю, а >> 0. Но какъ и А то заключаемъ, что необходимое и до- 
ное услове дЪйствительности корней будет 

ъ=ау 2. : ь 

_ Знакъ корней зависить отъ ихъ произведешя и суммы. Произведеше корней, 
‘а?, будетъ положительно, если Б>>а, и отрицательно, если 6 < а. Сумма. 
‚ будучи =, всегда положительна. Значить, при > @ оба корня по- 

ояительны, а при В <@ знаки ихъ противоположны, причемь больший корень 
енъ. о 

__  Мно касается величины корней, то, во-первыхь, дЪйствительность Изм 
ур не (1)] требуеть, чтобы разность а? — 2* была >>0. Но дфйствительные = 
корни ур—вйя (3), въ силу того, что они удовлетворяють ур-—нйю (2), необхо- 
димо дфлають разность 0*— 2 положительною. 

Окончательно приходимъ къ такому заключению: при соблюдены условя _ 

`в=ау?, оба корня уравнения (3) будуть дЪйствительны, но данному ур— ню | 
С ши будуть удовлетворять только тогда, когда будуть < 5. 

— Шужно, поэтому, изсабдовать, каких образомь располагается число 6 отно- | 
сительно корней тринома 22 — 255 -- 5" — а. Для этого надо знать резуль- 
тать подстановки въ этоть тринохъ буквы Ъ вифсто г. Этоть результать есть 

[о — а, 

$ Био положительны. Очевидно, что если ®`>а, что не противорфчить, 
овЕю < ауз, то результать этоть положителенъ, т.-е. одного знака съ 

первымь членомъ; если же 5< а, 16 /(6) < 0, т.е. звакъ ея п 
_ женъ первому коэффищенту. Критическими значешяхи 6 будуть, слФдовательно, 
анау?. 

” Легко составить слфдующую таблицу знаковъ. 

Скала, 
значенй 6 

Реализантъ 

__ корней 
Произведеше сы | 

Сумма корней 

ив) 

1-й коэффиц., | 
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'Изъ этой таблицы прямо видно, что если: 
й 6=0, то (хотя освобожденное оть радикала ур— ше даеть корни 

ЕЕ но) данному ур—ню удовлетворяеть 1 корень 9 задача ниф- 

етъ 1 р6шене. 
2) 6 < а. Корни дфйствительны и‘противоположны по знаку, причем боль- 

ий корень положителенъ. Такъ какъ /(5) имфеть знакъ противоположный 1-му 
коэффищенту, то 5 заключается между корнями 

Е я 

слёд., одинъ корень < Ь, другой > В; и какъ задач уд-тъ только первый. 
то задача имфетъ одно рьшене, выражаемое отрицательным корнемъ 

#—и. 

3) 6—а. Корни будуть 
=0; "= а. 

4) «< 5< ау. Корни дфйствительны; произведене и сума ихъ >0, 
слЪд. оба корня >0. Знакъ (6) одинаковъ съ 1-мь коэффищентомь, слфд. 6 
находится вн корней. Чтобы знать положене относительно корней, сравни- 

ваемъ 6 съ полусуммою корней, равною ь такъ какъ 6 > 5’ то расположеще 
чисель 2”, д” и В таково: 5. 

а о с оаеиието а 

1.6. 0ба корня <, и потому задача нифеть 2 рюшеня: 

Е А 
2. 2 

5) 5=а/2. Уравнеше имфеть равные корни: 

55. 1 ришене. 

6) > ву2. Корни мнимые; задача не ихфеть дфйствит. рёшенй. 

Резюме. 

1 рёш. отриц. 27 = 

. .2 корня: 2’=0, 

2 равныхь корня: 2’ =” = 

. . Корни мнимые. 



Въ разсматриваемомь случа® (а>0, $ > 0) можно дать нашему ур— ню 
теометрическую интерпретацию, которая наглядно покажеть, въ какомь случа 
допустимо то или другое р\шене. 

Наше уравнеше есть переводь на языкъ алгебры требованйЙ задачи: на 
окружности круш, построеннало на даметрь АВ==а, найти такую 
точку 1), сумма разстояшй которой оть концовь баметра. равнялась бы 
данной лиши 5: 

А-В —=5. 

Въ самомъ дфлЪ, если искомая точка есть 0, и АВ =, то ВО = и @ 
слд. ур— ме задачи будетъ 

И —а=6. 

Корни ого и дадуть искомую линю АП. 
Теометрически задача рёшается такъ. На продолжены линм АП возьмем 

отрёзокъ РЕ В и соединииь В съ В. Въ равнобедренномъ треугольник ВОВ 
уголь 0 =90%, слёд. < АЕВ=45°. По- 
этому конець Е прямой АЕ = находится на 
дугв АНЕВ, вифщающей уголь 45° и они- 
санной на хордь АВ==а. Центрь С этой 
дуги есть конець радруса, перпендикулярнаго 
къ АВ. 

Вели дуга, описываемая изъ А радусомъ 
==, встрёчаеть нижнюю часть искомой окруж- 
ности въ О’, то на данной окружности полу 
чаемъ точку Е’. Такъкакъ < АБ’В = 135°, то 
< ВЕ =45°—=< ВЕ’, откуда П’Е'= ЕВ, 
и слёд. АЕ — ПЕ = АЕ — ЕВ, такъ 
что нижняя дуга даеть точки, для которыхь 
разность разстоян!й отъ А и В равна 6, и не 
отвфчаеть задачВ въ пряхомъ смысл заданя. 

Итакъ, для рЬшешя’ задачи описываемь 
на АВ сегментъ, вибщающи 45°, и изъ А, 
какъ изъ центра, радусомь  описываемь 
дугу, которая пусть встрёчаеть дугу АНВ въ 
р точк® Е: соединивъ А съ К, найдемь на окружности АСВ требуемую 
точку 0. 

Чтобы задача была возможна, нужно, чтобы дуга, описываемая радёусомь 6 
изъ точки А, какъ изъ центра, встр$чала дугу АНВ; для этого должно быть 

ФАН или 2АС, или За о такъ какъ, 6—9. 

Черт, 56. 

Когда 6 < а, наше изслдоваше показало, что значеше 2, удовлетворяющее 
ур—нйю, отрицательно. Что касается геометрической задачи, приводящей къ 
тому же ур——н!ю, то ей могуть удовлетворять только положительныя значешя 2. 
Заключаемь, что получене отрицательнаго рфшешя должно указывать на не- 
возможность задачи. И дЪйствительно, на окружности нфть такихь точекъ, сумжа, 
разстоянй которыхь отъ концовъ даметра была бы меньше д1аметра. 

Пусть $ — а. Существують 2 точки, обладающия тфмъ свойствомъ, что сумма, 



Абв 

ихъ разстоянй отъ Аи В равна 4: это точки А и В, что н указывается кор- 
Нями 2” =0, а” = а. 

Когда @<6< 0/2? ви АВ<Ь< АН, очевидно, дуга, описанная изъ 
рать $, встрьтить дугу АНВ въ двухь точкать Ен Е", дающихь дв 
точки В и 0” на дуг АСВ. Это вполнф согласуется съ результатомъ алгебраи- 
ческаго изсл®дованя, что въ данномь случа задача нифетъ 2 положительныхь 
корня. 

При Ь—а,/2 или АН, точка встрёчи одна, Н, и искомая точка на 
данной окружности одна, С, что согласуется съ результатожь алгебраическаго 
изслфдовашя, съ получешемь въ этомъ случаф двухь сливающихся корней. 

Наконець, результать алгебраическаго изслфдовашя, что при Ь>аи? 
ур— не нифетъ мнимые корни, согласень съ геометрическихь указашемь невоз- 
можности задачи при этомъ услови: въ самомь дфлЪ, дуга, описанная изъ А 

радрусомь, большияь «И 2, не встрётить дуги АНВ. :. 

543. ПримърРъ ТУ. Возьмемь теперь прихфръ ифеколько сложнфе. 

Пусть дано ршить уравненше 

. (1. 

Во-первыхъ, замфчаежь, что какъ вторая часть ур— я дфйствительна, то и 
первая должна быть такова же, и дая этого должно быть а? — 2 > 0, откуда 

—а<х За. 

Изолируя радикалъ, получаемь ур—н® 

ИН =... (2), 

которое, по возвышени въ квадратъ, даеть ур—не 

а? — 2? = (36 — 24), или 52? — 126х -|- 96° — 1—0... (3). 

Но то же самое ращональное ур—не (3) мы получили бы и изъ ур— ня 

2%2— и 

Слфд., дЪйствительные корни (3), этобы удовлетворять (2) или (1), должны еще 
‘удовлетворять требованию 

21—35, ши — Иа: — 2 = 36 — 9х. 

35 —22>0, ии =< 35 

Переходихь теперь къ изслёдованю корней ур—шя (3), которые выража- 
ются формулою 

в бой 



— 56— 

Эти корни будуть дЪйствительны, когда будетъ удовлетворено услове. 

5а*— 9°>0, вли (@/5--35)@/5—35)>0, 

а какъ аи >0, то должно быть =“ °. 

Котда это усломе удовлетворено, то корни ур-ня (3) будуть дЪйстви- 
тельны. 

Но когда х дфИствительно, то вторая часть ур—вя (2) будеть дЪйстви- 
° тельна, слфд., и равная ей первая также будеть дЪйствительна, а потому усло- 
ве —а<х<а будеть удовлетворено. 

Выралихь теперь, что корни (3), чтобы удовлетворять данному ур— нию, 

должны быть <56. 

’ Подставляя въ триномъ (8) вибсто 2. - 8%, иметь 

9 3 з диф (а) [№5—«), 

результать, который мфняеть знакъ при = 

1 в 
Сужжа корней, вь всегда 20; произвед. корней, = 

1 
звакъ при $ — 34. 

Такажь образомь критическйя значеня © суть 

и У 
О И ВЕ ВЫ 

Скала, 
значений 6 

Реализантъ 

Произведене 

Сумма корней 

| корией 

1-й коэффиц. 

Разсмотримь каждый интерваллъ. 
36 



= 56 = 

1) о за: корни дЪйствительны; / 56) <, т. е. знакъ ея противополо- 

жен знаку кооффищента, при 2*, слд. 56 заключается между корнями: 

‚3 „ 
< 5 <=. 

Въ этомъ интервалль только одинъ корень уд—тЪ данному ур.; это — женышй 

корень ур—нйя (3), который, пока < За — отрицателень; при ь—1а ра- 

венъ 0, а при Ь> 1а- положителень. 

2) ь— а; И) =, сл. 3 есть одинъ изъ корней. Который это ко- 

рень, покажеть слдующ случай. 

З2а<ь< “5; | [85)>0, а. 3 ь ) за <: 58) >0, са. 5Ь находится вн корней. 

Полусумма корней =58, зто меньше 56: расположеше корней относи- 
3 

тельно 56 таково: 

Заключаемъ, что оба корня меньше Зв: задача имфетъ 2 рёшеня. 
3 В 

Отсюда же заключаемь, что въ предыдущемь случа 55 быль болышй 

корень. 

4) = 

чене < то задача нифеть 1 рБшене. 

5) ь> ыы корни мнимые. 

а | 5, 7—1 ижфеть равные корни: ша" 35; какъ это зна- 

Резюме. 

: 2 корня... т 

: 2 равныхь корня... ==” 
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544. Перейдемь къ’ случаю, когда ур—н1е содержить два квадратныхь корня: 
пусть это ур—ше будеть Р-Н У9-ЕВ=0. Изодируя ить въ первой ча- 
сти, возвышаемь ур—нве въ квадратъ; изолируемь, зат$мъ, единственный остав- 
ыйся радикаль, снова возвышаемь ур—н® въ квадрать; въ результатв полу- 
чимь ур—не ращюнальное. Можно поступать еще такъ: изолируя одинъ изъ 
радикаловъ, возвышаемь ур-—не въ квадрать; изолируемь остающ!йся посл 
этого радикаль и снова возвышаемь ур—н! въ квадрать: получаемь рацю- 
нальное ур— ню. 

Возьмемь сначала частный примфръ: рёшить ур— не 

ИЕ = 18-Е 3-1. 

Возвысивъ въ квадратъ, находимъ, 

о =18--2=--2 18-Е аж--1 

или, изолируя радикаль и сдфлавъ приведеше, находим: 

=2/18--2х. 

Возвысивъ это т въ квадрать, по приведеши въ порядок, найдем 
ур—не 2*— 505 -- 369 —0, откуда 4’==9, х”=41. Эти корни не 
необходимо удовлетворяють данному ур—нйю; они могуть удовлетворять одному 
изъ уравнений: 

р 

Иб-:= УВЕ. : 

И +=— 18-5241. ,. (2) 

—Ию- ИВ 2=--1.:..4) 
—и40-Е==— 18-Е 22-1... (4). 

Во-первыхъ, устраняежь урн (2), ибо, написавъ его въ вид 

И 2-18-22 

замфчлежь, что при положительномь х (а таковы 2 и 2”) первая часть всегда 
больше’ 1. Затвмъ, ур— ве (3) не можеть быть удовлетворено никакихь дВй- 
ствительнымь значенемъ 2, ибо первая часть его <_0, вторая же > 0. Та- 

= 

° кижъ образомь, найденные корни могуть удовлетворять только ур—мЪъ (1) п (4). 

По ур—ню (1) разность 40--+— 18-222, вакъ равная -- 1, должна 
быть > 0; шо ур—ню (4), она должна быть <0. Слфдовательно, необходимо, 

чтобы было: У => 18-Е или 40--#>18-- 22, или #< 22. 
Слфдовательно, данному ур—н!о удовлетворяеть корень 2’ =9; 2”=41 удо- 
ваетворяеть ур—нию (4). Легко подтвердить то и другое прямою подстановкою. 

Постараемся теперь формулировать общия для разсматриваемаго случая 
‘правила, которыя позволяли бы отличать т изъ корней рацюнальнаго резоль- 
вента, которые принадлежать данному ур--вю, отъ корней, ему не удовлетво- 
ряющихъ. 

36* 
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Комбинируя всфии ‘возножныйи способами двойные знаки передъ радикалами 

уравнения --ИР-ЕИЧ--В=0, получииь урн 

ИВ-ЕИ9-в=0... (1), 
ИР-ИЧ-Е=0, . . (2), 

—ИР-ЕИЧ-в=0... . 8), 
—ИР-УИЧ-Е=0. .. (4). 

Перемноживь ихъ почленно, найдемъ 

(ИРИНЕ Р-ИЧНЮС-ИР--И ОСИ.) 
ур— ше, необходимо ращональное. Въ самомь дфлЪ, его можно написать въ 
форм и. Е . 2 

88 — (ИРИ —(Ув-ИФ 0 
ИЛИ 

(В —Р— 49—29) —Р—9--2 ИР) =0, 
ИЛИ (В —Р— 0) 4Р0=0... (6), 

которое также нашли бы и по двукратномъ возвышени въ квадрать способомъ, 
указанным выше. 

Всяк корень ур— ня (6), въ силу (5), будеть рёшешемъ одного изъ урав- 
неншй (1), (2), (3) и (4). 

Комбинируя различнымь образомь множителей ур— вм (5), можно это ур. 
представить еще въ формахь 

(®-РИР*—91®—УР*— 4 =0, 
(еР- 9—4и-0.. (6). 
(В 0—Р)— 48 =0... (6"). 

или 

Также 

Урны (6’) и (6”) показывають, что всяк корень резольвента (6) дф- 
лаетъ полиномы Ри { пожительными. Зная это, посмотримъ, какимь образомъ, 

рёшены (6) распредфляются между ур—ми (1), (2), (3) и (4). 
Корни ур— ня (6) принадлежать тому или другому изъ ур— в 

№—Р—(—2И9=0... (1), 

В —Р—0--2ИР9=0. .`. (8). 

Т№, которые принадлежать (7), должны удовлетворять неравенству 

$ №-Р—0>0. . . (м), Е 



№050...) 
_(7) можно написать въ вид 

®-РУРНИО®-УР-И=6 
`вабд. корни (7) удовлетворяють либо 0), либо (4): (1)-му, если они двлають АЕ 

_ < 0; (4)-му, если они дфлають В > 0. 9 

_ Ур—не (8) можно написать въ видё `- С 

В+ /Р-—ИФИВ-—(ИР-Иб =; - 

его корни удовлетворяють либо (2)-му, либо (3)-му, в именно: (2)-му, если ее 
они сообщають Ви в— 1 противоположные знаки, т.-е. если они удовле- ха 
творяють неравенству . ой 

к 

ых 
в(УР-Уд < 

`(3)-му, если удовлетворяють неравенству 

2 муР—Уд>0. 
Эти нрращональныя соотношеня можно сдфлать рашональными, помноживь 

первыя ихь части на положительное количество УР-НУИФ, что даеть 

вР-0<0. (9, 
ВР —0)>0... 4). 

Резюмируя сказанное, находим, что рёшене резольвента будеть принадле- о А 
жать: С 

‘уравненю (1), если оно уд—тъ №—Р—9>0, В№< 0; ь 

>» (2), » ›» » №00, ШР-< 0 к. 
›» Фо ›‘ь ВР 0<о, ВР 0>6 м 
> (6 > › ь -Р-0>0, &>0 . 

_ 646. Примъръ. Ришить ураенене Е: 

. Е :... а) г. 
_ в которомь т > 1. 

_ Шо двукратномь возвышены въ квадрать или по перемножени четырехь_ 
р съ различной комбинащей знаковь при радикалахь, найдемь резоль- 



Данное ур— ве, написанное въ видё Ух -ра--Их--Ь—с=0, под- 
ходить подъ форму (4); слФд., чтобы тотъ или другой корень резольвента удо- 
влетворяль ему, необходимо, чтобы было В* —Р—4(>0 и В>0, ши 

с*— (тх-- а) — (#--5)>0...(3) и е>0... (4). 

Чтобы корни резольвента были дфйствительны, необходимо, чтобы было 

р тс? -|- (т — 1) (ть —а)>0. 

а Когда тб—а30, это услове удовлетворено; если же тб —а< 0, то 
должно быть 

#> т— 1 (@—т). 
т 

Затьмь, неравенство (3) требуетъ, чтобы было 

#—а-—ь 

И ней и 

к х Итакъ, данное ур— ше будеть имфть столько корней, сколько резольвенть 

: имфеть дфйствительныхь корней меньшихь В. Чтобы знать, какъ корни 
_  [®юльвента расположены относительно этого числа, нужно знать результать под- 
|: становки этого числа вифсто х въ ур— ни (2). Найдемъ: 
” 
ь #—а-в 7 Петь”) = — 4те т — Эа ту --4а— вт). .. 6). 

Е Корни этого квадратнаго въ с* тринома суть @ — тб и в Когда с? 

и: заключается между этнии значенями, то’ 7 ети будеть >0, т.е. того 
2 —а— 

. же знака, какъ коэффищенть при 2? въ урны (2). Значит, ва бу- 

деть лежать внф корней этого ур—нЁя; слФдов., чтобы ур— не (2) имфло ко- 
ть хеньшй этой дроби, необходимо, чтобы полусумма его корней была меньше 

ть, что ведеть къ условию 

2те*-|- (т — 1) (ть —а)< 0, 

которое противорфчить условю дЪйствительности корней ур— ня (2). 

Итакъ, необходимо, чтобы 2? не находилось въ интерваллф корней тринома 
(5), а лежало бы вн этого интервалла. Отсюда необходимость различать 3 
случая: 

1) Если а— тб < 0, то 

т — а [5 
К взять > —„ > знакъ ее 
н @—@а—ь 

. 

ть 
>>0, и какъ 6? положительно, то если 

5 будетъ отрицателенъ, и слфдовательно 

тт  бУДеть лежать между корнями ур— ни (2), и потому одинъ изъ нихъ 

будеть меньше этой дроби: задача имфеть 1 рьшене. 



—Ь 
Чаты Ут" 

_ Остается равсмотрьть, будуть ли значеня обонуь радикаловь, Их--В и. 
‘те -Га, двйствительны. Достаточно разсмотрьть одинъ изъ нихъ, такъ какъ 

силу дБйствительности с, если одинъ радикалъ дЪйствителень, то дВИстви- | 

лень и другой; если мнимъ одинъ, то мнимь и другой. Чтобы Уз-- быль 
Иствителень, должно быть >> — В. Подетановка. —Ь вибето = въ триномть 

Удо 

количество положительное; слёд., — ® находится внф интервалла корней этого, 
_ Уря, и потому, чтобы 2 было >> —В, полусуима корней ;. 

Э=@-и—а)*, 

28— (т— 1) (@— 
—т—1 

Сы должна быть > — В, 

_ что даеть услоше (т-|- 1)с*-|- (т — 1)6т — а) > 0, всегда выполненное, | 
аъ услове дЪйствительности корней резольвента удовлетворено. 

546. Пусть уравнеше содержить три радикала: 

ИРИ =0. 
Если перемножить уравненя 

ИРИЧИЕ=0... (0) 
ИР--И/9—ИЕ=о.. . 2) 
ИР-ИЧ-НИЕ=0. . . 8) 

} ИРИНЕ 0. .. (4), 

. то получииъ резольвенть въ фору 

|+ Ев — 220 —2РВ— 208 =0. .. (5), 

ани заключить, что для всякаго корня этого ур—Шя всё три 
Е орт положительны, или всф отрицательны. Въ. 

\ 



ОВНА 

момь дёлЬ: не можеть быть одновременно Р>>0, (>0 и В< 0; ибо, поло- 
живъ В — —В/, первая часть ур. (5) была бы 

м-в — мор зд — -Е № — 40, 
а это, при нашемъ предположени, есть количество положительное. 

Также, нельзя ичбть Р>>0, (< 0, В< 0; ибо, положивь = — 0, 
В —=— В), первая часть (5) будеть 

ра-|- 02-Е В 229’ ЭР! — 20 = (9 — В)*-Е Ра -- 229’ Е 2РВУ, 

количество существенно-положительное. 

Итакъ достаточно провфрить, дфлаеть ли какой-либо корень ур-— я (5) 
одно изъ количествь Р, 4, В, положительныхъ. 

Замфтивъ, что ур. (1) не можеть имфть рёшенй, ибо сумма положитель- 
ныхь количествь не можеть быть нулемъ, остается разсмотрть, какому изъ 

множителей (2), (3), (4) принадлежить тотъ или другой корень резольвента. 
Разсмотримъ, напр., при какихъ условяхь нЪфкоторый корень ур. (5) обра- 

тить въ нуль множитель УР + "и 9— у №? 

Если этоть корень удовлетворяеть ур—инйю (2), то онъ удовлетворяеть и 
ур— ню 

(ИРНИЧ-ЕИЮР-И9-ИЮ=о. . . 6), 

первый множитель котораго не обращается въ нуль ни при какомъ дфйствитель- 
помъ значеши 2. И обратно, всяк корень (6) удовлетворяеть и ур— ню (2). 

Но ур. (6) можно написать такъ 

Р--—В--2И4=0. .. (1). 

Всяк корень ур—вя (2), удовлетворяя (7)-му, должень удовлетворять, 
условию 

у Р--4—в<0. .. (8). 

Подобнымь образомь убфдимся, что корень ур—мя (5) будеть удовлетво- 
рать ур-—ню 

ИР-ИЧ--ИЕ=0, или Р--В—9< 0... (9), 

и уравненю 

ИРНУЧ-ИЕ=0, вм —Р-В-0<О. . . (10). 

Но какой-либо изъ корней ур—шя (5) служить корнежь (2), (3) или (4); 
слёд., необходимо, чтобы одно изъ неравенствъ (8), (9) или (10) удовлетворя- ^ 
лось, т.-е. чтобы для одного изъ дфИствительныхь корней резольвента одно изъ 
положительныхь количествь Р, {, В было больше суммы двухъ другихь. Оче- 



ИР-ИЧ--ИЕ=0, ли РЕВ 4; 

>» -УРНИЕИЕ-0, вм ЧЕХ. 

равнею же ИР--ИЧ-НИЕ=0 вю можеть пибть дИотвительныхь 

547. ПрРимзъръ. Рющить уравнеше 

Иа ИБ--=-ЕИе-==0, 

а, Ь, с_нъкоторыя дъйствительныя количества. 

уь этой форм записи содержатся 4 уравнешя: 

Иа-Е=- У а-НУс-Еа=0. .. (т), 

Иа У -+=—усЕ==0... (я), 

Иа — Ува ус-Е2=0... (р), 

ы Иа-+=—у-Е=—УеЕа=0... 09. 

Перемножая эти уравнен:я, найдемь резольвеять 

_ За заре (ие — 20 — за — 6) =0.. . (1). 

о Услоше дьйствительности корней этого уравненя будеть 

. (а ь- о) за 1 — Бе — 20а — 208) 50, р 

ас — (е- са- а8)> 0, 

"наи еще, расположивъ по’ степенаь с, напр., 

ее — (а Бе а*-- 51—50. 

_ Но корни тринома въ с мнимы, ибо его реализанть 

(а-- 5): — 4-5? — 06) 

приводится къ — 3(а —)*; слЬд., при воть значешаять буквъ а, 6, с три- 
номъ положителень, и корни ур— я (1) всегда дЪйствительны. 

Посмотримь теперь, каке знаки дають эти корни подрадикальнымь количе- 
стваяъ уравненй (т) (”)... Подставиь —@ вифсто 2 въ пер часть. 
ур вйя (1); эта подстановка. о въ результат: — (6 —с)%; слёд., а № 

_ изъ —@, другой < — а. Для перваго, слёд., 2--а>0, для вто-. 
рого . 0 На основаши вышеизложеннаго ТЕ 



те 

рик сначала больш корень 2”. ВЕ: онъ не можеть. удовле- 
творять ур— ню (т). Чтобы онъ удовлетворяль ур— нию (я), необходимо, чтобы 
_ было НН ик 2<е—а—Ъ. Подстановка въ 

. (1) с-а—Ъ вибсто 2, какъ легко видфть, даеть результать: 

4(е—а) (е —5). 

_ Пусть а>Ь>е, что нисколько не вредить общности заключен; въ такомь 
случа$, ототь результать положителенъ, и, слёд., с —а— В лежать вн интер- 
валла корней резольвента, и чтобы корень =” т хеньше с-а— В, необ- 

`ходимо, чтобы полусумма корней, равная ЕЕ иы была. меньше ты 
“ 

откуда легко найдемъ, что должно быть: > в, или, что то же, с 

в >5. рой 
к В Сдфлавъ подобное же изслфдоваше по отношеню къ ур—мъ (р) и (4), убь- 

димся, что корень 2” будеть удовлетворять 

ураваеньо (и), если ©21; 

равиенро (р), «аи 629; Е 

* уравнению (4), если 2. . 

х 'Перейдемь къ корню 2, который дълаеть всф тр УниХыми. ‚Что 
я бы этотъ корень удовлетворяль одному изъ ур— ий я ня окно я 

_  \тобы коэффищенть при /У—1 былъ нулемъ, т.-е. должно быть 

Иа ИИ —в=0... (2), 

_ откуда снова четыре ур— я. Составляя резольвентъ, получимь снова ур. 
хотораго корень 2’, дфлающ радикалы ур. (2) дфйствительными, необходимо, 
удовлетворяеть одному изъ ур—вйй (2). Очевидно, что никакое значеше 2 не 
можеть удовлетворять ур—н!ю (т’). Корень 2” будетъ . удовлетворять урн 

_®, если будет $ 

а 



нию (и) удовлетворяеть корень: 2”, сли вы к =”. ели Со; 

» (р) , а» НЕ ии, , =: 

ю.› я к, а 
548. Что касается провфрки корней, то иногда ее можно дЪлать и другими - 

__ Щуемами. Пусть, напр., требуется рёшить ур-н. 

Из Иа 
Возвышая первый разъ въ квадратъ, найдем: 2и. а? — 1 —=— а; возвы- = 

_ сивъ въ квадрать другой разъ, получимъ: 44? — 42 —а® или 2 = =40', 

откуда #=-55 и 3. Подставляя то или друюе значеше 2 въ данное УР. 

‘одинаково находимьъ, по сокращени на Иа: 

У Е 

Такь какъ объ части этоло равенства положительны; то для провпрки — 
90 можемь ить возвысить въ квадрать; находимь 1--1-|-1=1, что не- 
вфрно, слФд. ни одинъ изъ корней не удовлетворяеть данному ур-нйю. Но если 
въ немь передъь вторымъ радикаломь взять —, то получится 1—1--1=1, 
что вфрно. Заключаемь, что найденные корни принадлежать ур-нию 

Иа-=—Иа—== Иа. 
549. Для провфрки рьшенй можно иногда съ усифхожь прижфнять пре 
азован!о сложнаго радикала въ алгебраическую сумму простыхь радикалов. — 

Пусть требуется рёшить ур-не. у 

2-- уг: 

и провфрить рёшения. Изолируя радикаль, имфень И; —=а-— 2, а возвышая, :. : 
въ квадрать, получаемь 

— Зара =0. 

Корни этого ур-ня, которое общфе даннаго, дЬйствительны при услови 

(2а-- 1)* — 4450 нли а>—1. Полагая это усломе выполненнымь, нахо- — 

‘димь 2 дЪйствительныхь корня: о 

а 

| ей: 
2а-1-- У4а +1 =’ +1 - а 

2 у 2 ь 



Написавъ предложенное ур-ше въ вф Ут-=а— 2, подставляемь пер- 
вый корень 2’; въ первой части получается сложный радикалъ, который разла- 

` тавмъ на два простыхъ: 

Иен тТИза 1-2 Иа Из 1—2 Уа%. ? 

Когда а>0 и равно а, то Иа? = -- 2; если же а< 0 ц равно — @, то 
У“ =— а; во легко видфть, что въ обонхъ случаять 

172 НрИжрь 
Вторая же часть а— х ур-шя обращается въ 

2 1+ Ида 1 Я аа та 

заключаем, что 4”, не дблая об части ур-вя Уз=а— = равными, не 
удовлетворяеть этому ур-нию; но легко видфть, что этоть корень удовлетворя- 
отъ ур-ню х — Ит=а. 

Постановка второго корня 2” даеть въ первой части ур-шя Ит=а— 

ии тау аут. 

При @> 0 это выражеше приводится къ Е Иаа-ЕЪ при а< 0 

къ И ЕЕ: между тВиь какъ вторая часть, а— 2”, даетъ а 

ти За-[ 1; заключаемъ, что =” удовлетворяеть предложенному ур-ню только 

при @ > 0. Итакъ: 

при а< — корни ур-я мнимы; 

при —1< а< 0 ур-ше не нифеть рёшенй; 

при а>>0 оно имфеть 1 корень, равный ЕЕ. 

550. При рёшени ирращональныхь ур-нй, какъ и всегда, сл6дуеть пользо- 
° ваться вефми средствами, ведущими къ упрощеню вычисленй; въ этомъ отно- 

шени съ успхомъ примфняются иногда и нфкоторые искусственные приемы. 

1. Такъ для рёшешя ур-ня 



7=-- 18 =; рьшивъ ур-ше въ У 

у-Ну—42=0, 

° находимь корни: У’=6, У’= —Т. Отбрасывая второй, ибо въ данном 

передь радикаломь стоить знакъ —{, получаемь ур-не: у аа — 12-18 . 
‘откуда 23 — 7х — 18=0. Легко видЪть, что корни этого ур-ня: 2 Е 

-2 удоваетворяють данному ур-нию. 

_ 8, Пусть требуется ршшть ур-яб 
г Е ых 

и (#-- 2-2 Иже-- 2) —ЗИт=46-- 25; 

‚ур. легко привести къ виду: «1-32 =- 22 Из=42 вли 

ие Ы ам 

х иены ‘или, дети: 
ем 2 — 132-36 =0; из-РИУт== — 7, или, и 

дикала, 2*-|- 132-|-49 — 0. Первое ижфеть корни 9 и 4; второе — Е > 

Повбрка покажеть, что изь иихь ур-нию (2) удовлетворяють и 4 
Вы 

Примючате. Для провёрки корвя АВ преобразовываемь, 

т $ по формулв & 417,6, въ р , ; 

" $ . а с и: : » мя ыы 

ре и- о. въ Виз # и И въ. (а). 

. Прежде и ур-шя оть радикалов, вЪ Або сл: 



Е 

полезно изслфдовать, нфть ли общаго множителя, на который можно бы было 
сократить уравнене. Такъ, въ примёрё 

Ия — Та 10а? — уз -Рах— бай = в — а, 

разложивъ подрадикальные триномы на множителей, находимъ 

Иа —2а)(&—5а)— (—за)@-3а) 

Сокративъ на общаго множителя всфхъ членовъ, Уз—3а, найдемь 

ИИ 
и, по освобождеши отъ радикаловъ, получаемь ур. 32 — Вах — 604 —=0, 

изъ котораго =’ — ва, 2” = — 1. Приравыявь нулю множителя Ух — 23а, 

нифемъ еще корень: 2” = 24. 

Повфрка покажет, что изъ числа найденныхь корней, ба не удовлетво- 
ряетъ предложенному уравнению, которое, такимъ образомъ, имфеть два корня: 

23 и 24. 

— 24. 

24 

Этижь же премомь упрощаемь рфшеше уравненй 

(1) И — 94-32 — Изя И, 

(2) У — 12—15 —Ий—3==И—9, 

здаливь изъ перваго предварительно общ. инож. У22—1, а изъ второго 
2 — 3. Р№ьшене (1) приводится такижъ образожъ къ решению пары: И2=—1 

и Из—4--3=И2-РИ, в ворот пары: Из—8=0 и /42-Е5— И 
=Из- 3. Найдем, что ур-нйю (1) удовлетворяють корни: 5 и т а ур-вю. 

(2): Тиз : : Ти 3. 

5. Вотъ еще полезный искуственный премъ. Пусть имфемъ ур-ше 

Из 2—5 9-1... (1) 

Имфемъ тождественно 

(222-52 —2) — (22-52 —9) =1...(2) 

Раздфливъ (2) на (1), получимъ 

Иа-Иа 91...(3) 

(2) есть тождество, вфрное для всякихь значешй 2, тогда какъ (1) 
есть Уравнене, вфрное лишь для нфкоторыхь значенй 2; слЁд., и (3) есть. 
ур-ше, вфрное для тЬхъ же значенй 2. Складывая (1) съ (3), имфемъ 

ява, 



— 575 — 

откуда 
Е, 

ТРьшая этимь премомъ ур-я 

(1) За — 22-59 -- ИЗ 5—4 18, 

(2) Изя —7=-Е1 — ия 9-4 =1, 

(3) ИЗ —7:—30-— И 2—1 5=1-—5, 

пользуемся тождествами: 

для (1): (За — 25-9) — (31 — ж—4) =13 
для (2): (22 —7=-Н1) — (221 —92--4) =22— 3, 

для (3): (32 —7=— 30) — (221 —7#-—5) =2-—95, 

и находимь корни: 

(4 —№; 05 6,2. 

551. Приводимъ, въ заключене, примбры на иррацюнальныя ур-ня, со- 
держашя радикалы выше второго порядка. 

1. Рышить ур. Ха =-- уа—х= а. ‹ 

Возвышаемъ 06% части въ кубъ, прихфняя формулу (и- о) = --0?-- 
Зие(и -|- ©); получаемь: 

а--2--а— 2-3 — (ара --Уа— 1) =24. 

и заифчая, что выражеше въ скобкахъ, въ силу даннаго ур., рав- 

№ 724, ватодимъ ур. 

1—1. 24 =0, или ай — 2—0, откуда а — 22 = 0, 
2%. 

#=-а. 

'0ба корня удовлетворяють предложенному урн. 

1 

+ ь —а в 1—@ 
2. Рёшить ур—не ИЕ: р | (=) 21" 

Сокративъ дробь второй части на 1-|- а; положивъ, затвиъ, 
Чик 

и са. И получаенъ ур— ие 

1—а 1 1 —а 1-а та. 
ИЕ Е ши У Еее +10 



откуда 

“а 
У Ито 

у та 1—2 Такимъ образомъ получаемь ур. въ 2: У= та’ ия а = 

о откуда 2 = — а. 

Корень этотъ удовлетворяеть предложенному ур— ню. _ 

3. Рышить ур-—-не 

Выполнивъ умножеше въ первой части, освободивъ ур. оть знаменателя и 
приведя въ порядокъ, находимъ: 

8 4 

23 — 9723-11296 —0. 

Это ур— ше — квадратное относительно 2” — дает: 2°==81, 2* = 16, 
откуда: 

а 818 — (91) = (31) = 27; 2% = 163 = (243 == (284 — 88. 

Рьшивъ оба двучленныя ур—н!я четвертой степени, находимъ 8 корней: 

227; 27 48; 48% 

552. Въ заключене этой главы докажемь теорему, что возможно всякое 
ирращональное ур— ве освободить отъ радикаловъ. 

Теорема. Всякое иррацгональное ур. можеть быть освобождено 
оть радикаловь, каковы бы они ни были и сколько бы ить ни было. 

Пусть данное ур. содержитъь радикалъ У», гдЪ 2 — выражене, содержа- 

щее неизвфстныя. Обозначивъ У2 буквою х и замфнивъ различныя степени 

У степенями 2, всегда можемь привести ур. къ виду ур—шя ращональнаго 
относительно 2. Освободивъ его оть дробей, получимъ ур. вида: 

№ я-а --. . .=0...(1), 

ТД Ао, А,... не содержит 7» но могутъ содержать друме радикалы. Если 
здфсь окажутся члены съ степеняхи 2 — са, большими т, то въ такихъ чле- 
нахъ можно степени х сдфлать ниже. Въ самомъ дфлЪ, пусть имфемъь членъ 
съ 2^, тд ®> т; раздфливъ на т и обозначивъ цфлое число въ частном, 
буквою 4, а остатокъ 7, напишежь: 

ДА А” = Аж: 



Понизивъ такимь образожь веб степени 2, въ кото показатели > 7 
| обрвь члены съ одинаковыхи Е ЕС ; 

ан оао.) 
__ Ужвожая это ур. сначала на 2, потомь на 2?..., на 2—1, В 
каждый разъ степени 2, высшйя или равныя 9-ой, получииь и—1 урн: 

о 
А-а-а. Ааа Ах =0 

ОН ь а 0. и: 

. ‚Эт рвы, вифств со (2), дають систему т ‘уравнений съ т — 1 количе-— 
ствами: 2, 229. ‚2... 2”-1, которыя и можно исключить изъ этой системы; 
въ результатВ исключеня получится одно ур., не содержащее буквы 2, т.-е, 
свободное оть радикала 7/2. И т. д. } 

_ПРихъруъ, Освободить по этому способу оть радикалов ур— ню 

тора 0. 

Положивь /2=и, и сл, }/28 = ил, найдеяь 

а--5и — 24 =0... (1). 

'Пожноживь сперва на м, потомь на м®, получижь: 

аи-{ бы — и —0 
ам? 58 — 21 —0. 

ам 5м1—25=0...(2) 

аи?-|- 55 —2их = 0...(3). 

кчая лаь р. (1), (2) и (9) количество и, вайдемь 
82 — 125 — 300 — аа —0, 



АоВь - (Аз В, Е Вь А) =... Анны" ==0. 

Понизивь степени 2, гдф онф >, получимь ур. 

б-Рох-ере--. . были о: . (4), 
(,, С. . .суть 1-й степени относительно коэффищентовь В. Пользуясь 

‘неопредфленностью послФднихъ, полагаем 

.=0, ,=0.: .быа=0, 

_ откуда найдежь всв т — 1 кооффишентовь Вь, В... . Вы. 'Подставивь их’ 
въ ур. (4), получимь ей ‘ 75% 

. = 

__ ур, ве содержащее радикала 7/2. 

`Примпчане. Этотъ способъ уничтожешя иррашональности въ знать 
_умножещень на нфкоторый полиномь, очевидно, хожно прилагать и для уничто- 
жешя ирращюнальности въ знаменателяхь дробей; для этого нужно только умно- 

‚ить числителя и знаменателя на прилично выбранный многочлен. у 

ГЛАВА ХХХУП. 

Системы уравнен!й второй степени и высшихъ степеней, приво- 
димыя къ квадратнымъ. 

‘истемы ны, изъ одно второй, остальныя — первой степени, — Си- 
а ‘сте! мы двухъ уравнен! шени. — Системы уравненшй второй степени 

чфмъ съ двумя неизвестными. — Системы век высшихъ степеней, приводимыя | 

553. Уравнеше той степени съ двумя неизвфстными хи у пт ди 
‘ращональное ур— ве, содержащее члены: съ квадратами обоихь неиз ы 
съ ихъ произведешемъ, съ первыми степенями неизвфстныхь, и члены 
сие отъ поно слёд. это есть ур— ше вида 

мае ву бути ро. — 



у ы > —579. — 

› Подобно этому, общ видъ урн второй степени съ тремя неизвфстными 

Аа? -|- Вут-- СЕ Оау- Ежа -- Руг-- 62 -|- Ну Ка--Ь =0 

итд 

Системою уравненйй второй степени съ двумя или нфсколькими неиз- 
вфетными называють такую систему, въ которой по крайней мфрЪ одно ур— не— 
второй степени, а остальныя— первой или второй степени. 

1. Системы ур—нМ, изъ которыхъ одно—второй степени. 

554. Система ур— Ш съ двумя нензвфстными, изъ которыхь одно— второй, 
а другое— первой степени, имфетъь видъ: 

|2 Вау Е ВЕ ре: (1) 
Не 2 

Выражая ‘изъ (2) у въ зависимости отъ &, пифемь 

Внося это значеше въ ур. (1). получимъ: 

Ве СХ: р, 
Аз м 1 м: 

Выполняя дЪЙствя, располагая члены по степенямь 2 и полагая для 
краткости 

Зе Р = АМ? — ВИМ-|- 01, 4 ВМК -|- 201% -- М — ЕЕМ, 

В 0% — БИ ВЕ, 

замфняемь данную систему ей эквивадрнтною: 

ра -- фев 0, у М. 

Первое ур— ше дасть для @ два значешя: 2’ и 2”; внося ихъ поочередно 
во второе ур., найдемь соотвЪтствующия значешя для У: У’и У”. Итакъ, данная 
система урн имфеть дв системы решен: 

&—а', уу ии", уу. 

Эти рёшешя будуть мнимы, если 0*— 4РВ < 0; представять дв д®й- 
ствительныя системы при (* — 4РВ >> 0; и сливаются въ одну систему рше- 
в при 0°— 4РВ = 0. 

Примвръ. Рющить систему 

523 — Ву у? — 72- 5у--4=0, 

в2—у—4=0. 
37* 



— 580 — 

Изъ второго ур—ня имфемь: у = 62 — 4; подставляя это значене У въ 
первое ур., находимь: 72° —72==0, откуда: 2==0, 2”=1. При # =0 
имфемъ У’ 4; при 2” = 1 получаемь У” = 2. Итакъ, находимъ дв системы 
ршенйй: 

Я=0, У=— 4; 4" = 1, у’=2. 

555. Пусть дана система ® ур—н@ съ ® неизвфстными, и пусть одно изъ 
этихь ур—нй — второй степени, а остальныя — первой. При помощи ® — 1 
ур—нй первой степени можно % — 1 нензвфетныхь выразить черезъь #-0е; та- 
кимъ образожь получится ® — 1 новыхь ур—нй 1-й степени вида 

у=ах -ЕЬ 

Внося вс эти значешя въ ур— ше второй степени, получимь квадратное 
ур. съ неизвфотнымь 2; изъ него найдемъ для 2 два значения: 2’и 2”. Каж- 
дому изъ этихъ значенй соотвфтетвуеть своя система значешй неизвфетныхь 
у, 2, и,... Данныя ур-—№я нмфютъ двф системы рьшенй. 

ПРиязръ. Решить систему 

27 -|-32*-|- 2уз — 10%у — 2%-- бу—25 = 0, 
5а--22у-- 72 = 4, 
212— 1у-- #=31. 

Выражая изъ двухъ послфднихь ур—нй у и 2 через 2, ижбемь 

у= 2х — 3, «= — 7#- 10; 

внося въ первое урн, находимь квадратное ур. въ 2; 

а — 32-52 =0, 

откуда: 2’ =1, 2” =2. блфд. ршеня предложенной системы будуть: 

И и у 4. 

556. Разсмотрииь рёшене нфкоторыхь замбчательныхь системъ, прилагая 
овобые искуственные премы, боле изящные, нежели указанный общйй премъ, 

1. Ришить систему 
ж--у=а 

ву=в |’ 

Такъ какъ здфсь дается сумма и произведеше неизвЪстныхь, то послёдня 
опредфлятся какъ корни квадратнаго ур—1я, нмфющаго коэффищентомь при 
первой степени неизвфстнаго количество — @, а извфетнымь членомь 53: 

и —аг-Ри=0, 



дно значеше 2 А за м, другое за у; такихь ры т 
системы рёшенй: { 

аира 
ы о 

— ие ии у 

Что такъ должно быть, понятно & Мом, ибо фи въ данныя уравненя 
лись одинаковымь образомъ. 

_ Другой прувмъ. Возвысивь первое уравнеше вь. квадрат, ижфемъ: 
2 -Г2зу-- у*—а?; помноживь второе ур. на 4 п вычтя изъ пре 

4% — 22у-- у — а? — 45%, или (2 — у)? — а? — 45; откуда 

У=- Иа— 4. а* — 45%. Такимь образомь, предложенная система можеть быть 
нена двумя ей эквивалентныхи: 

=-у=а а у=а 
в—у=ие— 4 | а—у=- Иа — 4. 

_ Рёшая ту и другую, найдемь прежыя дв системы рёщенй. 

—у=а 

: зу. 
_Легко эту систему привести къ предыдущей: стомть только 
=. Такимь образомь получимь ур— ня 

2 у—а, у =— 8, 

которыхь видно, что хи У’ суть корни ур— ны 

` 2 — аг — *—0, 

_слфд., вторая система нифеть рёшеня: 

ЕЕ. ЕЕ | я 

ЕЕ. о у а Иа 45. 
2 2 

Ддетавляя сюда У вибсто— 9’, найдемь р5шешя предложенной системы: 

а-- Иа? 42 аби ам 
- в &= р 

—а-+ Иа 4 = —а—и-ам. 
> 2 фе 2 
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Другой пруЕмъ, Возводя первое изъ данныхь ур—нй въ квадрать, 
умножая второе на 4 и складывая, получаемь 

(2-Н у) = а? -- 461, откуда «Ру = Иа 4. 

Таким образомъ предложенная система замбняется двумя: 

[я—у=а | д—у=а 

| =у=-Ия-Еам " | ау - Имам, 
изъ которыхь и находимь прежшя дв системы рфшенй. 

Ш. Рьийить систему 
эру а 

в у ==6, 

Возвысивъ въ квадрать 06% части второго ур— ня, имфемъ 2*—|-22у--у?—01; 
вычитая изъ этого ур— ня почленно первое, нмфемь: 22у == — а*, откуди 

У — а 
зу 

. фа 
Такихь образомь извфотны: сумма. © и произведене —2_ Неизвфстныхь 

ди У; слёд. < и у суть корни ур—вя 

а? 

ду: 
я—ы- 

Итакъ, имбемь дв системы рёшен!й: 

Ь-- ие — 2 „= иЕи 
по ый 2 

Ь— Иа — в о ия — в я у= "— 

Ту. Рьшить систему 
ау а? 

&-у =. 

Ршеше этой системы приводится къ предыдущей; ибо, положивъ у = 
получаемь систему 

ду", ау =Ь, 

откуда прямо можемъ написать 00% системы ршенй: 

6-Е Иа 
в 2 



=, и слдовательно и. 

ожно ршить эту систему еще такъ: замбчая, что’ 2—9 (2-|-9) (2—9). 
‘раздфливъ первое ур. на второе, найдемь ур. 

г @ 
ТУ 

_ Подобнымь же образомь рёшается система 

28 — у —а* 

ш-у = 

_ |. Система двухь уравненй второй степени съ двумя неизвъстными. 

ый Вообще, система двуль ур—нй второй степени съ двумя не- 
кь полному ур—нюЮ четвертой степени, 

Пусть данная система будеть: 

я Ноев 2.) 
а’ изу ву аа"... (2) 

Исключижь сначала у", унноживь ур. (1) нас, (2) нас и вычтя почлен- 
но одно ур. изъ другого; найдемь ур-—не 

‚ обозначивь каждый изъ коэффищентовь одною’ буквою: 

а --тау нет +40... 8). 
. Это ур—не, въ сочетанй съ однимь изъ данныхь, напр. съ (1), составить н 

_ вую систему, эквивалентную данной. Изъ ур. (3) находимъ 

ЕЕ $ ЕТ 

это значеше у въ ур. (1), получим 

(8 | пх + 4) виа и г 
сея Но же 



ак 5 же у Е 
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Освободивь это ур. отъ дробей, выполнивь вс вычислешя и приведя въ 
порядокъ, получимъ, вообще, иолное ур. четвертой степени: 

даа ва сара к 0... (4). 

которое, въ соединеши съ (3), составляеть систему, эквивалентвую данной 
Полное ур. четвертой степени (4) въ общемь видф, хотя и можеть быть ршено 
средствами элементарной алгебры, но обыкновенно не вводится въ кругь ур-- в, 
разсматриваемыхь въ низшихъ отдфлахъ алгебры; элементарная алгебра зани- 
мается рёшешемь ур—шя 4-й степени только въ нфкоторыхъ частныхь слу- 
чаяхъ, когда напр. оно биквадратное, или возвратное, или степень его пони- 

жается до второй; въ такихь случаяхь безь особаго труда найдежь четыре 
значеня для 2: подставивъ каждое изъ нихъ въ ур. (3), получимь четыре 
соотв тетвующия значеня для У. 

Такимь образомъ, данная система принихаеть, вообще, четыре рёшешя. 

Примъръ. Римить систему 

2 --22у — 8у — 62--18у—7=0... (1) 

22 — 5лу — 10уз — З&-- 9у-+7=0. .. (2). 

Исключивь У?, получимь ур—не 

2 — 102у-- 6%—18у--21=0. ., (3), 

__ 2-е # 
У— ев ^'`@). 

изъ котораго 

Подставивъ найденное для У выражеше (3’) въ ур. (1), находимь 

2 102--9=0,. . (4) 

ур— ше, составляющее съ (3) систему, эквивалентную предложенной. 

Но ур. (4) — биквадратное; рЬшивъ его, получижь для 2 четыре значеня 

Ж=1, д=Ь—1 4=3, М=Ь-3. 

Вычисливъ по формулв (3’), соотвфтствующия значешя у, найдежь, 

и=Ь и=2, и=ь и=— 1 

Итакъ, данная система имфеть четыре рёшеня: 

[2,=1 т 1 ] 23 =8 ты : 

ГА 2 ]и=1 

558. Когда одно изъ ур—нв разлагается на два ращональныхь множителя 
первой степени, то рфшеше всегда можно привести къ квадратнымь ур—мъ. 



сположивъ подрадикальное выражене по степеняиь 2, получихь, 

— 4аба? + 2е — саж е* — 44]; 

точнымь квадратомь при услови 

(в — 204) — (— 406) — 44]; 
скоро это услоше существуеть, значеня у будуть ‘рацщюнальны: 

ый 

в Р2-- 0 ель У изъ подрадикальнаго выражения; иифемт, 

Р— 6 — у Ребер 9е, 

д. ур. (1) можно представить въ видф с(у — У')(и— у") =0; сад. это ур. у 
‘удовлетворено, во-первыхъ, значеняжи хи у, удовлетворяющими урфню о 

— и ЕЕ 2+9 #5. (8), 

изъ нихъ составлена изъ ты 1-й ст. и ны 2-й ст., а 
шедеть къ ур—нвю 2-Й ст. въ 2, для котораго и получится 4 значешя; под- 

яя ихъ въ урны (3) и (4), найдежь соотвЪтствующйя значеня у. — 5 

>: х 
ПримърЪ. Решить систему 

2 — Блу -|- Зу*-- 3% —2у—5 =0, 

я-- зу— М 2— у6=0. 

Изь перваго нифемъ 

у—= ИЕ ЕЫ Е 
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Подставляя вифсто у его величину 2—1 во второе данное урн, полу- 
чаемъ: 2-2 — 6—0, откуда 2, =2, =, = — 8; а соотвфтотвующя значеня 
у =Ь и =—4. 

Для у 8 нифежь ур—не 2*—2%—94—0, изъ котораго 24=3,015 

и 2, =— 2,884; а соотв. значешя у: у, = 3,677 и у, =— 0,224. Итакъ 
данная система иметь рёшеня: 

559. Когда одно изъ ур—н@ однородно по отношеню къ 2 и У, можно 
пользоваться слфдующимь премомъ. Пусть, наир., ур. (1) $ 557 однородно, 
т.-6. приводится въ 

ай -|- бху-|- су = 0, 

то, раздфливъ вс его члены на У?, дадижь ему видъ: 

5\* Е 
а|= ь. 5 Не=0. унь-у+ 

Рьшая это квадратное относительно = урн, найдемь для отношеня Е 

С И ПРИ 
дна значения: 7—7, =, откуда 

==ту, х==ту. 

Комбинируя каждое изъ этихъ урн со (2), получимь двф системы, изл» 
коихъ каждая состоить изъ одного ур—шя 1-й ст. и одного 2-й ‘степени. 

ПРихфРЪ. Рьщить систему 

За? | 132у — 101 =0.. ,(1) 
217 -|- Зау — ура 5у— 34 = 5: 

Ур. (1) даегь: а у и х= -5у. Комбинируя первое изъ этихь 

ур—нй со (2), находижь два рёшен!я 

Ж =2, уу =3 и 4, 6. 

Ршая систему, образуемую ур—мъ (2) съ х = — бу, находимь еще два 
рвшеня 

2, =5, у 1 и =—5 и=1 

Не остановливаясь далбе на этихъ частностяхъ, не имфющихъ, къ тому 

же, большихь приложен въ начальной алгебр, перейдемь къ рёшенио н%ко- 
торыхь замфчательныхь простыхь системъ, часто вотрёчающихся въ прило-› 
женяхь. 
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р уб—а, зу =. 

_ Умноживъ второе на 2 и сложивъ съ первымъ, а потомъ вычтя изъ пер- 
ваго, находижь 

2-- 2ху + уз—а-- 26, или (#-- у) =а--%. ..(1) 
и 2 — 2ту -- у =@— 25, или (2—9) =а—125. . .(2). 

Изъ урн (1) и (2) находимъ 

ау ВИа — «-у=-уа—8 
Отсюда, складывая, а потомъ вычитая, няфемь, 

ВоВ ели 1 ива 2 - 
аа Ув— 35, у Уа-Е 25 ==Уа = 85. 
Комбинируя знаки всевозможными способами, получижь четыре значеныя 

для 2 и столько же для у; чтобы изъ нихъ составить системы рфщенйй, удо- | 
влетворяющихь даннымь ур—мъ, достаточно замфтить, что произведеше 2 на У, 
въ силу второго ур— ны, должно давать 6. Легко убфдиться, что это требова- 
ве будеть выполнено, если въ формулахь 2 и У передь первымь радикаломъ 
возьмемъ одинаковые знаки, а передъ вторымь противоположные. Такимъ обра- 
зомъ получимь 4 системы рьшен!й: 

| ще Иа-Иа а, [Иа — Уа—2] 

о [изнИзеа-уатзы | и-ниярьние = 
| %=5[- Иа % Уч 35 | «= Иа = 
| и=ь Иа-Иа 8 | и Иа, 

Другой спосовъ. Возвышая въ квадрать второе данное ур., замфняемь 
данную систему болфе общею 

ж--уз=а, 28—5. .. (4) 

Зная сумну @ и произведене 5? количествь 2? и у?, найдемь ихъ какъ 
корни квадратнаго ур— я 

2 — а 0: 

НИ и 
Извлекая квадратные корни, получимь: 

+И+И НИЯ, ч -И:-Ит- 

и 
У: ва 

а . 
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откуда легко составить прежня комбинащи соотвфтствующихь значенй 2 и у. 
Легко ихъ привести къ прежнему виду. Возьмем, напр., формулу 2 и приложимь, 
къ ней преобразоваше сложнаго радикала 

ле цузенуе 
имя 

АЕ ВЕИЫ, А-В. 
Найдемь 

-у; 
Такимь же образомъ преобразуежь и у. 

в --НУ РИ. 

561. Ришить систему 

2*-|- 2ту -- у? — ас — ау=0, 1% — Зау -- у? — Ну =0. 

Эту систему можно написать въ вид: 

(#-- у)‘ —а(=-РУ=0, (#—у)—И2—у=0, 
ИЛИ: 

(#-у@-у—@=0, (#—у@е—у-=0. 

Ршеше данной системы распадается на четыре друмя: 

[а-Ну=0, |= у=0, #—у=0, #--у—а=0, 
]2—и=0, \=—у—8=0, \хур—а=0, ]2—у—6=0, 

| . У — 

Ш. Системы уравненй второй степени болфе нежели съ двумя неиз- 
вфетными. 

изъ которыхъ получаемъ: 

[250 [*= к 

| 0 |„. —? 

562. Приизвръ 1. Рющить систему 

2(#-Ру-- 2) =а*, уе-ру-- 2) =, де -ру-- 2) =. 

Складывая и вынося за скобки 2--у-- 2, получаем 

(е-у- аа, откуда 2-у--2 = УИа-Я-а. 



ж * — 589 — 

Занфняя въ каждомь изъ данныхь урн 2--у--2 его величиною, по- 
лучимъ двф системы ршенй, взявъ передъ радикаложь сперва -|-, потомь — : 

а? — а 

утТира “—утрытя 
И —_м 

У —уврытя 1 | ’—ужрита 
2 .- — = С . 

| “ужфыра Уи 

563. Прихъръ П. Риммить систему 

а-уее () умно (2) ифауна... 06) 
Вычитая (2) изъ (1), находимъ 

(#— у) (2 )—##—у=0, ви #—уе-фу—д=0. 

Данная система распадается на дв: 

#—у=0 (2) &-у—в=0 (3) 
у-Наа=е (2) и У-а=е © (2) 
21 -|-зу=а (3) --ху=а. (3) 

Рьшимь, напр., вторую. Приравнивая значеня 2 изъ (3) и (2), получаежь 
р 

е-ру= о» или 2% --уй--ау=е, наи (2--у)* — зу ==е, 

или, такъ какъ изъ (8) нифемь #-Ну=а, то 

#* — пу=с. 

Это ур. вфств съ (3) даетъ 

а-с а+8 а—в 
2 -Е6, откуда 2 И“ вау с“ 

Такимь образомь # найдено; для опредфленя 2 и У замфчаежь, что из- › 

вфстны: сумма 2-- у, равная &, т.-е. у и произведеше ху, равное 

че * бл. 2 и у опредвляются какъ корни ур— я 

КЕ. хе, 

с__ =Иа-е=И5е —За, 
23 

ТЕНИ 
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_ Каждое значене 2 даетъ намъ двЪ системы значенй 2 и У, ибо 2 безраз- 
лично м. 6. взято равнымь Х’ или Х”, и слёд. У равнымь Х” или Х’. Итакъ, 
получимь 4 системы р®шенй: 

ае =у“+ 

Уа- е+И5е— За 
22 

— Иа е—И5—3а 
22 

2 

у 

"=—] Е 

— Иа-е- И5е — за 
22 

а 
292 

Ту. Системы уравненй высшихъ степеней, приводимыя къ квадратнымъ. 

564. Примърьъ 1. Рюшить систему 

#у=1. .. (1) 2'--уз—=1343. .. (2). 

Возвысивъ ур. (1) въ кубъ, находимъ 

2 -- уз’-- За (#--у) =4913... (3). 

Это ур— не общфе ур— ния (1); именно, мы знаемь, что если обозначить одинъ 
изъ мнимыхъ кубичныхь корней изъ 1 бюквою а, то ур— нию (3) удовлетворяютъ 
значешя 2 и У, повфряющия каждое изъ урн: (2--у)=17а, #-Ну=1792, 
2-- у = 1708. Но если мы замфнимь въ немъ 2-- у числомъ 17, то этимь мы 
выразимь, что корни его удовлетворяютъ ур— ню (1), и слёд. паразитные корни 
будуть устранены. Итакъ, замфнивъ въ ур— ни (3) х--У числомъ 17, подота- 

- вляемь вмфсто него ур-— не 2? у 512 = 4913, или, въ силу ур— ня (2): 

51жу = 4913 — 1343, или зу=170. 

Зная сумму и произведеше 2 н у, найдемь эти количества, какъ корни 
квадратнаго ур—вя 

и — 17и--70 = 0, 
- откуда: 

10; или <" —=10, у'=7Т. 

Кромф того, данная система имфеть третью систему рЬшенй, образуемую 
безконечными и противоположными по знаку величинами хи у. 



- 1843, или, замфнивь 2-- у числом 17: 

я —зу-у=179. } 

(#-- у) =79-Зжу, или 289 —179 -- З2у, или ху == 70. 

1 . 
Далфе вычислеше окончивается какъ выше указано. 

565. Примъръ П. Ришить систему 2 

2 ау... (2) 

_ Возвысивъ въ пятую степень 06% части ур— я (1) и ̀ сгруппировавь извфст-_ 
нымь образомь члены, получимь: 

а -- уз бау(а* Е у) поуже) =4^, 

«-у=а.. 

наи 

аи овуа--у'— зе-Нузу-- ое ауи". 8) 
Это ур. не эквивалентно (1): если обозначимь буквою @ одинъ изъ мни- 

мыхь корней 5-го порядка изъ 1, то ур-ншю (3) удовлетворяють корни каж- 
даго изъ уравненйй: 

р р 

2 у=аа, --у= аа, «-у==а2з, «-- у=а0\, «-Ну==аа?. 

Но если мы замфнимь въ немь 2-- у количествомь а, то этимъ самым — 
изъ него рфшешя четырехь паразитныхь уравненй, и останется 

23 уз 5а2/(а*— Заз) -- 10424) —=а.. . (4). 

которое со (2) образуеть систему, эквивалентную. данной. 

Ур (4) жожво представить въ видь 

а ба(ху )# — ба лу) | а* — 5—0. 

т Будучи квадратнымь относительно ху, оно дасть два значешя ддя 2: | 
_ каждое изъ нихь комбинируемь съ ур—мъ х--у—а. Такимъ образомъ полу- 

_ чимъ четыре системы рфшенй; пятую систему составять значешйя хи У 663: 
_ конечныя по величин и противоположныя по знаку. 

ы х _ 566. Приязръ Ш. Ришить систему 

а-ру-аа,..) аи ая...(2) аи 
: $ 

4 57 
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Возвысивъ 066 части ур— ва (1) въ квадрать, получаень 

аура -- (ау - хе -руг) = а? 

или, по причин ур—вйя (2): 

зу уз=0.. . (4) откуда зу=— =-Р у)... (5). 

Возвысивъ ур. (1) въ кубъ, получим: й 

28- (#--у)®-| 32 (=-уде-ру- а) =а°, 

‚ или, принимая во внимане ур— ша (1) и (3): 

Зау(я -- у) Заг(#-- у) =0, 

й, въ силу соотношеня (4), 

ту(2--у) — алу=0, пли хух-у—фа)=0.. . (5). 

Это ур—не требуеть, чтобы было: или 2у==0, или 2--у=а. Есл. 
1—0, то должно быть: или 2==0, или у—=0. ур— не (4) дастъ у2= 0 
Слфд. необходимь еще, чтобы было: или —0, причемь при у=0 
будеть 2==а, а при 2==0 ижфемь у=а. Итакъ имфемъ систему 

#=0, у=0, ха; 
я'—=0, у—а, #’=0. 

Если х--у==а, тогда 2==0; и по причин (4) нужно еще, чтобы было 
д==а и у=0; или 2 =0 и у=а. Отсюда третья система ршенй: 

ата, у"=0, #"=0, 

Иначе, необходимо и достаточно, чтобы два изъ неизвфстныхь были нули, 
а третье а. 

567. ПРимзРъ [\. Рюшить систему 

аи= уз, з-уа-ри=а, 

арии, ии. 
Примеиь за вспомогательныя неизвфстныя: произведешя хи ==у2 =4, и 

суммы -Ри=Ёиу--2==0. Такижь образожь прямо получииъ; 

Рога. ..()  Ви-чеи... (2) 
пе =а... 0) 

Выразивь 9 изъ урны (2) и подставивъ въ (3), нифемъ 

4 о) — 4 пей фм ее) 42, 



воз авео) (ея) — 4, 

Подставивь сюда вифето #-|- 5? его величину а* — 25Ё, выведенную изъ 
(1), и обозначивъ ©ё буквою $, для опредфлешя $ имфемь ур— ню 

4$ 4(а* -|- 63) 5 | 401 — (а*-|- 63) =0. 

Найдя корни 5’и У” этого ур., найдемь би # изь ур—нй 

Х:—ах-- 9—0, — Хех" =0. 

Первое дасть для би # систему ®'’, {; второе—систему ©”, #; изъ урны 
(2) найдемь соотвфтствующя значешя для 9: 9’и 9". Наконець, найдемь дв 
системы значешй для 2 и м изъ ур—вй 

№—Рх-9=0, Х№— ха" =0, 

и дв соотвфтетвенныя системы значенй для у и 2 изъ ур—нй 

У — т--9’=0, У — а’ =0. 

568. Примзръ У. Рёшить систему 

да у — ду а(х--у*... (По Еф у= Ей. . . (2). 

1-й способъ. Помноживъ (2) ва 4 и сложивъ съ (1), получимь: 

(#-- у)“ — 15 = (@--46)(#--у)*. . . (3). . 

Положивь 2--у=и, жу==®, дадимъ ур—мь (2) и (3) видъ 

(и? — 4%) = ий, ий — 155 — (а-|- 46), 

исключив м°, получижь квадратное ур. относительно %. 

2-й способъ (неопредфленныхь козффищентовъ). — Помножижь ур—вя (1) 
и (2) соотвфтственно на неопредвленные коэффищенты \ и №, затфиъ опред- 
лимъ \ и такъ, чтобы первая часть новаго уравненя, которое однородно по 
отношению ‘къ 2 и У, дёлилась бы, какъ и вторая часть, на 2-|- у. Эта пер- 
вал часть, очевидно, есть 2(2‘-|- у — 239?) -- 12у(2— 9); и какъ она должна 
быть нулемь при замфнё въ ней 2 количествомь — У, то имфемь услове: 
\ —44=0. Можно взять м равнымь 1, тогда \ =4, т.-е.: чтобы выдфлить 
множителя 2--у въ первой части новаго урн, нужно помножить на 4 00% 
части ур— ня (1) и сложить со (2). Найдемъ: 

(#-- у)” -- 4у* — 7ау) = (Ча -НВ)(е-Е у): 

итакъ, множитель (2-|-у), и даже его квадрать, обнаружень въ первой части 
предыдущаго ур— я. Приходимь такимъ образомь къ рёшеню системъ 

2--у=0, = зуе— у) = Ме у) 
4 -|-9*) — Тау = 4а--Ъ, зе - уе 

38 
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о каково д. 0. соотношеше между № и р, чтобы полиномь (3) дфлился на #—у. 

Е У. Для ше второй | полагаем НЕ 
2 у? и 2 въ 8 и Ё, и подота- У 

вляя ихъ въ оба предыдущя урны, получаень два ур— вы въ зи кото 
ыя рёшить не трудно. 

569. ПРимвръ УТ. РЬшить систему: 1 

(и -Руе--у = ау“)... арии — За =Бая-Ну)...(2) 

Множа данныя ур я соотефтственно на Х и и складывая почленно, | 
находимь въ первой части полиномъ 

Же -узае-р ии — 32991)... (3), в: 

Опредфлимь Х и р такъ, чтобы полиномь (3) дфлилея на 21 -|- у: раз я. 
сматривая 2°-|-у* какъ произведеше комплексовь х--уй, х— у, посмотримь, = 

Для этого надо, чтобы результать подстановки 3! вибсто 2 въ этоть полиноь = 
быль нулемъ. Находимь услове: 2А--5р =0. Подстановка 2 -|- Уй дала бы _ >: 
тоть же результать; слЪд., при \ ив, удоваетворяющихь этому условю, п- = 
линомь (3) раздфлится на 2°--у*. Можно взять, напр. \=5 и р=— 2. 
Итакъ, умноживъ ур— ня” (1) и (2) соотвфтствеяно ва 5 и —2 и сложив ихъ,. 
получаемь 

(ру) [3-Е у) - 529] = (ба — 26а у). 

Вопросъ приведень къ рёшеншю двухь систежь: ь ма 

„о афисалуеыачни), ии м 
1 -|- у* — Заз — (2-9), 3(а*-|- уз)-|- 5ху = 5а — 25. а 

Первая система даеть: х=у=-0. Для рЬшешя второй полагаемъ: 
#--у=м, зу=о, и выражает 2 -|- у? ин ау! черезь м и 0; такимь — 
‘обр. получаемь два урн 

2 — 29 —Бо— 0—0, Зи —ю=5а— 35; 

‘исключивъ изъ нихъ ©, найдемь биквадратное ур. въ м. 

ТЛАВА ХхХхХУуШш. 

Уравненй: ‘кубичное и четвертой степени, 

Рьшене полнаго кубичнаго уравнен!я. 

570. ̀Выводъ формулы корней. Всякое кубичное рак дрлешемь ва ко- 
р при а* всегда можно представить въ видв. 

ааа 6—0. ыы 



2 к "У. ее "А : 5 > а 

Въ такомъ ур: всегда можно уничтожить членъ съ квадратомь неизвфотнаго, 
тБиъ самымъ премомъ, какимъ уничтожали второй членъ въ квадратномъ ур—вуи, 

_ Въ самомъ дфл, подставивъ вместо 2 въ наше ур—ше у--й, гдЪ у—новое не- 
извЪстное, а  — пока совершенно произвольное количество, и расположивъ 
члены по степенямъ у, найдемъ * ; 

9 - (3% -- аду + (318 - ай Бу рае 

Пользуясь неопредфленностью количества й, распорядимся имъ такъ, чтобы 
коэффищенть при обратился въ ноль; именно, положимь 3#--а=0, откуда 

$: подставивъ въ послёднее ур—не -3 выЪото й, и похоживъ для крат- = 
кости 

аа ь реза ено 
получимь ур-—не ; { 

у-ва =0.,. (1) м: 

которое и будемъ очиталь нормальною формою кубичнаго: ур ня. 

Чтобы рёшить это ур—ве, положим 

у=и-но, 

тд м и © пока произвольныя количества, связанныя только однимь услошемъ, ы. 
что сумма ихъ даетъ корень ур—ня (1). Подотановка, въ это ур —не дасть 

(ие - ри 5) +а=0, 
или 

мии о) (р-- 3) +9=0.. . (2), 

е, одно ур-не съ двумя неизвфстными, которое, поэтому, иметь безчислен= 
ное множество рышен!: давая › какое-нибудь частное значене, получимъ ур, 
съ неизвзстнымь м, которое дасть соотвЪтственное значеше этого неизв стнаго. 
Изъ безчисленнаго множества, способовъ удовлетворить этому ур-нно выберемь 
слфдующ, которымъ вопросъ приводится къ ршенйою квадратнаго ур—ня и 
двухъ кубичныхъ. 

Обратимь въ нуль членъ, (и-- о) (р-|-Змо). Въ этихъ видахъ нужно поло- 
жить либо и-- о—=0, либо р-- Зи — 0. Но первое невозможно, такъ какъ въ этомъ ыь 
случа% было бы и у—0, и ур—не (1) обратилось бы въ 9=0, между тВмъ какь 

р. 
4 отлично оть нуля. Итакъ, должно положить р--Зие=0, или мо=-— 3° сад. — 

ур-не (2) дасть “-- =— 9. Такимъ образомь рьшене ур— шя (1) мы 
привели къ рёшенйо совмфстныхь ур—нй - 

найдя отсюда и м о, останется внести ихъ значешя въ формулу у=и--®, кото- 
рая и дасть у. 

Чтобы рЬшить систему ур—инИЁ съ неизвъстными м и ©, возвысимъ первое 
въ кубъ, такъ что получимъ 

в.в, ии =Ь-фа, : 

откуда и? и 3 найдемъ какъ корни квадратнаго ур—Шя у. 

в4е-й 0... 8) 
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которое называется резольвентомь (разрьшающимъ) ния (1)*); одно значе- 
ню Е дасть 2, другое 5%. Такимъ и ршая © адин 

м ++У+Е.. 09 "= 1 УЕ, 2-0 

и слёд. у, равный и -|-®, будеть 

. (6). 

Въ этой формулЪ, называемой формулой Кардана, и заключается рёшене ку- 
бичнаго ур—ня. Назваше Кардановой присвоено ей вслдстве того, что впервые 
‘обнародована была этимъ ученымъ, въ 1545 г., но найдена была Тартальсй; 
впрочемъ, есть основашя къ предположению, что ршене кубичнаго ур—нйя най- 
дено было еще ранфе, въ 1505 г., Сцитёономь Феррео. 

Въ правой части ур—ня (6) указана сумма двухъ кубичныхъ корней, Но 
мы знаемъ, что кубичный корень изъ даннаго числа имфемъ 3 различныхь зна- 
чения; слагая каждое значение перваго куб. корня съ каждымъ значешемъ 2-го, 

. мы, повидимому, должны найти 9 значенй для у, тогда какъ ур—ше 3 степени 
не можеть имфть больше трехъ корней. Но это такъ и есть. Въ самомъ дфлф, въ 

2 силу ур—Шя ш=— 2, ии нужно комбинировать въ тажя пары, чтобы про- Ч у УР: 3 гр 

изведене ихъ давало — Эти пары можно найти такъ. 

Если правую часть ур—шя (4) назовемъ для кралкости Аз, то три значеня 
и, опредвляемыя кубичнымь ур—мъ 8 — Аз, будуть 

1 =А, \=0А, 43 = 0А, 

гдВ А есть одинъ какой-либо изъ кубичныхь корней числа Аз, & ® и в —два 
р кория изъ 1. Точно также, если т часть ур-—ня (5) на- 
зовемъ В, и одинъ изь кубичныхь корней числа В? `назовемь В, то будем 
имАтЬ 

1 =В, в=оВ, — 098. 

Если, теперь, одна пара, значешй и их, дающая въ произведени — бу- 

— деть А и В, то другою парою будеть: ФА и «В, потому что произведеню 

«А . В ЗАВ = Ав=—1, ибо «3 —1; третья же пара будеть «зА и «В, ибо 

©3А . оВ = «АВ = АВ—= — Легко видфть, что никаюя друйя сочетая не 

дадуть въ произведени —Р, и сл. доажны быть отброшены. 

Итакъ, три корня кубичнаго ур— я (1) будуть 

У=А+В 
у" = А + «В 
ИА -- В, 

тдВ Аи В суть два кубичныхъ корня изъ АЗ и Вз, произведеше которыхъ да- 
р ет — 5. 

*) Резольвентомь даннаго ур—вя называють ур—н!е, обладающее слфдующими 
свойствами: 1) корнижего могуть быть найдены; 2) разъ эти корни найдены, можно 
вычислить и корнизданнаго. у 
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571. Примарь. Решить урн 29 122-163 —0, 
Положивъ #=и-- т, имфемъ ах ы 

ми (и о) (ие 4) + 63 =0. 

Положивъ м0 --4=0, или и — — 64, имфемь и -- 3 —— 63. 
Слфдов., и? и 03 будуть корнями ур-шя @ -- 63: — 64 =0, изъ которало 

#1, = — 64; сад. м=1, я=— 64, 
'Итакъ: з 

и =1-4=—3, 

а 

и 
Примптчаще. Вышеизложенный методь рьшешя кубичнаго ур—вя, принад- | 

лежалий НиЧЧе, примбнимъ ко всякому кубичному ур—нйо, будуть ли коэффи: 
щенты ри 4 числа дЪйствит. или мнимыя. 

572. Изсльдоване корней кубичнаго ур—Ня для случая, когда ноэф-_ 
фищенты риа дъйствительны. —Нужно раздичаль 3 случая, въ зависимости оть 

знака количества “;- | 57 ао 

$ Фо. Въ этомъ случав У Фе = — количество дЪйствительное, р у 

слЬд. м? и 03 также дЪЙствительныя количества, а потому для и их существуеть — р 
по одному дЪйствительному значеню: назовемъ ихъ А и В. Такъ какъ произве. 

деше ихъ даеть —, то они образують пару; и если замфнить ® и и? ихъзна- — 
чешями, то получатся слёдующя 3 значеня для а: БС. 

РАВ, 

аи Ао Вы = АВ (А ВУЗ; 

Е 1 

Значеше х’ — дБйствительно. Что касается двухъ остальныхъ значенй +, то. 
они—мнимы и притомь сопряженны, такъ какъ А — В не есть нуль; иначе АЗ и 

Вз были бы равны, что противно условно. Итакъ: хода ео, одинь ко- 

‘рень урр—нёя 23 -- ро + 4==0 дъйствителень, два друце—мнимые сопряженные. 

И. Когда Ао, 3 и 53 дБлаются равными, слёд. и ХПотвительный 
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к А какъ А =В, то. два друМе корня, также дфЙствительные, равны между 
собою: 

х з/Етка 
ИН 8 : ГА У 5 

'Итакъ, в5 данномь саучат‹всь три корня кубичнаю ур—шя дъйствительны, 
причемь два изь нить равны между собою. 

в ШИ о. 'Такъ какъ т есть количество положительное, то данный 

случай требуетъ, чтобы р было количествомь существенно отрицалельнымъ, и. 

численное значене эт было бы больше т Въ этомъ случа 9 и 3 предста- 

валяются подъ видомъ мнимыхъ сопряженныхъ выражен, А и В также—мнимы, 
слфд. всф три корня, выражаемые Кархановой формулой, являются въ форм 
сложныхъ мнимыхъ выражен. Но легко видЪть, что возможно такое’ кубическое 

ще, всв три корня которахо были бы дЪЙствительные и неравные между с0- 
ю. "Таково, напр., кубичное р (#—1) (2-3) (&—7) =0, корни котораго: 

2 =1, = —Зиа” —=7 — дЪЙствительные и неравные. А какъ изъ двухъ раз- 
смотрённыхь случаевь въ первомъ только одинъ корень дЬИствителень, а во 
второмъ, хотя всё корни дфИствительны, но два изъ нихъ равны между собою, 
10 нужно ожидать, что дфИствительные неравные корни доджны получаться имен- 

но въ случа Ио, хотя формула Кардана и даеть ихъ въ вид® мни- 

мыхъ выраженй. Въ самомъ дфаль, можно показаль, что мнимость эта, — только 
кажущаяся. Пусть будуть 

а{ы, а+.о, а{+ м. 

три мнимыхъ кубичныхъ корня изъ #9. Такъ какъ 03 есть выражен мнимое, 
ео выражению из, то по $ 429, примфчаше, кубичные корни изъ 9 

удуть 
а—ы, а—5ь, а-м. м. 

_  Сочеталь значешя перваго ряда, съ значешями второго ‘нужно такъ, чтобы 
произведене сочетаемыхъ значешй было дЪйствительно; сл%д., можно а Е 8 с0- 
четаль съ а — 6, и такимъ образомь три значешя 2 будуть, 

= Ва 
(| 2" = Ао В = а 03, 

2" — Аи? - Ви —=—а— 3; 

всв они—дЪИствительны. КромЪ того, легко вилЪть, что Въ числ® ихъ н®ть рав- 
ныхъ, Во-первыхъ, нельзя положить 2а==—@=+ ЪУЗ, ибо отсюда, послфдовательно 

имфли бы: 6 = =аУ3, Аа (1-53), и А3— а (1 =7ИЗ)8 — равенство невоз- 
‘можное, потому что первая часть, по’ предположению, мнима, вторая же есть число 
"дВйствительное. Затфмъ, нельзя имфть —@— ВИ: —а--ЬУЗ, ибо отсюда-вы- 

о шло бы 6—0, что невозможно, такъ какъ мнимое количество иЗ не можеть 
имьть дьйствительнато кубичнаго корня ($ 429, 11). Итакъ: 

> оба ТЕ <, воь три корня урн а9--иг + 4 — О--числа: дтйстин- 
тельныя и неравныя. 

Вычислене корней нубичнаго ур— ня. Формула Кардана иметь весьма су- 

‘щественные недосталки. Во-первыхъ, въ случаЪ т ых ря >> 0 дёйствительный `ко- 

‘нь выражается посредствомъ радикаловъ даже тогда, когда онъ соизм®римъ. 

‘акъ, если взять Эйлеровъ примръ, урн 21 — 64 — 40 —0, то дфйетв. корень 



‘по формуламъ (7), то пришлось бы рЬшить кубичныя р того же вида = 
и предложенное; ихъ дЪйств. корни, какъ и у даннаго ур—шя, были бы 

жнены мнимыми количествами. Поэтому блучай этоть и назван ме 
‘мымь. Но если мы предложимь себф вычислить корни тригонометрически, то | 
значешя 2 легко будеть получить ож логариемовъ. Итакъ, рушимь 

ур ве тригонометрически, въ предположени + < Здфсь р количество 

ь ущественно отрицательное; если буквами р и 4 обозначить абсолютныя величины 
июня то ‘ур—не будеть 

9 ру=ч=0, 

тд уже знаки окончательные, и 

рьшешя ур-шя съ + передъ 9 положимь у=и. зу, тд ки и 
и ыы будеть (по ыы “на 93): & Г Е те 

зи. зи =0. ..® 

_Какъ скоро можно будеть для ти? == дЬЙствительныя еличины удо- 
‘влетворяюния этому ур—Н!о, то`вопросъ будеть рёшенъ, ибо извфетно будеть. 

. и у—зш р. Но такя значешя г и ф найти не руно. Взявъ формулу, связывал 
ющую синусъ тройной дуги съ синусомъ простой: 

я : 
зан Зву Тиз =50: 

‘усматриваемь, что ур—н!е (3) будеть, ‘удовлетворено, если взять 

ы 

ча = и а д.33. 

Первое изъ этихъ ур—ШЙ даеть значеше г: 

г=2 8. . ©. 

'Изъ второго имфемъ 

В. ВСВ эп 32= 8 = (10), 

я "изъ даннаго услошя имфемь 274 < 4рз, то зтЗз выражается прави: А 
, и потому всегда можно найти уголъ 35, котораго синусъ И (1 

и разомъ извфстны будуть ги т, а сад, и у. Но оринАходый синусъ 
в множество угловЪ: в острый уголь 8, ), а зат, 

ОА Зе Е ры 
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а слВд. для $ будемъ имфть у и затвмъ 

=—й 3—8 ‚2-8 48 
СВ АТИ 

‹ Но легко видфть, что различныхъ значешй для у получится только 3, 

„в 1 И р $ 
и=". 8, =". 86% 3) % — (0+3, 

. 

У. чо „33. (3), = зу}. (+). 

Итакъ, вычисляемъ острый уголь # по формулв (10), беремь его треть и 
вносимъ въ послфдн!я 3 формулы, которыя и дадуть искомые 3 дЪйствительныхь 
корня. 

:) Въ случаф ур-ня \ —ру—4==0, найдемь для г ту же формулу, а дая 
угла } ур-не 

; Ед 

0—4 

откуда для 3? найлемъ отрицательное значеше, слфд. и корни получатся по аб- 
солютному значенйо ть же какъ и прежде, но знаки ихъ будуть противоположны. 

Примзръ. Рёшить урн уз — З9у -| 70 =0, 

р Въ данномъ случа р — 39, 4=170; слёд,, *=213 и в 3? = у 

Таблицы дадутъ 

10р 3 3 —9,8731629, откуда Зр = 48018/22/",77 
и сл5д., 

—16%/7”,59, 

= = 
в®—з3 = 43053'52'',41 

60 : = 7667,59. 

Найдя въ таблицахъ логариомы синусовъ этихъ трехъ угловъ, также 105», 
получим 

106 у! —0:3010299, и; 
0,8999700, ° у=--5; 

105 (—и:) =0,8450980, и 7. 

Повъзркл, Для повфрки достаточно сложить корни: сумма должна давать 
ноль, что въ данномъ случав и имфетъ мъето. 

Указанный способъ повфрки основывается на соотношени между коэффи- 
щентами и корнями, къ разсмотрёнио котораго и переходимъ. 

. 573. Соотношешя между коэффищентами и корнями кубичнаго ура- — 
$ вненя а2*-|- 62° -|- с2--а=0. 

Такъ какъ кубичное урн имфеть 3 корня, то его можно представить въ 



7 _ Т.-20. сумма вобхъ корней — Ану сь ‘обратнымь знакомъ частному оть раз- ^ 
ДленГя второго коэффищента на сумма парныхъ произведешй корней рав- 
на частному имъ раздфленя третьяго коэффищента на первый; а изведеше 
всЪхъ корней —= минусъ частному оть раздфлешя послфдняго ищента на, 
первый. Функщи корней, здвсь разсматриваемыя, относятся къ такъ называе- 
мымъ симметрическимь функцьямь, характеризующимся тВмъ свойствомъ, что 
величина такихъ функщй не измфняется оть перестановки входящихь въ нихъ 
буквъ одной на м другой, послфдовательно, комбинируя ихъ попарно, Легко, 
въ самомъ дфлф, провфрить, что ни величина, ни знакъ этихъ функщИ не пере- 
мфняется оть перемфны 2; на 2, г, на 2; ит. д, 4 

Рьшеше полнаго уравнен1я четвертой степени. 

574. Предложено было ивсколько способовъ рёшешя ур—шя 4-й степени; 
_ и во всъхъ этихъ методахъ нахождене корней ур—н!я 4-й степени зависить от 

‘предварительнаго рьшешя кубичнало уравнешя. Впервые общее рёшеше ур—шя 
4-Й степени найдено было ри, ученикомъь Кардано, и это рёшеше, равно 
какъ и рёшеше, данное Декартомь, приваддежать къ простьйшимъ. 

575. Способъ Феррари.— Чтобы рЪшить урн 

` рай ей пез =0, 

придадимъ къ объимъ частямъ (а -{- 5), вслфдстве чего найдемъ 

ее раз (ааа (г зае-н (аа, 
и опредфлимъ а и такъ, чтобы 1-я часть сдфаалась точнымъ квадратомъ н%ко- 

тораго тринома 22 -- фе. Сравнеше коэффищентовъ покажетъ, что это бу- 

деть достигнуто, какъ скоро будуть удовлетворены ур-—шШя : 

д аа, дат 26 и Мы. 

Исключая а и Ь, получимъ для опредфленя ). кубичное уравнеше 

88—44. 9-2 (7 — 48) — 5-48 —0, 

‘которое всегда, какъ извфстно, имфетъ, по крайней ны одинъ дыйствительный 
корень; найдя этотъ корень, мы будемъ знать а и 6. Такимъ образомъ найдемъ, 
‘уравнене 

арг ат 0, 
‘откуда 

реа, 



ПримфрЪъ. Рьшить уравнеше 24 — 223 —5а8 | 10% —3=0. 
‚ Придавая къ обфимъ частямъ (а2-+- 6/2, найдем 

ая — 223 -| (а — 5)22 + (6 5) 5—3 = (а2-- 5}. тет 

о Приравиявъ первую часть (22 —2-| ), сравнешемь коэффищентовь при. — 
. ры» степеняхь = получимь у 

@—6—2), @4&-{5=—\, —3—=м, 

откуда, искаючивъ @ и В, имфемъ 
ео 

у 28-58 —Ф—1=0; 

‘испытане {1 и —1 покажетъ, что 

2—4, 6=—4, И—=4; 

— 1; отсюда 

такъ что можно положить 

(#—2—1= (2—2), ши а —#—1=4(%—2). 

Рьшая полученныя два квадратныхь уравненя, нифемъ 

18409, &=168-, «= Саи), изС1-и8._ 
р 

‘576. Способъ Декарта.—Въ 1637 году Декарть даль сльдующий и. 
‘рьшешя ур—шя 4-й степени, подобно щен основанный также на спо- у а 

_ 606% неопредваенныхь коэффищентовъ, имъ же изобрфтенномъ. Освободивъ оть = 
`кооффищента 1 при а4 и оть члена съ кубомъ т, т.-е. приведя ур—не къ виду 

о ‹ Че рае феи: ; ы 

АЕ что оно рьшено и что первая часть разложена на двучлении 
и. Если соединить эти множители попарно, то можно предбтавить 80% 

_ первую часть приведенною къ произведению 

(2 -|- тг +5 п) @ тт |”). 

’ Приравнивая коэффищенты при одинаковыхь степеняхъ 2, ‘найдемъ для опре- 
д неопредфленныхь коэффищентовь т, я, т’, я’ ур—вя 

.. (0 тт’ тир. . .@) ты. . . 3) т=к. . . в). з 

| { ’— —т въ остальных ‘ур—ня, получимъ . 

— тр. . . 6) т(п'—п)=9.. 

`Изъ (5) и (6) иувемь 

-® те... 



| : т 

ее 5]=5 
Зах $ АА 

к . тб -- 2ртй -- (р? — 4%)т —Ф=0, 

у третьей степени отн. 2?. Решивъ это ур.,найдемъ т, а затьиъ т’, ти ’, посяВ 
чего останется рфшить два квадратныхъ ур—н!я: аа -те--в-=6 и 28 - т'=-- 
+ *'=0, которыя и дадутъ 4 искомыхъ корня предложеннаго. 

Примъръ. Решить ур— ве: 2% — 128 215—10=0. 
я Поступая указаннымъ образомъ, найдемъ, что разрёшающее кубичное ур. 

будеть (положивъ 2 = 2): : 

2 — 242 | 1842 —41 =0, 

_или, положивъ для уничтоженя члена съ 22, 2 =й-- й, найдемь * 

8 — ВК--1=0 и А=8. 

^_^ Это куб. ур., очевидно, имфеть корень &—-+ 1; слфд. 2—9, откуда т=ч+ 3: 
_ Взявъ т 3, найдемъ т’ = —3, „= —5, я’ = +2. Такимь образомъ, квадрал- 

_ выя ур—Шя, на которыя распадается данное, будуть ы 

2+ 3#—5=0 и 2—32+2=0. 

Рьшая ихъ, найдемъ всЪ 4 корвя предложеннаго ур—шя: 

м-ТЬ ча, аз [-- 8+ И], в.=з[-8-®].. 

577. Соотношеня между ноэффищентами и корнями уравнемя 4-й сте- 
а 4-й степени имфеть 4 корня, слЪд. его можно представить’ в 
юрм 

а(х —т,)(х — аут — т) — 21) =0. 

Раскрывъ 6кобки и сравнивая съ даннымъ ур-— мемь, 

аая р ваз ст + 4 ре =0, 
найдемь 

ааа тан, 

ата з- еиез - т ту На ад : 

а 
зат: --итил Раки Рау — а’ 

е 
Чу 

Таковы соотношешя между коэффищентами и корнями ур—иы 4-й степени, 
Легко замфтить ихъ аналопю подобнымъ же свойствамь для ур—нй квадралнаго, 
и кубическаго, и нетрудно выразить эти соотношен!я словами, * т 

БУВ Торе: НО ‘ослкомь урны сь дюбствителныхм коодрищениони 
мнимые корни втодятъ попарно. . ААы- 

° Пусть данное ур. съ дьйствительными коэффищентами есть /(=) —0, и поло- 
жимъ, что оно мнимый корень а-{ 5; докажемъ, что мнимое со! 
ное а—® будеть также корнемъ этого ур—#я. * Зоне 



вой 

Составивъ произведеше [2 — (а--1)] [2 — (а—58)|, или (# — а)? -- 53, раз- 
ДВлимь /(2) на (—а}--6, и пусть частное будеть 0, а возможный оста- 
токъ Ва -- В/; имфемъ 

(2) = Че — а) 55] - Ве К. 

Положимъ въ этомъ тождеств 2—=а--&. Такъ какъ а-- 5, по предполо- 
женю, есть корень даннаго ур—вя, то /(2) обратится при этой подстановеВ въ 
нуль; (2 — а) -- 52 также обращается въ нуль; слфд, остается; В(а-- 5) В’=0. 
риравнивая нулю дфйствительную и мнимую части, имфемъ 

Ва =0, В =0. 

Но Ь, по условио, не есть нуль, слфд. В =0; а потому и В’ =0. Заключаемъ, 
что остатокъ обращается въ нуль, т.-е. что /(2) дЪлится на (г—а}-- 03, или на 
[2 — (а 9) [г — (@—)]; это значить, что 2 — (а —В/) входить множителемъ 
ВЪ /(2), которая, так. обр., при х=а— обращается въ нуль: а — 6 есть 
также корень ур-—шя /(2) =0. 

Изъ этой теоремы, по отношению къ кубичному ур—н!о, слфдуеть, что оно 
не можеть имфть трехъ мнимыхъ корней; имфя два мнимыхъ корня, трет ко- 
рень всегда дИствителенъ. Слфд., кубичное ур. всегда, имфетъ, по крайней мрь, 
одинъ дфИствительный корень. 

Кром того, эта, теорема, облегчаеть вычислене корней куб. ур-шя. Разъ 
мы нашли одинъ мнимый корень, другой нфтъ надобности вычислять 060бо: слф- 
дуеть прямо написать мнимое, сопряженное найденному корню. 

579. Мы убфдились, что дая всякаго уравнешя 3-Й и 4-Й степени, взятаго 
въ общемъ видф (т.-е, съ буквенными коэффищентами) можно найти рёшешя 
въ алгебраической формф, т,-е. выразить корни посредствомъ радикаловъ. Если 
же степень уравнешя, взятаго въ общемъ вид, будеть выше четвертой, то Нор- 
вежск! ‘ученый Абель доказать невозможность алгебраическаго рёшеня такихъ, 
ур-н (т.-е. невозможность выразить ихъ корни въ радикалахъ). Но въ случа 
ур—нй съ численными коэффищентами всегда можно вычислить ихъ дЪЙстви- 
НЕ ые корни съ какою угодно точностью, какова бы ни была степень ураз- 
нения. 

ГЛАВА ХхХхХиХ. 

Численные вопросы высшихъ степеней. 

580. Когда отвфть на вопросъ, приводя й къ квадратному уравнению, вы- 
ражается мнимыми корнями, это служить признакомь невозможности задачи. 
ели же корни дЪйствительны, то могуть имфть ифсто слдуюпие случаи: 

1. 0ба корня положительны. Тогда задача допускаеть два рЪшеня, если 
только корни неравны; въ случа равныхъ корней вопросъ имфеть одно рёше- 
не. Однако же, если одно или оба значешя нензвфетнаго выходять изъ тфхъ 
предфловъ, между которыми, по смыслу вопроса, должно заключаться неизвфет- 
ное, то вопросъ нмфеть или одно рёшене, или же невозможен. 

2. Если одно или оба значешя неизвфстнаго будуть отрицательны, то всегда 
можно составить такое уравнеше, котораго корни равны, но противоположны 
корнямъ даннаго: нужно только въ ур— в задачи подставить — 2 вифето 2. 
Вели окажется возможнымь подобрать задачу, слегка разнящуюся отъ предло- 
женной и отвфчающую видоизм$ненному ур— но, этимъ путемь значеше отри- 
цательнаго корня и будетъ истолковано, 



В 

Эти замфчаня относятся и къ уравненямъ второй степени съ нЪсколькими 
неизвестными. Въ пояснене сказаннаго приводимъ примфры. 

ЗАДАЧА Г. Два торювца продали нъсколько 1оловь розатало скота 
за 1850 р.; первый на 5.люловь больше второшю. Если бы первый про- 
дал» столько зюловь, сколько второй, а второй столько, сколько первый, 
то первый получиль бы 540 р., а второй 840 р. Сколько юловь про- 
даль каждый и по какой цтнь? 

Пусть будетъ д— число головъ, проданныхъ первымъ; тогда число головъ, 

проданныхь вторымъ, будеть 2 — 5. Первый за х — 5 толовь получиль бы 

540 р,; слфд. за одну голову онъ получаль по я р Ра 38 2 тОлОВЪ вЫ- 

г Второй за 2 головъ получиль бы 840 р., слфд. онъ бралъ за 

одну ое — о. & за 2—5 головъ получиль ВВ) р. Слфд, оба прода- 

90—56) 5) — 1350 р. 

ручиль 

ли скота на — И 

По освобождени отъ зар и по упрощени находимъ ур—не 2*-—552-- 
{700 = 0, откуда: 2’ =35; 2”=20. (лёд. # —5==30; 2” —5==16. 

Итак, задача имтеть два ръшешя: 1-й продаль 35 толовъ по 18 р. 
‘за толову, а второй 30 толовъ по 24 рубля за ны (въ самомь дл, 
18% 35-24 Х 30 == 630 -- 720 = 1350); или же: 1-й продаль 20 головъ 
по 36 р., а 2-й 15 по 42 р., что опять составляеть 1350 р. 

ЗАДАЧА П. Отдань в» банкь капиталь м черезь 10дъ получено при- 
были 200 р. Капитала вмъетъ съ процентными дентами быль оста- 
влень в банкъ еще на лодь. Посль этою капиталь съ наросшими на 
нею процентными деныами составляль 2420 р. Какь великь быль тер- 
воначальный капиталь? 

Пусть первоначальный капиталь быль х р. Черезь годъ онъ обратился въ 

&2-|-200 р., слЬд. принесъ -- х ПРоцентовъ. Въ конц второго года этоть ка- 

капиталь, принося ——_—‘/, обратился въ (2 —- 200) [1 -- о — 2420 р. 

Освободивъ отъ дробей и упростивъ, имфемь ур. 2*—20205-|-40000=0, 
откуда: 2’ = 2000 р.; =” =20 р. Такимъ образомь опять получили два поло- 
жительныхь корня; вычисляя проценты, приносимые этими капиталами, находймъ, _ 
что первый даеть 10°/, второй 1000°/». Такъ какъ въ дЪйствительности 
банки не дають такихь высоких процентовъ, какъ 1000°/,, то заключаемь, 
что корень 2” = 20 р. не м. 6. допущенъ, и задача имфеть одно ршене: 
я =2000 р. 

ЗАДАЧА Ш. Нькто купиль нюсколько аршинь сукна за 240 руб.; 
если бы за ту же сумму онъ получиль 3-мя аршинами менте, то ар- 
шинь обошелся бы 4-мя рублями дороже. Сколько арщинь сукна кут- 
лено? 

`, 240 
Пусть куплено было 2 арш.; цфна 1 арш. равна, слФдоват., 55 № Если 

бы за ту же сумму онъ получиль 3-ия арш. меньше, т.-е. & — 3 аршина, то 

‚ 
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Цна аршина была бы 24-4 а в 2—3 аршина стонли бы опять 240 р.; 

слВд. ур—е будеть 

(7-4 е—э =240. „...(1) 

Приведя его къ виду 2” — 32 — 180 —0 и р№шивъ, найдемь два корня: 
2 =—15, 2” =— 12. Положительный корень, какъ не трудно убфдиться, даеть 

‚прямой отвфть на задачу. Что касается отрицательнато корня: — 12, онь не 
‘можеть представлять отвфта на данную задачу, нбо неизвфстное (число куплен- 
ныхъ аршинъ сукна), по существу своему, положительно. Но мы можемъ по- 

шытаться истолковать это рфшеше, т.-6.. подыскать задачу, аналогичную дан- 
ной, отвфтомь на которую служила бы абсолютная воличина отрицательнаго 
рен. 

Для отого въ первоначальное ур— ше (1) вифсто 2 подставимь (— 22); по- 

лучимъ [= =40, или, умноживъ оба множителя 1-й части 

на (—1): 

(ЕР -еуно бок (8) 

Мы уже знаежь, что рьшешя этого ур— ня суть; 2 = — 15, 2” = 212, 
равныя рёшешямь ур—вя (1), но съ противоположными знаками. Положитель- 
ное рёшеше -|- 12 будеть служить отвфтомь на задачу, соотвтствующую. урав- 
неню (2); задача эта, очевидно, такова: «нфкто купиль нфеколько аршинъ 
сукна ‘за 240 р,; всли бы за ту же сумму онъ получить 3-мя аршинами боле, 
то аршинъ обошелся бы 4-мя рублями дешевле. Сколько аршинъ онъ купилъ?» 
Отвфтомъ на эту‹задачу и служить число 12 аршинъ, 

ЗАДАЧА 1\. Нюкоторое число М есть произведеще трехь посльдова- 
‘тельныхь нечетныхь чисель; раздъливь № посльдовательно на каждое 
изо отижь чисель и сложивь частныя, находимь въ сумм 239. Найти № 

Пусть 3 послфдовательныя искомыя нечетныя числа будуть 22—1; 22-|-1, 
28--3; №= (2% — 1) (2=-|- 1) (22-Е 3). Ур— не задачи будетъ: 

(2#-|- 1) (22-3) - (2=— 1) (22-- 3) -{ (22 — 1) (22-51) =239, ... (1), 

или, т выполнени вофхь двйстый и по упрощени: 2-2 = 20, откуда: 
я —4, = 5, 

Положительное ршеше даеть для трехъ искомыхь чисель: 7, 9 и 11. По- 
вфрка: 9х и--7х И--7Х9 дествительно = 239. 

Для истолковашя отрицательнаго ршеня подставляемь въ первоначальное 
ур. (1) — 2 вифсто 2, находимъ: (1 — 22)(3 — 22) -|- (— 2 — 1)(8— 2а)-- 
Е С 22 — ПА — 22) = 239, иди, перемфнивъ въ каждомь член знаки 060- 
ихь множителей, находимь ур ве 

27 02—92 — 3) 2-12 — 3) 22-22 =939, 

корни котораго суть: —4 и -|- 5. Взавь корень —-|- 5, находимъ, что исбо- 
мыя числа суть: 22 3—7; ж—1 9; 22--1=11. Такимъ образожь, 
‘рашене 2==5` даеть тоть-же отвфть, что-и 2 ==3, требуя’ только, чтобы 

` 
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оибкомыя числа были обозначены формулами 22 — 3, 22—11 и 2%--1 вифето 
того, чтобы обозначать ихъ знаками 22 —1, 22--Т и 22--3. Нонтн 
другое обозначеня одинаково возможны, и замфчательно, что алгебра показы- 
заетъ намъ & розёегог!, что все равно, какое изъ этихъ обозначений мы при- 
мен, 

ЗАДАЧА У. Мужчины и женщины, вь числь 32 лиць, работають 
на фабрикъ, причемь каждый мужчина зарабатывает въ день 3-мя 
рублями больше, нежели каждая женщина; не смотря на это, еже- 
дневный зароботокь всъхь мужчинь таковь же, какз и заработокь жен- 
ащинь, м составляеть 60 р. Найти число мужчины? 

Пусть мужчинь было 2; число женщинъ будеть 32 — 2; Каждый мужчина 

зарабатываеть въ день -„› каждая женщина 5, — „р. Уравнеше задачи будетъ: 

м . (0). 

Окончательное ур-— не 2% — 92 + 960 —0 дает: 27—80; 2” = 12; сад, 
38 —2'= — 48; 32 —2"=20. 

Рёшеше 2“==12 для числа мужчинь, даеть число женщин 20; причень 
ежедневный заработок мужчины составляеть 60:12 или 5 руб.; заработокъ 
женщины = 60:20 ==3р. Слфд. это ршене удовлетворяеть’ всфиъ ‘условямь 
задачи. 

Но рьшене 2 ==80 для числа мужчинъ, будучи больше числа лищь обоего 
пола (32), даеть къ тому же для чиела женщин отрицательное количество 
— 48; слдов. второе рфшене не соотвётствуеть предложенному вопросу. Для 
истолкованй этого ршеня положимь 32 —2==у, откуда #==32 — у, и под- 

ставим эти величины въ ур. (1); найдемь ур. 35 — сут 2, которому удо- 

влетворяеть у — — 48; подставивь (— У) вмфото У, получаемь ур— в 

изъ котораго у (число женщинъ) = 48, а 32-|-у (число мужлинъ) == 80. Эти 
положительныя рфшеня отвфчають на задачу, соотвфтетвующую ур-—нйю (2); 
задача эта такова: «мужчины и женщины работають на фабрик, причемь число 
мужчинь 32 больше числа женщинь; мужчина и женщина зарабатиы- 
вають випсть 2 р. ва день; вс мужчины зарабатывають въ день 60 руб.; 
столько же и женщины. Найти 44сл0 женщинь?» (твЪть: 80 мужчинъ, зара- 
батывающихь по 75 к. въ день, и 48 женщинъ, получающихь по Тр. 25 к. 
въ день. 

ЗаАдлАчл 1. Нюкто, имъя капиталь вь 120000 р., раздълиль ею 
на 0двъ части, которыя помьстиль подь проценты. Первая часть да- 
еть ему ежеюднало дохода 2800 руб.; вторая, принося 1 процентомь 
больше, даеть дохода 2500 р. в5 100. Каковы объ части, и то сколько 
процентов» онъ приносять? 

Пр. первая часть приносить 2°/з; въ такомъ случа 1 р. прибыли полу- 

чится со „ру а 2800 р. прибыли получится съ И Разсуждая таким 



же образожь, найдемь, зто вторая часть капитала равна руб. А как 
%--1 

сумма обфихь частей равна 120000 р., то имфемь ур— ше. 

900 — 120000, 
Е #- 

или 122—412 —28—0, откуда: х=4, 4” 
НЫ 

Положительное рёшене -|-4 даеть прямой отвфть на вопросъ, и показы- 

ваетъ, что вторая часть приносить 5%/,. Слёд. 1-я часть = 2 - —=70000 р.; 

2-я часть = — аи 50000 р. Сумма ихъ дфйствительно составляеть 120000 у. 

й р 7 К 
Истолковаше отрицательнаго рёшешя, — 12, Повело бы къ услошямь, не- 

совифстнымь съ понямемь о процент; потому руёшене это должно быть прямо 
отброшено. Получене посторонняго рёшеня зависить отъ того, что ур— в, къ, 
которому привела частная задача, общфе этой послфдней; оно отвфчаетъ на всв 
вопросы, которые привели бы къ тому же ур—н!о, какъ и разсматриваемый 
частный вопросъ, и которыхь безчисленное множество. Поэтому неудивительно, 
что одно изъ рЬшенй этого ур—вя чуждо частному вопросу. 

Задача УП. Вакзть, заставь Силена спящимь около бочки, натол- 

ненной вином», сталь пить въ продолжени 8 тою времени, в» какое 

Ошлень мо бы выпить всю бочку. Посль этою Оилень проснулся и 
выпиль оставшееся вино. Если бы Вакть и Силень пили вмьсть, то 
они выпили бы всю бочку 6-ю часами скорте, и на долю Вакха при- 

2 
щлось бы только 3 Тою, что онь на самомь дъмь оставиль Силену. Во 

сколько часовь каждый изь нижь можеть выпить цълую бочку? 

Означимь время, въ которое Вакхъ можеть выпить всю бочку, черезъ 32, 
а время, въ которое Сидень можеть выпить ту же бочку, черезъ 5у. Сначала, 
Вакхь пьеть въ продолжени Зу часовъ, и какъ въ одинъ часъ онъ выпивает 

ыы бочки, то въ Зу часовъ выльеть, Е бочки. Затфмь, легко’ видфть, что вмф- 

152у у ‚сть они выпили бы вою бочку въ Зе рб 446. Вакхь оставиль Силену 1—5, 

бочки, и слёд. послфдай пилъ вино въ продолжене (1—#). 5у часовъ: по- 

^ тому ‘оба они пили въ течеше Зу + (1-9. 5у или (ВЕ уу часовъ. При- 

равнявъ разность временъ, указанную въ услоши, 6 часамъ, получимь ур— ве 

ве 5 156, 
За 5бу — 

Выразимь теперь, что количество вина, выпитаго Вакхомъ, было бы во вто- 

ромъ случаф равно 3 ТОГО, что онЪ на самомъ ти оставилъ Силену. Такъ 

какъ Вакхь выпиваеть въ часъ а бочки, то въ Е засовъ, въ течени 



поту онь пиль бы во второмь случа, онъ выпиль бы часть бочки, равную 

ВН Такимъ образомь второе ур— не’ будегь: 

АА 
зе-Е5у) 

Освободивъ ур—ня отъ дробей, дадимь имъ видъ 

25? — 25? -|- 9зу — 185? — ЗОху = 0 
10" ау — ба = 

откуда 2==5, у==2; слд. искомыя числа часовъ суть 15 и 10. 

ГЛАВА ХЕ. 

Изслфдоване измфнен!я нёкоторыхъ функщй.— Маха и пита. 

581. Предварительныя свфдьнмя и опредфленя. Количество наз. пере- 
мтнным», если оно можеть измфнять свою величину; перемённое наз. мезави- 
симымь, если ого изибнешя произвольны; если же изибненя перемфннаго У 
зависять оть другаго пережфинаго 2, такъ что каждому значению 2 соотв 
ствуеть одно или нЪсколько совершенно опредфленныхъ значенй перемвннаго у, 
то у наз. зависимымь перемфннымь или Ффункией перемфннаго 2. Такъ, 
окружность и площадь круга, изуфняясь съ измфнешемь радуса, суть функщи 
радфуса, который въ данномь случа играеть роль независимаго пережфннако; 
площадь треугольника есть функшя основашя и высоты; объемь прямоугольнаго, 
параллелепипеда есть функщя трехъь его измфренй и т. и, Чтобы обозначить, 
что у есть функщя 2, пишуть; у == /(2). 

Фуннщя непрерывная. Если измфнять 2 оть 2==@ до 2=8 постоненио, 
такъ чтобы это перемфнное принимало послфдовательно вс промежуточных 
значешя между @ и 8, то если при этомъ /(2) остается дЪйствительною, ко-. 
нечною, а ея приращены сами могутъ быть сдбланы какъ угодно малыми, — 
она наз. функщею мепрерывною между @ и В. 

Итакъ, чтобы /(2) была непрерывна въ интервал оть 2—0 до 28, 
она должна удовлетворять слфдующияь услошямь: 1) не нить въ эгомь интер- 
валлф мнимыть значений; 2) не обращаться въ Е со; 3) когда 2-су даемь без- 
конечно малое приращеше, то и соотефтствующее приращеше функщи д. 6. 
безконечно— мало; другими словами, непрерывная функщя не должна дереходить 
оть одного своего значешя къ другому скачками, не проходя вефхь промежу- 
точныхь значешй. Напр., такая функшя не можеть изъ положительной сдф- 
латься отрицательною, не проходя черезь нуль. Если пезависимое пережённое 
< непрерывно измВнять отъ 2 = до 2=8, то сама функшя, предполагая, 
что она въ этомь интерваллв пепрерывна, можеть изифнаться, или постоянно, 
возрастая, или постоянно убывая, илн—то возрастал, то убывая. 

Махита и типа. Когда функщшя, сначала возраставшая, начинаеть 
уменьшаться, то въ самый моменть перехода отъ увеличешя къ уменьшению 
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она принимает значение „большее сосфднихь; это значене наз. наибольшимь 

значенбемь или тазатит’омь функщи. Наоборотъ, если фуякщя, сначала умень- 
шавшаяся, начинаеть потомъ увеличиваться, то въ самый моментъ ‘перехода 

оть уменьшеня къ увеличен она принимаеть значеше, меньшее непоеред- 
ственно предшествовавших и рай) слфдующихь; такое значене наз. 

вя нанменьшею величиною или тиитит?омъ. 

Пусть ^ будеть то значене 2, содержащееся между @ и В, при которомь 
функия принимаеть значене с, и пусть № будеть положительное количество, 
какъ угодное близкое къ нулю. Если эга функщя при возрастави # оть 1— 
до ‘7 возрастала, а зазфиъ при увеличеши 2 отъ у до 7-Е идеть убывая, 
10 с и есть шахипии функши при 2 =. Наобороть, если функщя уменьша- 
лась при возрасташи 2 оть 7—й до 1, затфиъ увеличивается при возрастании 
2 оть у до 1-1, тос и будегь пшишии’ожь функщи при 2=1. Махипа и 
ташипа, какъ мы ихъ только что опредфлили, не слфдуеть сифшивать съ са- 
мою большою или съ самою меньшею величиною функщи. Во многихъ во- 
просахъ независимое пережфнное не можеть изиёняться оть — 00 до <, т.е. 
черезъ всю область дфйствительныхь чисель, но въ своихь измфнешяхь бы- 
заоть ограничено конечными предфлами, и если въ тотъ моменть, как незави- 
симое перемфнное 2 достигло своего предфла, функщя получаеть значеше боль- 
шее или меньшее прежнихь своихь значений, то это самое большее или самое 
меньшее ел значеше не составляють шахипити”а или шиилит”а въ выше-опре- 
дфленномь смысл, такъ какъ въ разсматриваемомь случаф не может быть срав- 
нешя отихь значенй съ непосредственно слфдующими; послфднихь не суще- 
отвуеть. Такъ функщя ИТ — 22 дёйствительна только для 2, не превышающихь. 
1; н если измбнять 2 оть э- © до -Н1, то функщя будеть идти уменьшаясь 
оть © до 0, котораго она достигаеть при 2 == 1$ здфсь О есть самое меньшее 
значене функции, но не есть жили, въ выше-опродфленномь  смысль, ибо 
при &>>1 функщя уже становится мнимою, сл. ея значешя не могуть быть 
сравниваемы съ предшествующими, 

Эти особыя шахипа и ша иногда называются абсолютными, въ отли- 
йе оть нанбольшихь или наименьшихь значенй функии по сравнению съ с0- 
сфдиими, называемыхь относительными . 

Въ виду сказаннаго, нфть ничего удивительнаго въ томъ, что одна и’ та же 
функщя можеть имфть нЪфоколько относительныхь шахйва или пупиоа, или въ 
Томь, что относит. шиишиии функщи можеть быть больше ея шахниии’а. 

Разрывъ непрерывности. Нфкоторыя функши (не цфлыя относительно 2) 
могуть для нфкоторыхь ‚значенй пережённаго 2 претерифвать разрывъ непре- 
рывности, 

к 3 
Такъ, функщя 5=—3 ‘бращается въ > при #==5; въ этомь случа» 

. ^, 3 
товорятъ, что она непрерывна при всякомъ значеши 2, Кром # = 5; при 

2 з, обращаясь въ со, функшя теряеть свойство непрерывности. 

Функщя У2*—5х-- 6, которую можно представить въ вид® Уе—2)(@&—3), 
также не при всякомъ 2 непрерывна. Въ самомъ дфлф, теорема о знак квад- 
ратнаго тринома показываетъ, что триномь 2? — 52 -- 6 остается положитель- 
иымъ при всякомь 2, не содержащемся между его корнями 2 и 3; но при 
к-з становится отрицательныхь, а функщя жнимою. Сл%д. послфдняя. 



Е 

а для всякаго х, заключающагося между — 2 и -|- 2, алакже жежду 
Зи |->; и теряеть непрерывность при веякомь 2, лежащемь между 2 и 3. 

582. Графическое изображеше измфненй функцм. Изибненя функщи 
можно сдфлать наглядными, слёдующимь премомъ. 

Пусть данная функщя будеть /(2); изображая ее буквою у, получимь урав- 
неше у=/ (2). 

Начертивь дв перпендикулярныя прямыя, пересфкающияся въ точкЪ 0: 
2х’ и уу’, и принявъ произвольную прямую РФ за единицу, будемь изображать 
величины независимаго перемфннаго 2 прямыми, наносимыми на оси 227, вправо 
отъ точки 0, если 2 положительно, и влёво, если 2 отрицательно. Такъ, если 
&=—--3, то отложивъ вправо отъ О три раза линию РФ, получить прямую 
0№, которая и изобразить 2=--3. Взявь 2==— 1, должны отложить ли- 
ию РО разъ’ влЪво от точки 0: прямая ОМ, изобразить 2 == — 1. Разстолнйя 
ОХ, 0№,, называются абсциссами. 

Для всякаго даннаго 2 
можно вычислить величину 
функции (т.-е. 5/), подставивъ 
вифото 2 его величину въ 
ур—нм (1). Пусть, напр., 
при 2=--3 получится 
у— 0,7. Возставивь въ 
лочк® № перпендикулярь къ 
лин 2%’ вверхъ, отложимь 
на немь линю №М, равную 
0,7 РЦ. Лишя ММ и изобра- 
зить на чертежь величину 
данной функиуи, соотв тству- 
ющую величинв -|- 3 неза- 
висимаго пережфннаго. о въ ур. (1) вифето 2 другое число, напр, 
а получихь, напр, . Возставивь въ точк® № перпендикулярь къ 
лини 22’ внизъ, отложимь А немъ прямую №М, = 324. Линя №М, изобра- 
зить величину функщи, соотвётствующую значеню — 1 перохфинаго 2. Перпен- 
дикуляры №М, №, М,,... откладываемые вверхь отъ лини 24”, если У> 0, и 
внизъ, если У =; называются ординатами. 

Давъ достаточно большое число различныхь значенй 2-су, вычисливъ по’ 

ур— вю (1) соотвфтствующия значея у, наносимь т и друмя указаннымь 
образожь на чертежъ, и соединяемь вс полученныя вершины М, М,,... орди- 
натъь кривою. Изм»неня ординат» этой кривой и покажуть, какъ измь- 
няется функшя при измънени перемъннало х.— Кривая эта называется, 
поэтому, кривою функиёи. 

Абециссы и ординаты называются координатами точекъ кривой; прямыя 
ла’ и уу’—осями координать, первая — осью абециссь (или иксовъ), вторая— 
осью ординать (или игрековъ). Точка О наз. началомь координатъ. 

Кривая функтйи, указывая наглядно изифнешя функци, нфеть еще ту 
выгоду, что, разъ она начерчена, она съ перваго взгляда показываеть 7ааййяке 
и тата; въ самомь дфлЬ, эти значеня, по самому ихъ опредфлению, суть 
ничто иное какъ ординаты самыхъ высшихь и самыхъ низшихь точекъ кривой. 
Такъ, ординаты №М,, №,М,, №М, суть шахииа, а ММ, Х,М, — шина. 

Черт. 57. 
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ба 

Когда разсматриваемая функщя — дробная, то можеть случиться, что при 
&=—-= < величина ея У стремится къ конечному значеню 4. Въ такомъ слу- 
ча построеше кривой покажеть (черт, 58), что по жёрв удаленя точки Р влЁво, 

Черт. 58. 

Т,-6. по мр® приближения 2 къ — 22, ордината МР будемь стремиться къ @, и 
слд. точка М боле и боле будеть приближаться къ прямой АВ, параллельной 
оси 2/2 и отстоящей отъ нея на 4; кривая будеть имфть видъ (1) или (2), 
смотря по тому, будеть ли функщя приближаться къ 4 уменьшаясь, или же 
увеличиваясь. Въ такомь случа говорять, что ирямая АВ служить ассимя- 

‘тотою кривой; кривая неограниченно при- 
ближается къ прямой АВ, никогда ея не 
достигая, ибо ордината (или, что то же, 
величина функции), обращается въ @ только 
при 2 = — ©. Такъ какъ при 2 =-Н < 
фунюшя получаеть опять величину @, какъ 
и при 2= — 5, то получится другая 
вЪтвь кривой, (3) или (4), иифющая ту же 
ассимитоту АВ. Въ данномъ случа ассими- 
тота параллельна оси 2. 

Если разсматриваемая функщя есть дробь, 
то можеть случиться, что знаменатель ея 
обращается въ нуль при нфкоторомъь дЪй- 
ствительномъ значени 2, напр., при 2 = а. 
Тогда при 2 =а —й (тд № какъ угодно 
мало), т.-е. при 2 стремящемся къ а, но 
остающемся всегда < а, дробь стремится 
къ -- >, либо къ — 5; иначе говоря, по 

, | ифр приближешя абсциесы къ ОР (черт. 59), 
у Е ордината неограниченно возрастаеть въ по- 

Черт, 59. ложительномь, либо въ отрицательнояь на- 
правлени; получается вфтвь кривой (1), 
либо (2). Еели, затбмъ, 2 сдблается не- 

много больше а, принявъ значее а--й, большее а, функшя останется без- 
конечно большою, или того же знака, какъ прежде, или перемфвивъ знакъ; 
но эта величина, сначала безконечно большая, будеть по абсолютному значеню 
становиться все меньше и меньше, по мёрф того какъ 2 будеть удаляться отъ, 
а, и получится вфтвь кривой (3) или (4). 
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Прямая РО будеть ассимптотою кривой, параллельною оси Оу. 

Переходимь къ изучешю измфнешя нфкоторыхъ элементарных функщй, 

1. Изелъдоване функщи первой степени. 

583. Ткоремл. Функщя первой степени, 

у=аж-НЬ 

непрерывна на всемь протяженёи дзъйствительныть значешй перемти- 
наю 2; при увеличени х она протрессивно возрастаеть, кода а > 0, и 
уменьшается, кода а <0. 

1. Во-первыхъ, очевидно, что при всякомъ дЪйствительномь и конечномь 
= функщшя дфйствительна и конечна. ЗатВиъ, пусть 2, будеть нкоторое опре- 
дБленное значеше перемфннаго 2; соотвфтствующее значеше у пусть будет Уз» 
такъ что 

у‹ — аа, -|-5. 

Дадимъ 2, нёкоторое приращене #, и пусть соотвфтствующее приращене 
%‹ будеть К; то ука (ГВ - В вычтя изъ новаго состояня а 
прежнее, найдемъ: 

К [а --О-И— ак = ай. 
Такъ какъ а конечно, то по мёрф приближешя № къ нулю, и произведеше 

ай приближается къ нулю; слёд. ай, т.-е. приращене К функщи м. 0. сдфлано 
какъ угодно мало. Это ихфетъ мфсто при всякомъ 2, слфд. функшя непрерывна 
на всемъ протяжеши дфйствительныхь значенй 2. 

2. Возьмемь рядъ возрастающихь значенй 2: 

И: (1) 

Еели @>>0, то умножеше на @ не изифнить сиыела неравенствь, и полу- 
чимъ: 02’ < ах” << ал”<. . . Придавая по ©, также не нарушимь нера- 
венствъ, слфд. 

ааа" 

ели же а< 0, то изъ (1) найдемь: а2’> ах”> ах”... ; а отсюда 

ай-РЬ > аа" > а"... 

Итакъ, когда 2 возрастаетъ, то функшя постоянно возрастаеть при а>0, 
и постоянно уменьшается при а< 0. 

ПримзРЪ 1. Функщя У=5х —2 при возрастани 2 возрастаетъ; при 
д безконечномь она безконечна; когда 2, увеличиваясь, проходить чрезъ зна- 



} 

секаанеаа 
ео. 

бони ст са 

ПРиморъ И. Функщы у— — 22-1 при возрастаны 2 идеть убывая; 
= безконечно, абсолютная величина ея безконечна; когда 2, увеличиваясь. 

проходить чрезь значеше з обращающее функцию въ 0, она изъ положитель-_ 

_ пой обращается въ отрицательную: 

я аа аа. а 

> у -®...>...>..:0 .>...>... 

”. Примъчане. Такижь образомъ, функщя а2-|- не ижфеть относительных 
ахниа и шипа, ибо она измфняется не колеблясь; ‘она’ а ^ 
ттйпит, равный — <, и абсолютный тазхитит, равный со 

584. Ткоремл. Линёя, изображающая функшю, связанную съ ме- * 
зависимымь перемьннымь уравнешемь первой степени, есть прямая. 

Возьмемь уравнеше у == аж-Р В и, положив У = ах, построимъ сперва гео-_ 
метрическое мфсто точекъ, которыхъ координаты удовлетворяют ур—ню У==а4. 
усть 4, М, М” (черт. 60) будугь точки искомаго мфста; проведя ихъ орди- 

и ‚ОР, МР’, МР", соединихь точки 9, №, М” съ 0. Такъ какъ координаты 
искомаго мфета должны удовлетворять ур — ню Уре то 
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Изъ этого слфдуеть, что треугольники ООР, МОР’, МОР”, ... имфють по 
равному (прямому) углу, заключенному между пропорщюйальными сторонами, сл. 
подобны. Изъ подоМя же ихъ слфдуеть равенство угловъ (ОР, МОР’, М"ОР”.... 
доказывающее, что линш 00, ОМ, ОМ"... совпадаютъ, а слёд. точки ©, №, М... 
лежать на одной и той же прямой, проходящей черезь начало, координатъ. Итакъ, 
геометрическое мфсто уравнешя У = а2 есть прямая 00. 

Чтобы оть ординать У перейти къ ординатамь у, соотв тствующихь т®иь 
же значешяхь =, достаточно къ первымь прибавить © (въ ту или другую 
сторону, см. по знаку 5): получится пряхая ЭТ, либо ВО, параллельная первой. 

Итакъ, Функшя ат-ЕЬ в0 всякомь случа представляеть ординаты 
прямой. 

П. Изелфдован!е квадратнаго тринома. 

585. Теорвил. Квадратный триномь 

у= ал*-- 6ж-|-с 

есть функшя непрерывная для всъть дъйствительныхь значешй х от 
— < 40 м; коба а>0, фунюия эта импеть тпйтит, при 
а< 0 она имъеть тахтит; тазлтит и тайтит выражаются фор- 
мулою 

} . 6 . 
а соотвютствующия значемя х формулою: —50; Маконець, функшя 

имтеть равныя величины, кода & получаеть значешя, равноотстолиийя 

оть - # и наобороть, 

1. Во-первыхь, очевидно, что при всякомь дЪИствительномь и конечномь 
значени 2 триномь дЪйствителень и конечень. Давъ перемфиному 2 значены 
2 ит, --№, обозначивь соотвфтствуюпия величины У черезь У и % -|- К, 
находимъ: 

К (ЕЮ — и — а -Е а --  — @вй-- в, 9) 
— аа -{- (даж -- 5) = № [2аз, Р-Н ай. 

Множитель въ скобкахь, будучи пфлымь относительно 2, и №, конечень 
при всякихь конечныхь значеняхь 2, и №, а слёд. произведеше этого конеч- 
наго количества на № можно сдфлать какъ угодно близкимь къ пулю, приближая 
къ нулю приращене №; иначе говоря, когда № стремится къ 0, то и К стремится 
къ предфлу — нулю, слфд. триномъ есть функшя непрерывная. 

2. Занфтимъ, что квадрать какого-либо выражешя изифняется въ томъ же 
смысл, какъ и абсолютная величина этого выражешя, ели положительныя 
числа идуть возрастая, то и квадраты ихъ идутъ возрастая. Если отрицатель- 
ныя числа идуть возрастая, ихъ квадраты уменьшаются. Помня это, дадимь 
триному знакомую уже форму: 

—4 а]. 



Вудемь изифнять 2 оть —©о до со, замфтивъ въ числ этих значенй 
[о Й 

то, при которомь &-- 5, обращается въ нуль, именно 2 — — за’ Напишень 

рядъ значенй 2, возрастающихь отъ — © до — а потомъ отъ — и 

до <: 

в 5:15. 

Придавая къ каждому, воображаемому въ этомь ряду количеству, по &, 

мы не измбнимь смысла неравенствь; слфд. измёненя + будуть идти 

слфлующимь образомъ: 

га —©...<...<...0...<..:.<... м. 

Возвышая значешя 2-|- д’ Воображаемыя здфсь, въ квадрать, и замфчал, 

что квадраты отрицательныхь значений пойдуть уменьшаясь, а положительныхь — 
р В : Ь \ 2. 

увеличиваяеь, получимь слфдующй рядъ изифнешй выраженя (= #) $ 

9... :>:::0.:. <... 

у ь 
Зажфтимь здфсь, что выраженю (. ых 2) идеть умоньшаясь до того мо- 

/ 
+ ь 

мента, когда 2 достигает критическаго значени — 5,’ а потом идеть, 6ез- 

г ь 
предфльно увеличиваясь. Такимь образомъ, выражене (= -- 2) проходить че- 

: р ь 
резь инийтит, равный 0, когда 2 достигаеть величины тё.т. 

Придавая къ т члену, воображаемому въ послфднемь ряду, постоян- 
6 —4ае 

ное количество — ат › МЫ не нарушимь смысла измфненй, и ` получим 

нижеслвлующий рядъ измвненй выраженя е- 24] — 

ь № — 4ае $? — 4ас АИ ОН (=) я | <...> даа": ее: НО 

Наконець, чтобы оть этого выраженя перейти къ триному, нужно ввести 
множителя @; но здфеь нужно различать два случая: @ > 0 на< 0. Въ пер- 
вомь случаз умножеше на а ие нарушить смысла неравенств, во второмъ, 
унножеше на @ измфнить смысль всфхъ неравенствъ. Итакъ, окончательно иметь 
слфдующую таблицу изуфненйй тринома: 

— в... <... <... 

+ >...>...>..= 

аа е--с при ах 0 | —...<... <... 

ал? 5-е пи а>0 



Отсюда непосредственно видно, что: 

1) При а>> 0 триножь а2*-- 5-{- с идеть уменьшаясь до того момента, 

когда 2 достигаеть величины —5„, & СЪ этого момента онъ идеть возрастая 

неограниченно; слфд. при @7%0 триножъ имфеть инийпит, равный 

$2 — 4ас. 
т 

4а 

когда = получаеть значене (-=): 

2) При а< 0 трипомъ ас идеть возрастая до того момента, 

когда = достигаеть величины — 5,, Затфиъ онъ пеограниченио уменьшается; 

слд. при а<_ 0 триномъ нифеть тазйпит, равный 

М — ие, 
4а 

котораго достигаетъь при т =— — г. 

3. Дадимъ пережбнному 2 два значешя, одинаково по абсолютной величин 

разнящяся отъ Е 51} ЭТИ значетя будуть вида 

РУ де-еь 
2а 

Подставивь эти звачешя 2 въ формулу (1), найдемъ, что триножъ въ обоих, 

случаяхъ обращается въ а ("— к) 7.2. получаеть равныя значения. 

Обратно, пусть триномь получаеть равныя величины при двухъ значеняхь 
и’ и 2” переифннаго 2, т.-е. пусть 

аа вх ее ах" в", 

а(х' — 2) --Ь(х— =) = 0, 
откуда 

или, раздёливъ 06$ части на а(2’— х”), найдемь 

О, 
а 

пусть 2’ < 2”; мы можемь предыдущее равенство написать въ вид 

" ь ь „ ее. 

д это означаетъ, что избытокъ количества 2х” надъ — $ равен быту — 

надъ 2”, или, другими словами, что 2’и =” равно отстоять отъ —2: если 

большее изъ этихъ количествъ равно НА, то меньшее будеть — и 
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586. Примьчаме Т. Изъ предыдущей теоремы непосредственно заклю- 
чаемъ, что: 

Кода а>0 триномь два раза проходить через» нуль, если езо пи- 
эттит отрицателень, одинь разь — кода этоть тиитит = 0, м не 
обращается в» нуль, если тизтит, положителень. 

Въ самомъ длЬ, триномь непрерывень и изифняется въ разсматриваемомь 
случа оть | <> до шИйшиии’а, а потомъ оть пишивиига до -- 22, проходя 
чрезь прежшя значешя; слфд. онъ можеть обратиться въ нуль только тогда, 
когда его шийшии < 0, и въ такомьъ случа два раза пройдеть черезъ нуль. 

Значеня 2, обращающия тринохъ въ нуль, дають въ этомъ случа полу- 

сумму равную — 5„, ибо они равноотстоять отъ этой величины. 

Иначе говоря: когда а>>0, уравненю 42? -|- 5-е ==0 нмфеть дфйстви- 
в — 4ас 

тельные неравные корни, если — и < 0, или 6 — 4ас > 0, а сумма 

ь 12 — 4ас 
корней равна — 0; №0 имфеть равные корни, если — т —0, или 

наконець, корни его мнимы, 1 — 4ас ты а общая величина ихъ есть — 

кома — = ->0, или 6 — 4ас < 0. 

Вса это — знакомые результаты, найденные здфсь только инымъ путем. 

Такихь же образомъ, одного взгляда на таблицу измненй тринома доста- 
точно, чтобы убфдиться, что при а<_ 0 необходимо, чтобы шахипит быль положи- 
теленъ, для того, чтобы функщя. прошла черезь 0, но тогда она и другой разъ 
пройдеть черезь ту же величину. Этотъ случай изслфдуетёя какъ и предыдущий. 

Примъчане 11. Котда триномь не можеть обратиться въ нуль, вс его 
значешя — того же знака, какъ @; тоже самое иметь мЁсто, когда тахитии 
или шнишит равень нулю. 

Когда триномь проходить два раза черезъ нуль, знакъ его противоположень, 
знаку @ для возхь значенй 4, содержащихся между этими двумя частными 

значешями 2, но знакъ ого одинаковь съ знакомь а для вофхь остальныхь 
значешй =. 

ал -|- 6г-|-сприа>>0 | -|- сэ...>.. 

знак ан 
—--—— 

ал? -|- 0х 

знакъ коэф. -а знакъ козф. —а зн. коэф. ра 

Такимъ образомь уже знакомые намъ результаты относительно изибненя 
знака тринома ясно вытекаютъ изъ непрерывности изуфненй этой функищи. 

Примьчаще ПЛ. Относительный тазитит цли трятит тринома 
а2*-|-65-|- с есть вмъстть с5 тльмь и абсолютный. 
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Пусть напр., @>> 0; таблица измфненй показываеть, что 

— 4ас 
4а 

дЬйствительно меньше вофхь другихь значенй функийи; слёд, это — тйейиит 
абсолютный. 

Это же непосредственно слфдуетъ изъ формулы 

6 1 —4ас 
а) п ЧЕТ 

ь 
Въ самомъ дфлф, перемфнное количество (++ ) › будучи квадратомъ, 

имфеть наименьшую величину нуль, при 2 = — 5.- 
5? — 4ас 

Олд. наименьшая величина скобокъ есть — аз ! Умножая на положи 

тельное а, найдемь и для У наименышую величину, которая, слфд., = 

- Час. 
4а 

587. Графическое представлене хода измфненй квадратнаго тринома. 

Укажемь планъ построешя кривыхъ, изображающихь изяфнешя тринома, раз- 
личая два главныхь случая: @>0 ина< 0, ивъ каждомь изъ нихъ 3 под- 
раздфлешя: 5? — 4ас > 0, 5 — 4ас —0, $ — 4ас < 0. 

Пусть @> 0 и 5 —446>0; въ этомъ случа таблица измфненй тринома 

($ 586) показывает, что при “= — а б\Ъ имбеть отрицательный мИи- 

шит = — и, затфжь, при 2, равныхь корнямь (2; и 2,), обращается 

въ нуль; наконець, по мёрЪ: уменьшеня перемфннаг хоть 2, до — © и 
увеличеня отъ =, до -|-©о, триножь возрастаеть оть 0 до -- <. При каждыхь 

двух значеняхь, %, равноотстоящихь отъ — 25а’ значеня тринома одинаковы 

по величин и по знаку. Отсюда такое построеше. Откладываемь (черт. 61) 

на оси абециесь, вправо или влфво, смотря по знаку, отрёзокъ ОА = — ре 

Въ точк® А проводимь параллель ВС къ оси УУ’и откладываемь на ней отрёзокъ 

дв=—#— 15 9 внизь оть точки А (т. к. шиншит ототь < 0); такимь 

образомь получаемь наименьшую ординату, и точка В есть нисшая точка кривой. 
— 

Вправо и влфво отъ точки А откладываемь лиши АН =АН’ = 4: Е получа- 

емь точки Ни Н’, которыми опредфляются корни ОН и ОН" тринома; для этихь зна- 
ченй 2 ординаты =0, слфд. въ точкахь Ни Н’ кривая пересфкаеть ось, 2-въ. 
Соединивъ точку В съ точками Н и Н’ кривою, продолжаемь части ВНи ВН’ 
этой кривой вверхъ, располагая 00% вфтви снметрично относительно прямой ВС. 
Въ самомъ дфлф, мы знаемь (5 585, 3), что для всякихь двухь значенй 4, 
`равноотстоящихь отъ ОЛ, значешя у равны, т.-е. что если взять АР ==АР', то 
перпендикуляры РМиР’М' къ оси 24 въ точкахь РиР', представляюние орди- 
наты кривой, равны; слёд. хорда ММ’ будеть параллельна оси 2-вЪ и раздф- 
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._ лится прямою АС пополамъ. СлЪд. лия АС дфлить пополамъ всф хорды кривой, 
ей перпендикулярныя, т.-е. дфлитъ кривую на двф симметричныя части. Поэтому 
АС наз. осью кривой, точка В вершиною кривой. Самая кривая есть яарабола. 

Для болфе точнаго построешя кривой нужно дать 2-су большее число зна- 
ченй и вычислить соотвфтствующя значешя тринома, нанося ихъ на ордина- 
тахъ: такимъ образомь получится большее число точекь кривой и фигура ея 
‘опредфлится точиЪе. Такимъ образомь, ходъ измфнешй тринома изображается 
наглядно и выясняются всф частности. Напр., видно, что кривая можеть пере- 
еВкать ось 2-овъ только тогда, когда шина отрицателенъ, и т. п. 

Разъ кривая построена тщательно, т.-е. при помощи достаточнаго числа 
точекъ, она можеть служить для болфе быстраго опредфлешя величинъ функщи 
(у), соотвфтствующихь данной величин® пережфннаго 2, и обратно, для опре- 
дЬлешя значенй т, соотвфтствующихь данному у. Въ первомъ случав доста- 
точно нанести данный 2 по оси 2'2 оть точки 0, вправо или влфво, см. по 
знаку; пусть Р будетъ найденная точка; затЪмь взать точку М кривой, въ ко- 
торой перпендикулярь къ оси 22, возставленный въ точкф Р, пересфкаеть, 
кривую. Длина МР и представить абсолютную величину тринома, о знак же 
судимъ по положению точки М относительно оси 2-овъ. 

Для опредфлешя значешй 2-са, при которыхъ триножъ принимаетъь данную 
величину №, наносять на ось У-въ, начиная оть точки 0, въ направлены, опре- 
дрляемомь знакомъ №, длину ОК ==; черезь точку К проводять параллель 
оси 2-въ: пусть она встрфчаеть кривую въ точкахь Ми М: абециссы ОР и 
ОР! этихь точекъ и будуть искомыя значеня =. 

Сказаннаго достаточно для построешя кривыхь во всфхъ случаяхь; разъяс- 
нешя излишнни. Поэтому мы прямо прилагаемь таблички измфненй тринома для 
каждаго случая, а противъ нихъ кривыя, выражающия эти изфненя. 

Значене лиш указано волёлъ за каждым чертежомт. 

| случай: а> 0. 

1. $ — 4ае > 0; т, <л.. 

Я 5—4 
у—а| 2-5) — ты 

кл 0 

Па 4 
в МИ, = — 

* 
Е о 

сэ Ч 
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и у 

2528 Че 

и ши: у=0 

- 

3. № — 44<_ 0; т, и м, ммимые. 

Уна») т
 

Г. у 

—< +> 

ъ —_ _ Я — 4ав 
-= р "=—5 

| Зе | < 
ь. в: — 4ас О АИ Черт. 63. 

| случай: а<_ 0. 

1. й — 4 >0; < т,. 

О 



2. И—4щ=0; 

+, 

РЕВ. Ч 65 
Е ба орт. 65. 

3. 6 — 446 < 0; 2, ит, мнимые. 

[ Ь\* 12 —4ас 

уе [++ и) тж 
а | 

|- и 7 ее 

о 

ь 46 _ 
ва м ЕМНЕ РБЯВ 

Черт. 66. 

588. Приязръ 1. Изсльдовать излиьненя тринома у За -1а-|-18 

при измьъневи х оть — © до -- ©. Предетавимь триномъ въ видё 

3 уе 491 — 4]. 

Отсюда, по предыдущему, прямо слфдуетъ таблица измфненй: 

Е —©®...<..--6. ..<—4......— 2... 

У [с ..>. 2.10: 2.>-6...<... 0...-<: ща 

1.-6. данный триномь уменьшается оть -|- <> до — 6, когда 2 возрастаеть 
оть —< до —4; потомь онъ увеличивается оть — 6 до -|-©о, когда 2 воз- 
растаегь оть — 4 до -|- 00. Сад, триномь имфеть шийпии = — 6 при 
4 — — 4; проходить дважды чрезъ каждую величину, большую — 6, и никогда 
не дЪлается меньше — 6. 

Трафически измфнешя функщи изобразятся измфнешемъ ординаты параболы, 
которой ось параллельна оси /, причемь координаты низшей точки (вершины) 
суть: = —4, у=— 6; вривая два раза пересфкаеть ось 2, въ точкахь, 
коихь абсциссы суть: —2 и — 6 (черт. 67). 



НИЪРЪ П. Изслюдовать измънешя тринома у== — 2-|- »— 
‘измюнени х оть — < д0 |. ь 

Иредставихь триномъ въ вид: 

уе 11-2 
Имфемьъ таблицу изяфнений 

<. -.<.. 1:1... 

ЕР ВЧ. 

Заключаемь, что триномъ увеличивается оть — <> до — 2, когда 2 возрастаеть 
оть — © до --1; затбмь онъ уменьшается оть —2 до — 2%, когда 2 воз 

растаеть оть —-1 до --<©5. Слфдоват. функшя нуфеть ша° ши (— 2), соот- 

Е 

у 

$ у’ 

Черт. 67. Черт. 68. 

вАтствующи 2 = -- 1; слфд. она не проходить черезъ 0, но проходить дважды 
чрезъ всякое значение, женьшее — 2. Парабола, представляющая ходъ изм нений 
тринома, вся лежитъ въ области отрицательныхь игрековъ (черт. 68). 

1Ш. Изелфдован!е биквадратнаго тринома. 

589. ТеорЕмл. Биквадратный триномь 

у — аа 6 --с 

есть функция непрерывная для всьть дъйствительныхь значений хоть 
— © 00 --<. Функшя эта необходимо имъеть талатит, либо тан-. 
тит, равный с; кромь тою, кода а и В импють противоположные 
знаки, она еще имтеть либо два тазатит’а, либо два татётитта; если 
жеаиь имъють знаки одинаковые, зто никакою тах. или тит. 

кромь с, триномь не имъеть. 

1. Очевидно, что при всякомь дЪйствительномь и конечномь значени 2 
триномь дИствителень и конеченъ. Давъ переяфнному 2 нфкоторое приращене 



№ и вычтя изъ новаго состолыы функщи прежнее, найдемь соотвтствующее 
приращене У (%): 

фа(а- В) (с -ал ба фс= 4-26 5-- баз 4ажй-- ай? |. 

Множитель въ квадратныхь скобкахъ конечень при всякихь конечныхь 2 
и Й; и сл. при безконечно маломъ й, вторая часть м. 6. сдфлана какъ угодно 
малою; слфд. триномъ непрерывенъ. 

2. Представимь триномъ въ вид 

АЕ 
уе) = 

Первый случай: а> 0, 6 < 0. 
Какъ и дли квадратнаго тринома, составляем ‘таблицу: 

<: НИ 
<: фи 
Вы о. 

} 1.2 | Сад. № Гоа) ШФоходить черезь шиупиии О, когда 2 проходить чрезь 

ь В [а 
величину И затвить тоть же квадрать проходить чрезь тахпиии ст 

когда 2 обращается въ 0; уменьшается до пипипиш”а равнаго нулю, когда 2 
ь 

увеличивается до -- У — 5.’ а потомь увеличивается до безконечности. 

12 — 446 
Прибавляя постоянное количество — — Ча ’ И умножая на положитель- 

ное количество а, мы ме изифнимъ смысла неравенствь, и найдем: 

Итакъ, въ случа: А > 0, Ь< 0, биквадратный триномь имфеть два ши 
— 4ав р а 

тиш’а, равные —^„—’ и одннь шахищии, равный с. Мшипа триномь 

имфеть при & = -- и шахииии при &=0. 

Для слфдующихь случаевъ мы прямо даемь результаты, которые получаются: 
ТЬмъ же премомъ. 

Второй случай: а>>0, 620. 

#|-—©..-.<...<...0...<:.. 

а ан зи 

триномь имфеть пищищии ==, при 2=0. 

НЕ 5. 
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Третй случай: а< 0, 620. 

Е: И а аа мы: 

О оно ОНИ Я 

триномь имфеть шахииий ==, при #=0. 

Четвертый случай: а < 0, > 0. 

ть Гр # —<...<...<-Ирб-в<..:0:..< и у 

я — 4ас - .- —4 
у Е = р кие де 

Въ этожь случа -триномь -нифеть два тахвншга, равные — ^^ 

торыхь онъ достигаеть при 2 == у — Е и одинь шИИшии =, при 2=0, 

590. Графическое представлене. 1. Пусть напр. 

@а>0, 6<0, $—44>0, с>0. 

При этихъ усломяхь триномь имфеть положительный тшахитий с и два 
4ас Е и — 

отрицат. минимальныя значешя, равныя — ча —; Шах. с триномъ иметь, 

при 2—0, шшйпа при 2 — и- о Отсюда построен; боремъ (черт, 69) 

2а’ 4а 

А кривой, шшипа-точкамь В и В'. 06ь 22’ пересвкаеть кривую въ четырехь 
дЪИствительныхь точкахъ, сли. триномъ 4 раза обращается въ нуль, при © 
попарно равныхъ, но противоположныхь по знаку. Это совершенно сообразно 
съ тёмь результатомь, что при данныхь услошяхь биквадратное уравнене 
ао вай -- - имфеть 4 различныхь дфйствительныхь корня. 

0А—=с; 06—00’ У Ъ. 00 — — 496. Махниши соотефтствуеть точ 

40 



оторые равные --Уб и --1, давиь у форму: ы к. 

1 у —3)—4, 

одимъ слфдующую таблицу измфненй у: з) С. 

Иен оне Ин нИб ео 

о..>.. = .-.<.. 0: <-> > нк: бе 

тв шит. шах. тит, 

‘Отсюда заключаежь, что функшя уменьшается оть <> до — 2, кода ® — 
‘увеличивается отЪ ие до —иЗ, проходя чрезь О при 2 = — 5; затвмь 

Черт. 70. 

при 2=— 1. Съ этого момента функщя проходить прежнёя значеня, въ, 
иь порядк. На чертеж (черт. 70): 

0=00=и; Е 

ОВ! =0В=2; р 

5, 
0А=5; : 

0 =0в=У5; 00’ =00=1. 

2. Пусть бдвы @2>0, 850. — . а 
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При этихь усломяхь триномъ а“ -|-52®-|-с уменьшается отъ --<2 до с, 
а потомъ возрастаеть оть с до -|- ©, проходя черезь шшипии с при 2 =0. 
Зь нуль онъ можеть обратиться только два раза, при двух равныхь и про- 
тивоположныхь значеняхь 2, и то лишь въ томъ случа, когда с < 0. 

Эти измфнешя представлены на чертежв 71-омь, причемь предполагается 
с<0. 

ТУ. Изслёдоване дроби: у= те 

591. Даемъ перемённому 2 нфкоторое приращеше №; для соотвЪтствующаго 
приращеня А дроби находимъ: 

ъ а(®-- 1) + ь а ‚+ № (ав! — аъ) 
ае ое азы = ое 

1% 
Отсюда заключаемъ: 1) когда 2 приближается къ — а” ЗМамонатель вы- 

раженя ® приближается къ 0, а слёд. коэффищенть при №, т.-е дробь 

ЕВ приближается къ со, поэтому и приращене ® функщи 

приближается къ ©, т.-е, функщя претери®ваеть разрывъ непрерывности. При 
вевхъ другихь значеняхь 2, по иёрё приближешя № къ 0, и # стремится къ 
0, т.е. функщя непрерывна. Итакъ, дробь У непрерывна въ каждомъ изъ ин- 
тервалловъ: 

отъ— © №— 5 и ъь— до-|- ©, 

> 
претериёвая разрывъ непрерывности только при #=— 5’ общему предфлу 

этихь интервалловъ. 

2) Знакъ выраженя ® зависить только отъ числителя; въ самомь дВлЬ, 
знаменатель можно представить въ вид (а2--И)*--№.а’(а=--5'), а это 
выражение, при достаточно маломъ №, существенно-— положительно, ибо знаку ого’ 
будеть зависить только отъ перваго члена (а’2-|-5')*, который (какъ квадрать) 
положителень при всякомъ дЪйствительномь 2. Но числитель аб’ — аб, какъ 
количество постоянное, всегда имфеть одинъ и тотъь же знакъ, сл. функщя 
всегда идетъ: или возрастая, или уменьшаясь; т.-е, въ каждомъ изъ интервал- 

ловъ непрерывности дробь 

идетъ постоянно увеличиваясь, если 46’ — аъ > 0; 
ндеть постоянно уменьшаясь, если а’— а < 0; 

имфеть постоянную величину, если аб’ — а'5 —=0, 

ибо въ послднемь случа всегда =0, т.-е. дробь не получаеть приращенй 
при изифненяхь 2, сохраняя одну и ту же величину. 

Итакъ, при изслФдовани измфненй функщи, должны различать три указан- 
ные случая; при этомъ, разд®ливъ числ. на знаменателя дроби, получаемь 

5—4 
у а | 46 —@' а | ах 

@ Газа т [2 С = 
40* 
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Положивъ, для краткости, 9 =), замфчаежь, что знакъ \ зависить 

только отъ числителя, именно: при а5’—а/>>0 будёть < 0, а при а’-—а'5<<0 
будеть \ >> 0; дробь можно представить въ видЪ 

а п 

п 

Соображая все сказанное, прямо находимъ слфдующе выводы относительно 

измфненй дроби при изуфнени 2 оть — © до |<. 

1. а’ — > 0. 

пара гдф < 0. 

2| © <... <- бак. << 
а о нь 

‚ 
Т.-е. при возрастави 2 оть — < до — Г, функщя идетъ постоянно уве- 
Е ‚ 

личиваясь отЪ Е до -- ©; при 2-0 имфеть мфето разрывъ непрерыв- 

ности: функщя изъ -|- со внезапно обращается въ — ©; затВмь, при ее 

стаи 2 отъ — до -- ©, ндеть постоянно увеличиваясь оть — <> 2 

Въ одномъ изъ интервалловь она проходить чрезь 0, при’ 2 — — 

Изивнешя функцги изобразятся, такимь образомъ, измфнешями ординать 
слвдующей кривой (гипербола). 

На чертежь (72): 

а 0и=% 

м 
= 

ъ бы 

Черт. 72, 

СС’ и 00’—двф ассимитоты кривой, 



«|-®. ен. Е Нек. < 

"| .>...:>:. = | 5 ай 

[ . 
\.-е. при т до — № — функщя идеть уменьшаясь, 

и 
непрерывно оть и, Я до — ©; при 2 — — п’ Шисходить с непрерывности; 

ИЗ — © въ иг затвиъ, при увеличени 2 оть — - до -| <>, функщя 

деть постоянно уменьшаясь отъ -|-©5 

до РЬ Въ одномь изъ интервалловъ 

+ непрерывности она проходить чрезъ 0, 

| при 2 =— а 

Кривая изибнен!й (гипербола) та- 

ков: ры 
. а ч: ы = 

$ дв. а 

СС’ и 00’— дв ассимитоты кривой, 

_ И аи —6а' =0, 

т > Призэтомь и 

комъ 2 нифемь У — величин. ио- 

тоянной. Слёд. ты измфнени 2 оть 
— © до -- ©, дробь не изифняеть своей 
величины; ея кривая будетъ рии с", 

которой ординаты равны ОМ =>, 

Злдлчл. Найти прямо: а не- 
обжодимое и достаточное для то, 

лотобы дробь и имъла постоян- 

мую величииу при веякомь 2. я 
1-й способъ. Такъ какъ дробь должна имфть одну и ту же велачину при 

воякомъ 2, то, между прочимъ, она должна т постоянную нее: ‘напр. 

при 2=0 и при #=1. Но при 2=0, У= при 2=1, Уи сл. 

ы & потому при вся- 

Черт. 74. 

должно быть: а откуда, по свойству пропорщи, нибежь: = = 
=> 



Это зело, будучи необходимымъ, вифств съ тбиъ и достаточно; ибо изъ 

вого: У, и сли, дробь обращается въ > ы 

= и) та 

Итакъ, услове необходимое Ежи для того, чтобы наша дробь нифла 

постоянную величину, есть 2=’ или 45’ —@Ъ=—0, что и было найдено 

при изслфдовани. 
2-й способъ. Пусть Ё будеть эта постоянная, пока неизвфстная, величина, 

Нахождене условя, необх. и дост. для того, чтобы а —, сводится къ 

нахождению условя, при которожь было бы а2-- 6 = (ах -Р 5), или 
(@— а) = $— 0%) =0 при всякожъ 2; а для этого необходимо и достаточно 
($ 70), чтобы было: аа =0 и —6=0, или #=5 и вы откуда 

и или а’ —а6 = 0. 

592. Приложешя.—Т. Изсльдовать измьненя 2 задачи $ 367, по- 
лаая, что шарикь, помъщенный внъ билмарда, можеть свободно про- 
никать внутрь круа м свободно возвращаться вь исходную точку? 

Для < мы имфемь формулу 

В — величина постоянная, слфд. 2 изифняется въ тоиъ же смысл какъ 

дробь в. Эта дробь даетъ: а5’ — ба’ = — 28, а потому заключаемъ, что 

увеличеню @ соотвфтствуеть уменьшеше 2-са. Формула даетъ: если 2==В, то 

а = Е если же а =, ЕЯ Отсюда заключаемъ, что когда @ возрас- 

таеть оть своего шшишии’а до -|-с2, 2 уменьшается отъ своего шахииии”а 

В до шили" =—& такихь образожь сразу находижь таблицу критиче- 

скихъ величин 2: 

ЩИ Иа аз. --э:. В... 

2 В- я: 2+ ъ ._& 

И. Пересьчь данный шарь плоскостью такъ, чтобы объемь одною изь 
сезментовь составляль данную дробь К объема цилиндра одной высоты и 
одною основаная съ саментомь. Между какими предълами можно зада- 
вать число К? 

(Обозначивъ высоту сегжента буквою 2, найдежъ: 



А 

нифеть 1 рышене. Отношеше шара къ описанному цилиндру равно Ё ‘резуль-_ 

тать, являющийся деталью изслЪдованя. 

Примюматще. Изъ числа дробныть функщй элементарному изслфдованйо 

подлежить еще квадратная дробь ан ра а но изучене вя ращональне — 

отнести къ спещальной стать о шахпиа и шшйиа. 

У. Примфры изелфдован!я иррашональныхъ функшй. 

593. ПРимзРЪ 1. Изсльдовать функцию у — уз 2х 
мюнени х оть —< д0 <. 

Триномъ 2°-|{-2х—3 нифеть дйствительные корни: —З и -|-1; сл. 
онъ положителенъ при всфхъ 2, меньшихь — 3, а также большихь, ь и 
отрицателень при всфуь значешяхь 2, заключающихся между —З и а 
Итакъ, функшя у дЪйствительна при вефхъ значешяхь 2, лежащихь вн корней 
тринома, и мнима для всякаго 2, заключающагося между корнями. 

Докажемъ, что она непрерывна для всфхъ 2, заключающихея между — © 
н-— 3, и между НТ и -- <. Пусть 2’ и 2”--й будуть два Значешя х, ле- я 
жащихь вн интервалла оть — 3 до -- 1. Имфежь: р 

3 при из. 

УИ Внуки РЕВ - 
отсюда, 

КИ 2 3—2 3; 

‘или, множа и дфля вторую часть на сухиу радикаловъ: 

Юла’ -+1) 
Ув На -- № — 3-23 

по мфрф приближешя # къ нулю, числитель стремится къ нулю; знаменатель 
же, будучи дЪйствительнымь при 2’ и х’--й, отличень отъ нуля, ибо’ эт 
значешя 2 отличны отъ —З и --1. (Сл5д. частное К стремится къ нулю 
_вифств съ №, а слЬд. фуньшя У непрерывна въ указанныхь интерваллахь. 

Иствительноети. > 



у 

ар изелфдуемь изифнешя подрадикальнаго тринома, а отсюда и самой 
функц; получаемь таблицу: 

х И Моя 
21—3|--°...>... _0..2>..=4..54. 0..5 8-Е 

...>.: 0—— | 

У — мнимый. 

. Не трудно изобразить изубнешя функщи графически. Для этого замтимь, 
что триномь нифеть равныя значешя, когда 2 получаеть величины,. равноот- 

стояния отъ — 1; сл. и 
У имфеть это свойство, 
и потому кривая имбеть 
осью сииметри_ прямую 
1, параллельную оси У 
и отстоящую отъ этой 

оси на 06 = —1. 
ЗатВиъ, ‘кривая ив 

имфеть точекъ между па- 
раллелями къ оси У’, 
находящимися - отъ этой 
ови въ  разстояшяхь: 
бА=-Е1, 0 =Ь— 3, 

Черт. 75. ибо въ этихъ предфлахъ 
У имфетъ инимыя значе- 

Ш; наконець, кривая не имфеть точекъ, лежащихь внизу отЪ оси 2, ибо у 
‘ость положительная величина 21-|-22—8, по заданию. 

ПРИМоРЪ 1. Иэсльдовать функцю у — /— а — 22-3, коба 
‘измтняется оть — < д -|- <, 

Корни тринома — 2? — 2%-|-3 суть —З и --1; изь закона изифненй 
_ тринома заключаемь, что онъ имфеть положительныя величины только’ при. 27, 
содержащихся между —З и -- |; для вобуъ значейй 2, лежащихь внф этих 
предфловь, триномъ отрицателень; слфд. функщя У дЬйствительна, когда 2 изиф- 
вается внутри корней, и мнима при всхъ 2, лежащихь внф корней. Какъ и 
въ предыдущемь примфр докажемь, что она непрерывна для интервалла отЪ 
—З до --1. Отсюда такая табдица изибненй: 

#—0...<...—3..<...—1..<,.. +1... <... 

и и О) 

25-8 —- ——0...<,..- 8... 0— 
у — мнимый. 9 — мнимый. 

и — 

у ак 

Итакъ, функщя возрастаеть оть 0 (при #=— 3) до -- 2 (пиг=-—1), 
затфиь уменьшается до О (при 2 =-|-1). бл. она нмфеть шахишии =--2 
при «= — 1. 

Кривая иметь ось симметрии, параллельную УУ’ и проходящую черезъ точку с, 
причемь 06 — —1; на этой оси ‚пояфщается шахишии = -- 2. ‘Кривая не иметь, 
точекъ вн параллелей оси уу’, проведенныхь черезъ точки А и А’, так, о 



ее 

А = 1 и 0А’= —3; она не ичфетъ точекъ внизу отЪ оси 22”. Кривая эта — 
полуокружноеть центра С. х 

Черт. 76. 
. 1 ; 

Примъръ ПГ. Изслюдовать функцю У НЫ измънени 

о оть — © % --®. С 
Функщя непрерывна въ интерваллахь: отъ — > до —З и 01 --1 до 

со; и претерифваеть разрывъ непрерывности оть — 3 до --1. Измфнешя 

ви обратны измфненямь функци У2?-- 22— 8; отсюда таблица: 

#|-<...<...— 3..1. Е. о... 
м2 —3|-<...>... (0...>. СЫ .<...-=ю 

Уя-2=—3|-<...>... 0—— — —0.,, <... 

9. <...>... у | 
Кривая функщи имфеть ось сииметри ми’, параллельную оби уу’ и опред 

ляемую лишей ОВ = — 1. Затфиь, она не имфегь точекъ между 0’ и 22’, па- 

раллельными оси Уу’ и отстоящими от этой оси на ОА = и ОА’ —3. 

Черт. 77. 

Вифств съ этимъ, т же прямыя и ось 222” суть три ассимитоты кривой, кото- 
рая, къ тому же, не имфеть точекъ внизу отъ оси 2-овъ. 
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ГЛАВА ХШ. 

Образцы изелфдован!я вопроеовъ второй степени. 

Задача Г. 

594. Раздълить данную прямую АВ въ крайнемь и среднемь отношещи, т.-е 
найти на ней такую О чтобы больший: отрюзокь АС быль предним про- 
порцональнымь между всею лищею АВ и меньшимь ея отръзкомь ВС. 

3 

По условшю задачи должно быть: АС=АВХ СВ, наи, назвавъ данную прямую 
АВ буквою а, разстояше АС буквою х, и слБд. обозначивъ ВС разностью а—4, 
получимъ уравнеше 

#—а(а—2)...(1) ли 2 -+аг—а?=0... (2). 

Изследовлнте. Чтобы корень ур—шя (2) представляль рёшеше задачи 
к смысл%, необходимо, чтобы онъ былъ дЪйствителенъ, положителенъ, 
и быль <а. 

Ур—не (2) имфеть всегда корни дЪйствительные, потому что посл члень 
(—4?) отрицателенъ; далве, корни имфють противоположные знаки, такъ какъ 
произведеше ихъ отрицательно (—=— а?); притомъ, меньший по абсолютной вели- 
чин% корень положителенъ, ибо сумма корней отрицательна (—=-—а). Остается 
убЪдиться, будеть ли положительный корень меньше а; для этого подставляемь 
въ триномъ, образующий первую часть ур—ния (2), вмЪсто 2 сперва 0, потом» а, 
и замфчаемъ, что результаты этихъ подстановокъ (—а? и -- а?) имБютъ про7иво- 
положные знаки. Слфд. положительный корень меньше а: онъ даеть точку С, ле- 
жащую между А и В и представляющую рёшене задачи въ прямомъ смысль. 

Другой корень уравнешя отрицателенъ; чтобы найти его значеше, подставимъ 
въ ур—ше (1), первоначальное, —< вм®сто 2; получимъ ур—ве 

2—а(а-2)... (3), 

имфющев т равные по величин, но противоположные по знаку корнямъ 
ур—ния (1). Такимъ образомъ, отрицательный корень ур—шя (1), взятый съ про- 
тивоположнымь знакомъ, представляеть прямое ръшеше задачи, отвфчающей 
ур—нио (3). Послфднее, какъ непосредственно видно, опредфляеть точку С’, 
лежащую на продолжени лини ВА вправо оть, А, и также удовлетворяющую 
вопросу: въ самомъ дёлЪ, положивъ АС’—х, имфемь ВС’—а--=, и ре В) 
тождественно съ 

5% 
АС’ =АВХ ВС". 

Итакъ, отрицательный корень даетъ другое рёшеше задачи, а знажъ этого 
ня показываеть, что посла долженъ быть нанесенъ на продолжеши лини 

АВ, въ сторону оть А, противоположную первому корню. Алгебраическое р%- 
шеше, кром отвфта на вопросъ въ тёсномъ смысл заланя, показало намъ, 
что вопросу, взятому въ боле широкомъ смыслф, удовлетворяють дв точки: 
Сис, р знаки корней указывають расположеше этихъ точекъ относн- 
тельно А. 

Рьшая ур-не (1), находимъ: 



прямую 2у и ва ней от- 
АВ—а, возставляемъ къ этой прямой перпендикуляръ въ точк® В, откла- 

у > Е 

Черт. 78, 

> описываемъ окружность, и соединивъ А съ центромъ, продолжаемъ прямую АО 
до пересфчешя съ пе въ точкф Е; другую точку пересфчен!я назовем 

м буквою 0. Прямыя АБ и АЕ представляють абсолютныя величины корней 2” и 2”. 
о Въ самомъ хьтВ, изъ прямоуг. треуг. АОВ имфемъ: 

к. у Иа — и 
д ло=У во-+лв= 

а 

дв лов неа. 

Ос нанести АО на АВ влфво оть точки А, лин же АЕ на продол- $ 
жене АВ вправо оть А: для этого нужно засфчь прямую 2у м о кру- - 

> товъ, описанныхъ изъ точки А, какъ изъ центра, ралусами АБ и . Такимъ, я 
_  образомъ получимъ требуемыя точки С и С’. З 

Задача ИП, 

595. На неотраниченной прямой, соединяющей два, источника свъта Аш В, 
найти точку, равноосвъщенную обоими. 

Задача эта впервые появилась въ алгебр Клерд (1746 г.), и съ тёхъ поръ 
вошла въ учебники, какъ одинъ изъ поучительныхь образцовъ изслвдованя 
вопросовъ. 

о с’ 
—— ——— 

Черт. 79. . ь 

р Обозначимь разстояше АВ буквою @, разстояе искомой точки С оть А 
_— _  буквою 2; тогда ВС будеть равно 4—ж. Далфе, пусть сила, освфщеня источни- 
Л. комъ А трла, находящагося оть него на, единичномъ разстоян!и, будетъ «, а сила, 
ь _  освфщеня источникомъ В на единичномъ разстояни пусть будеть 8. Изъ физики 

Со “ \ ; 
>> ых 4 >. 



НХ 

извфетно, что освъщеня ‚ пропорщюнальна квадрату. тояшя 
* 

источника. 

на разстояши 1-есть а, то на разстояни 2, 3, 4... единиць она, будеть уу 

к г т’ ...» а потому на разстояни 2 она будеть =. Такимъ же образомъ, 

сила освфщеня точки С источникомъ В будеть ве Но, по условию задачи, 

точка С ‘освфщена обоими источниками одинаково, сад. 

а аа: 2. 

(в—)°—21.4.г-+а=0.... (2). 

Изследовлите. Чтобы задача была возможна, нужно чтобы корни были 
дЪйствительны, т.-е. реализанть не былъ бы отрицателенъ. Не реализанть = 

2344 — (а — 1) Фа = 028 — а - аа = аа, 

в это ‘есть количество положительное, такъ какъ, по натур задачи, а а }. о 
количества существенно-положительныя. Итакъ, корни уравнешя всегда 
‘ствительны. 

я ‘опредвлешя ихъ знаковъ обращаемся къ произведению и сумм корней; 
мЪ 

тд и 4— количество. положительное, въ частности, могущее обратиться и въ 
нуль. Отсюда возможные случаи таковы: 

1 4>0. >в 2} а>61<8 94>0, «= 4)4=0, 285 х 
и 5 а=0, а=}. з 

1-й случай; 4>0, &>.. : | >: 

"Произведен! ‘корней положительно; слфдовательно, знаки ихъ одинаковы; 
сумма корней также положительна, ‘слфловательно, оба, корня положительны. Это 
значить, что въ данномъ случаф существують двф точки, лежашя вправо отъ А, 
одинаково освфщаемыя обоими источниками., Посмотримъ, какъ эти точки. рас- 
положены относительно источника В. 

7 я этого надо внить корни съ лишей 4. Подставивъ въ ур-=не в: 
вы букву а, риа: и р ви 

р: ет 

: НО=@—р@ аа =— М ^ 

Результать подстановки отрицателенъ, т.-е. имфетъ знакъ, противоположный 
знаку коэффищента при 28; заключаемъ, что 1 содержится между корнями, слф- 
довалельно, одинъ изъ нихъ меньше 4, другой больше 4. Итакъ, существують — 

_ деть осо ыпавныя точки: одна, С, находится между А и В; другая, С’, — 
вправо оть В. 

Остается узнать, къ которому изъ данныхъ источниковъ первая точка, ©, 
ближе: къ источнику А, или къ источнику В? Подстановка въ первую часть 

‘ур—ня (2) количества Я вето <, даеть результать р 

Це: 



положительный, т.-е. одного знака съ коэффищентомь при 22. Это значить, что. 

к 5 находится внф корней, и, очевидно, меньше меньшахо корня. Заключаемъ, что. 

® точка С находится ближе къ слабЪйшему источнику В, чего и слдовало ожидать. 
= Что касается второй равноосвёщаемой точки, С’, то, находясь ыю оть В, она 
й также лежить ближе къ слабфйшему источнику, какъ и должно быть. 

2-й случай: а>0, «<. 
Произведене корней, имфя въ этомъ случаф положительный числитель и от- 

‘рицательный знаменатель, отрицательно; сл$довательно, одинъ корень положи- 

теленъ, другой отрицателенъ. Сумма корней отрицательна, слфдовательно а060- 
‘лютное значеше отрицательнаго корня ‘больше, 

Положительный корень даеть точку, лежалцую вправо отъ А. Для опредфлешя 
ея положешя относительно В, замвчаемъ, что /(4) = — 4?, т.-0, имфеть знакъ 
коэффищента при 2%; слвдовательно, 4 находится вн корней, т.-е. положитель- 
ный корень меньше 4. Онъ даетъ точку, находящуюся между А и В. Къ кото- 

у рому источнику она ближе? 'Такъ какъ 

имфеть знакъ 1-го коэффищента, то’ х находится внф корней, т.-е, положитель- 

ный корень <. Это значить, что искомая точка С ближе къ источнику А, 

какъ и должно быть, ибо въ данномъ случаф этотъ источникъ слабфе В. 

Что касается отрицательнаго корня, то для истолковашя сго обратимся къ 
ур-ню (1); подставивъ въ него —2 вмфсто 2, найдемь ур—ше 

#1. 
2 Ча к: 

которое и получили бы, если бы искали равноосвёщенную точку влфво отъ А. 
Итакъ, отрицательный корень опредфляеть точку С”, лежащую влъво оть А. 
Длйствительно, такая точка, находясь ближе къ слабЪйшему источнику А, при 
надлежалцемъь разстояни оть него, можеть быть одинаково освЪщена обоими, 

3-й случай: а>0, а= 

Въ этомъ случа коэффищенть при 2 обращается въ нуль, и слфдовательно, 
одинъ корень уравнешя обращается въ безконечноеть, а’ другой найдемъ, отбро- 
сивъ‘чаенъ съ 22, т,-е. взявъ ур—ше 

. — 2145 -- &?—=0, наи —22-4=0, 
откуда, 

Корень 2—1 означаеть, что одна изъ искомыхъ точекь находится какъ 

разъ въ срединВ лиши АВ, что и должно быть при равенствз освфщешя обоими 
источниками, 

Для истолковашя безконечнаго корня можно зам\угить,‘ что при равенств® 
яркости источниковъ всякая точка, взятая ва продолжеши лини АВ въ конеч- 
номъ разстояни отъ источниковъ, будетъ, освфщаться ими неодинаково, но что 

ЧЪмъ дальше отодвигаль эту точку, тфмъ разница въ освфщени будеть стано- 
виться все меньше’ и меньше, но можеть исчезнуть лишь при удалеши точки въ 
безконечность. Можно обратиться также къ формул корней. Написавь ур-не 
въ видь ы 

[ — 2} ь пб ИЁ 
Ра 9 я. Уз 
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откуда найдемъ 

ИВР, аУа_ 
\ УакиР * Уи} 

Первый корень при « =} даеть первую изъ искомыхъ точекъ: а. 

Если въ формул 2» взять сначала а > }, то 2. дасть точку С’ вправо оть А; 
по мфрф приближеня а къ }, и слфдовалельно, знаменателя —къ нулю, 2х будеть 
боле и боле возрастать, и точка С’ удаляться вправо; наконець, когда, а сдф- 
лается равнымъ }, точка С’ удалится на безконечно большое разстояе вправо 
оть А, Если бы а было въ начал меньше }, то корень хз даль бы точку С”, 
лежащую влёво оть А; по мфрф приближен я а къ |, она удалялась бы въ без- 
конечность влфво отъ А. 

4-й случай: 4—0, «21. 

Ур—не обращается въ (а—}) 2? —0, откуда 2’'=2” 0. Это значить, ‚ что 
только одна точка будеть равно освЪщена: ма точка, въ которой находятся 
оба источника свъта. 

5-й случай: 4—0, а=8. 
Уравненше принимаеть видъ 0. 42 -|-0.2-|- 0—0; ему удовлетворяеть всякое, 

значеше х, такъ что число рёшенй неотраниченно, и задача, неопредъленна. И въ 
самомъь дл, когда оба 
источника находятся въ од- 
номъ мфотВ и равносильны, 
то всякая точка соединяю- 
щей ихъ прямой будеть осв%- 
щаться ими одинаково. Въ 
числ ихъ находится и сама 
точка, гдВ помфщены оба, 
источника, и которую опре- 
дфляеть первый корень а’, 
равный въэтомъ случа нулю. 

Примъчаще 1. Нетрудно. 
построить 06% ноОсвф- 

Черт. 80. щенныя точки. Возставивъ 
въ точкв А (черт. 80) пер- 

пендикулярь равный Уаз, & въ точкв В два периендикуляра, одинъ кверху, дру- 
той книзу оть ливи жу, равные У®, проводимъ прямыя А’В’ и А’В”, изъ конхь 

первая пересфчеть линию 2у въ точк С’, вто- 
рая въ С. Это и будуть искомыя точки; въ 
самомъ дл: 

АА ВВ, 
с’ АС` вс’ 

АА’ ВВ’ Уз в ш 
Черт. 81. Результаты алгебраическаго изслфдованя 

предоставляемь читателю вывести изъ этого 
чертежа, 

Примьчане 11. Если бы требовалось найти зеометрическое мюсто точекь 
плоскости, равноосвъщенныхь источниками А и В, то, положивъ, что М (черт. 81) 
есть одна изъ точекъ искомаго м$фста, мы нашли бы, что 

т 
АМ ВМ ВМ У} 
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Заключаемъ, что искомое мфето есть мфсто такихъ точекъ, отношеше раз- 
стоянй которыхъ оть А и В имфеть данную величину. Изъ геометри известно, 
что это есть окружность, описанная на прямой СС’ (точки С и С’ опредфляются 
построешемъ, указаннымь въ примфчани 1) какъ на дЛаметр$. ы 

Примьъчае ПЛ. Если бы требовалось опредфлить мюсто точекъ вь про- 
странствъ, равноосвъщаемыхь точками А и Вто досталочно было бы обернуть 
окружность МСС’ около даметра СС’; точки полученной шаровой поверхности 
и были бы требуемыя. 

Наконець, если бы требовалось найти точки равноосвъщенныя ‘источниками 
Ац В, на нъкоторой лиши или на поверхности, расположенныхь вблизи точекъ 
А иВ, то очевидно, что искомыя точки были бы общими точками данной лини 
или поверхности съ вышеуказанною сферою. Въ случаф поверхности, этихъ то- 
чекъ было бы безконечное множество, но могла бы быть и одна только искомая 
точка, если бы сфера и поверхность были касалельны; могло бы и не быть иско- 
мыхъ точекъ, если бы поверхность и сфера не имфли общихъ точекъ. 

Задача 11, 

596. Манометрь со сжатымь воздухомь состоить изв дважды сознутой, 
строю цилиндрической трубки АВОП; вттвь ЕВ содержить сухой воздухь; со- 
чнутая часть В — ртуть, а вптвь 00 

ся в сообщенги сь паровымь кот- 
ломь паровой машины. Кода уровень ртути 
стоить на одной зоризонтальной плоскости 
АО, давлеме воздуза вь манометрь равно 
давлению атмосферы; козда давлеше въ котлть 
‘Увеличивается, ртуть поднимается в 
оътви ВЕ и на столько же опускается в 
ВО. Знал, что АЕ, что давлеше атмо- 
НН, вычислить высоту © уровня А' 
надь А, если давлеше въ котль равно п 
атмосферамь. 

Решение, Ртуть въ трубкВ ВЕ пере- 
станеть поднималься и остановится въ А’, 
когда упругость воздуха, сжатаго въ этой 
вфтви, увеличенная колонною А’А” ртути, 
уравновфсить давлеше въ котлф. Высота 
А'А" = 2АА! — №. 

Новое давлене у воздуха, сжалаго въ 
А’Е, опредфляется по закону Маротта, 
именно: если температура не измфняется, 
то давленя, производимыя одною и тою же 
массою газа, обратно пропорщюнальны объ- 
емамъ, ею занимаемымъ. Въ данномъ слу- 

чаф, объемы, послфдовалельно занимаемые 
воздухомъ въ манометр, суть цилиндры, 
имъющие одинаковое основане, а высоты. 
1—2; слёд., назвавъ сфчеше трубки буквою ®, имвемъ: 

Черт. 82. 

‚м 
0—2 

у 1 
у= в? откуда у=НХ т 

Такъ какъ давлене въ котлВ равно ИН, то ур. задачи будетъ: 

ЯН -+НХ— 

или, по освобождеши отъ знаменателя: 

2 — (29 + ИН) #1 —ЮН=о. .. (1). 



т 

Рь»шивъ его, найдемъ: 

Ен = УР иН Ви ПН, 
4 

‘или 

—_ кин == ИН — 2-81 ИН Е В. 

Изсаъдовлнтк. Чтобы тоть или другой корень отлета задач, онъ 
долженъ быть дЪЙствительнымь, положительнымь и < {. Такъ какъ подъ знакомь 
‘радикала, находится. существенно-положительное количество, то. оба. корня всегда, 
дйствительны. Если ®>1, то произведене корней будетъ положительно; & как 
и сумма, ихъ положительна, то оба корня будуть положительны. Но какъ неиз- 
вЪстное должно быть еще <[, то нужно убфдиться, имфеть ли ур—ше корень, 
меньший 1. Подставляя { вместо = въ первую часть ур—ня (1), найдемь 

28 — 2 —пН-- МН —Ш или — 1, 

Т.-е. результать отрицательный; это значить, что 1 заключается между корнями 
ур—шя (1), и слфдовательно меньший, корень < & больш ›>1, Задач отв\- 
чаеть менышй корень, слфдовательно 

* 
Е: бы ЕЕ ВН 4 

и есть искомый отвфть. х 

Примпчаше Т. Если п неограниченно увеличиваль, то при ® = © корень а" 
принимаеть неопредфленный видъ со— со; чтобы найти истинное значене этой 
ввопрожленнооти, нужно числ. и'знам. умножить на, э{-- яН - Уи — 30 И; 
найдемъ 

ИЕН" 

При %— < это выражене принимаеть неопредфленную форму вида 5 

для раскрытя которой дЪлимъ числ. и знам. на я; такимъ образомъ получимь, 

Это значить, что по мёр того какъ давлеше увеличивается, ее А’ 
ртутной колонны болфе и боле приближается къ вершин Е трубки ВЕ. 

Примъчанще 11. Если давлеше въ котлВ сдфлается меньше атмосферы, уро- 
вень ртути опустился ‘ло А”’ ниже точки А въ колфнф ЕВ, и поднимаетея до 0” | 
въ ВО, причемь АА” — 00”, Равновз‹е наступить тогда, когда, давлеше у воз- 
духа въ манометрв будеть равно давлению пара -- колонна, ртути 0”0’”, равная 
АА”. Если новое неизвстное- АА”” назовемъ буквою 2, у опредфлится изъ 
пропорщи : : 

1 1 . = откуда У=Н.рры 



новое ур—ше задачи будетъ 

й 
НН 26 

2 (21-Е ян) И"—Пн=0. .. (9); 

оно отличается отъ (1) только перемвною < на — 2; слдов. корни (3) равны 
по величинЪ и противоположны по знаку корнямъ (1). Такъ какъ здфсь ж < 1, то 
‘произведеше корней отрицательно, слфд. одинъ корень ур я но положителенъ, 
другой отрицателень; новому вопросу отвфчаеть положительный корень 

„Е @НЕНи) + УМ ина. 
. 4 

Сличая 2’ съ 2’, видимъ, что рьшене <” (2) примфнимо къ обоимъ случа- 
ям: и>Т и < 1; достаточно только откладывать КИК значения, ко- 
торыя можеть получаль выражеше (2), внизъ оть точки А. 

Задача ТУ. 

597, Тяжелое тпьло брошено въ пустотиь вертикально вверть св начальною 
скоростью Уз; опредьлить, въ какое время оно достлинеть высоты й надз началь- 
ною точкою, 

Въ равномфрно-замедлительномъь движеши, какое имфеть тяжелое твло, под- 
нимающееся вверхъ, пройденное пространство # связано съ временемъ #, упо- 
требленнымь на его прохождеше, формулою 

Слфдовалельно, если искомое время назовемъ буквою =, то это неизв%стное 
должно удовлетворять ур-нНо 

1 
ПУ 59, 

или 

у—эуж--21=0...(2). 

Изследовлнте. Чтобы &, выведенное изъ этого ур—н1я, давало отвЪть 
на вопрось, нужно, чтобы рёшеше было дЪЙствительно и положительно. Услов!е 
дЪйствительности корней ур—тя (2) таково; 

3 
У?— 20 30, или <. 

Итакъ, различаемъ три случая: 

Первый случай: > и 

Корни ур—шя (2) мнимы, слВд. задача невозможна. Это очевидно & рог. 
Въ самомъ дфлЬ, тВло остановится, когда, его уменьшающаяся скорость обратится 
въ нуль. Но скорость въ конц времени # НЕА: формулою: У=\— 96 

‘слёд. она обратится въ нуль, когда время #=-б; пройденное до этого момента 

у у.) 2 
пространство будеть 1= У . Е _ ры (“) =. Это есть шахшиии высоты, до. 

которой можеть подняться тЪло при начальной скорости Уч. 
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Корни ур—нйя (2) въ этомъ случа -—дфйствительные равные, а общая величина, 

ихь есть ыы что согласно съ вышеуказаннымь результаломъ. 

№? 
Трепй случай: № За 

Въ этомъ случаз ур—н (2) имфеть корни дЪйствительные, неравные и 0б% 

положительные (послфднее потому, что ихъ произведеше я ета и 8 

ложительны). 
Чтобы даль себф отчеть въ происхождени этихъ дву положительныхъ кор- 

ной, замугимь, что тБло при движени бываеть дважды въ точк® М, отетоящей 
по вертикалу на й оть А: одинъ разъ летя вверхъ, другой разъ, 

тВ падая внизъ. Оба положительные корня и даютъ эти времена, Въ 
самомъ дфлф, эти корни суть 

У _ ИУ ЗВ. 
9 Ем 

Пузиомникь что сколько времени тВло употребляеть на, подняте 
«ТМ от до В, столько же и на паденше отъ до М. Пусть это. 

з 1 
время =09; слёд. взявъ случай падешя, имфемъ: ВМ = 5 993 или 

Уз 1 
в = 890%, откуда, | 

Н 

| Е] у У ;- 
| Залфмъ, зная, что д “СТ время кульминащи, ивходииь, что. 

| менышй корень, 2’, представляеть разность между временемъ куль- 
минащи и временемъ, необходимымъ тфлу на прохождене вверхъ 

$ м разстояшя ВМ, слёд. — время 00 кульминащи, въ которое твло нахо- 
дится оть точки А на, высот® 4; больший корень, 2”, представаяеть, 
сумму временъ, необходимыхь тёлу на поднят вверхъ до высшей 

Черт. 83. точки В и затВмь на, падеше внизъ до М, слёд. — время посл куль- 
минащи, въ которое тфло находится оть А на высотв й. 

Задача У. 

598. От» мометна, в» который наблюдатель, стояшёй у отверстия колодца, 
выпустиль изь рукъ камень, 00 момента, в который услышань быль ударъ камня. 
0 воду, прошло & секундь. Найти ллубин) колодца, зная: 1) что звукъ расппо- 
страняется равномтрно со скоростью $; 2) что связь между пространством [,, 
пройденнымь при свободномь падеши, и временемь 9 падешя выражается фор- 

мулою 1—1 00%, 1дъ 9— ускореще тяжести. 

Решенте, Пусть искомая глубина колодца будеть 2; данное время # со- 
ставляется изъ двухъ частей: 

. 1) Изъ времени у, которое камень употребляеть на прохождене свободнымь 
Я тлубины 2 колодца, причемъ связь между 2 и у выражается формулою’ 

&—50?, изь которой 



_2) изъ времени 2, въ которое звукъ проходить разстояше 2 равномфрнымь 
А скоростью ®, причемъ по закону равномфрнаго движешя #=2%, 

_ откуда 

Приравнивая 2--у данному времени &, имфемъ ур—не $4 

гу 
Это уравнеше —ирращональное; для рёшен!я его, изолируемъ радикалъ: 

| у=-:-=. @ 

и возвышаемъ об части въ квадрать, что даеть послфдовательно: 

=... (1). 

а. или 02 — № (5-- ае-ое=о. .. (3). : 
9 ® Га 

: Изолвдовлнте, Ур—не (3) не эквивалентно (2)-му, ибо оно есть то же, 
что ур—ше 

: 22 |, =! 
; я. 
но послфднее есть результать возвышешя въ квадратъ какъ даннаго ур—Шя 

* у®- =, 
9 ® 

| такъ и ур—шя 24 < 

. -ие 
: 9 

Чтобы корень ур—я (3) удовлетворялъ данному ур—нйо, нужно, чтобы онъ 

РТТ, | 

Я обралщаль разность -— въ количество положительное, т.-е. удовлетворялъ бы 

в неравенству 

ь #-5>0, или #< 

“т Итакъ, чтобы корень ур—шя (3) представляль отвфиъь на данную задачу, 
,. нужно, чтобы онъ былъ дЪйствительнымь, положительнымь и меньше #4. 

Чтобы корни ур-—шя (3) были дИствительны, необходимо и достаточно, | 
чтобы было 

в? (и п) — 99330, или 4? (02-290) 50. 

Но каждое изъ количествъ 9, © и # положительно, сльд. услове дёйстви- 
Е тельности всегда, удовлетворено. 

х Затмъ, оба корня положительны, потому что произведеше ихъ 9 и сумма 

Ея) — положительны. Остается убфдиться, будеть ли хотя одинъ изъ кор- 
< 
З ней <. Для этого въ триномъ, составляющий первую часть ур—нйя (3), ее 
ы. ‘ставляемь +# вмфсто 2; получимь: 9% — 20 (х -- 91) 96 -- 96, или — 24 
°— (  Зульталь отрицательный, т.-е. противоположнаго знака, коэффищенту 9. р 

я (3), с и ры 3). Это значить, что %Ё содержатся между корнями урн 
р слЪд. меньш! корень <, и только онъ одинъ даеть отвфть на, задачу. Па, 

(8-9 —Ия--295)... (4). = ‹ 
9 к 



аа 

Задача У1. 

599. Построить прямоуюльный треуюльникь, знал ею периметрь Эр и 
площадь тя. 

Рэшенге. Обозначимъ искомые калеты буквами и у, а гипотенузу 2; най- 
демъ уравнешя 

и-уе=... (1) 
я+у=и... (2) 
ту—2т.. .(3). 

Изъ (1) имфемь «+ у=2р—2; возвысивъ об части этого уравнешя въ 
квадрать и замфнивъ 27 -- у? резнымь этой суммВ количествомъ 22 [изъ (2)], 
получаемъ: 2? -- 22у = (2р — 2); или, замфчая, что по (3): 22у=4т®, находимъ, 

` раскрывъ (2р — 2): 
22 -- 4т3 = 4? — 4ре-- 21, 

откуда 

Подставляя вмЪсто 2 это значене въ ур. (1), имфемъ: 

ит 5 5"... 

Изъ ур—нй (3) и (5) видно, что = и у суть корни квадратнаго уравнешя 

ие — (р*-- т) и 2рт=0., . (6) 

она феи — вре 
у р : 

Изслъдовлнте. Чтобы корни, опредфляемые вышеданными формулами, 
представляли отвфть на задачу, они должны быть дфИствительны, положительны 
и, каждый, «р. 

Формула и) показываеть, что # дЬйствительно; оно будеть положительно, 
тЫ взять т<р; но въ такомъ случав 2 будеть и меньше р. Итажъ, должно 
ть 

т<ь.. - (8). 

Чтобы & и у были двИствительны, необходимо, чтобы было 

(р? т) — Зри > 0, иди (р -- та} — (272. рт} >, 

(ра- т? -- 2,2 . рт) - п? —3У8 . рт)» 0, 
т.-е. оба множителя 1-Й части должны имЪть одинаковый знакъ; но какъ первый 
множитель положителенъ, то и второй долженъ быть >>0; такимъ образомъ, рас- 
полагая по степенямъ т, имфемъ неравенство 

#-у= 

откуда: 

. (7). 

или 

т? — 272 .р.т- у? 30. 

Корни этого тринома суть: и’ = (УЗ —1) и т”= (ИЗ - 1), и какъ триномъ 
долженъ имфть знакъ перваго члена, то тж должно лежаль вн корней, т.-е. 
должно быть 

т<р(2—1)...9) ми т»р2-+1.. . (0). 

Но неравенство (10), будучи не необходимо, противорёчить необходимому 
‘неравенству (8), и потому должно быть отброшено. Тогда останутся два нера- 
венства одинаковаго смысла (8) и (9); но какъ первое изъ нихъ заключается во 
второмъ, то остается послфднее, т.-е. 

т < ри —1). 



ВА б 

Разъ оно удовлетворено, 2 и у будуть дЪЙствительны; но въ такомъ ‚случай 

они будуть и положительны, ибо ихъ произведене 2? и сумма ры поло- 

жительны. Кром того, 2 и у будуть и меньше р. Въ самомъ дл, 

Гая — 8 — пр -- зтвр-= ивр, 
слфдовалельно, положительна; это значить, что р находится вн интервалла кор- 

2 
ней ур—ния (6), и какъ полусумма, этихъ корней, равная ни меньше р (ибо. 

при условш и? < р? имфемъ ре Эа. т.е. <р), то расположене корней 
Эр р 

жиуин числа р на, скалЪ дЪйствительныхь чиселъ таково: 

д. у. В, 

. тиу, каждое, меньше р. 

Заключаемь, что единственное услов!е возможности задачи есть 

три — 1). 

Итакъ, числа 2, у и 2, будучи дфИствительными, положительными, меньшими 
р и удовлетворяя ур—н!ю (2), служать мврами сторонъ прямоугольнаго треуголь- 
ника, который и можеть быть построенъ. ы 

Неравенство (9) показываеть, что наибольшая величина или тахйтит т 
есть р (У2— 1); такъ какъ это есть одинъ изъ корней подрадикальнаго тринома, 
то послвднй при =р (УЗ — 1) обратится въ нуль, © и у сдвлаются равными, 
а треугольникъ равнобедреннымь, такъ что находимъ теорему: 25 всьхь прямо- 
зпольныть треуюльниковз одинаковало периметра. рацнобедренный имтеть наиболь- 
шую плошадь (ибо при намб. значени т", и т? имфеть наиб. значен!). 

Черт. 84. 

Примючаше. Если бъ мы рфшили неравенства относительно р, то легко на- 
шли бы подобнымь же образомъ, что: и3з всъхь прямоуюльныхь треуольниковь, 
импощихь одинаковую площадь, равнобедренный ‘измтьеть наименьший периметру. 

ПостроЕнтЕ. Пусть данный периметръ 2р равенъ лини ММ, & данный 
квадратъ стороны т равенъ РОВ$. Раздфливъ линйо МХ пополамъ, возставимь 
въ точк Т перпендикулярь ТО= -р, и соединимъ 0 съ №; изъ прямоуголь- 
наго треугольника МТО имфемъ: № У2. Описавь изъ точки № какъ изъ 
‘центра, дугу радусомъ =р, получимъ: ОТ'=р(И2—1). Изсл5доване намъ по- 
казало, что для возможности задачи сторона т квадрата т? не должна, превышать 

динш ОТ беремъ для заданнаго квадрата сторону, равную ОУ < ОТ". 



Я 

— 646 — 2 

Строимъ &# по формузь (4). Для этого, взявъ прямую 06=3р, ‘на половин 
ея ОЕ описываемъ полукругъ, наносимъ въ немъ хорду ЕЕК=т, опускаемъ пер- 
пендикуляръ ЕС на ОЕ, и соединяемь точки О и Е. Изъ прямоугольнаго. 
‘угольника ОЕЕ имфемъ: ОЕ —ОЕ?— ЕЕ? =? т?; съ другой стороны: ОЕ= 
=рЕХОС=рЖ С; слёдовательно рх ОС=?— 2, откуда 

А. 

Замфчая, что 66=06—ОС=2р— 2, изъ ур- вйя (1) видимъ, что Сб=-у. 

Е 

АР р 

р 

Черт. 85. 

Допустивъ, что САВ есть требуемый треугольникъ, имфемъ: 

СА+АВ==-+ у= Сб=СА-- Аб, 

АВ=АС, 

слфдовательно уголь С треугольника АВС равенъ 45%; при этомь СВ=СО=а. 
Поэтому въ треугольник ВСС извЪстны стороны СВ и СС и уголъ б; такъ 

что дальше продолжаемъ построеше такъ: продолжаемь ЕС и беремь СК=С@, 
<оединяемъ точки К и С и опускаемъ перпендикуляръ СН ва КС, который раз- 
дФаить прямую Кб въ точк® Н пополамъ. Не трудно удостовфриться, что въ 
разсматриваемомъ случа СО>>СН; поэтому. описавъ изъ С, какъ изъ центра, 
ду Ая сомь СП, найдемъ, что она пересфчеть линйо КС’ въ ах точкахь 

и В’. Опустивъ изъ этихъ точекъ перпендикуляры ВА и В’А’ на Сб, найдемъ 

откуда, 

два требуемые треугольника АВС и А’В’С; легко видьть, что они равны. Въ са- 
момъ дьлв. Сб, равно и АА’ въ точкВ 1 дфлятся пополамъ; поэтому 

Аб=АВ=А’С; а также СВ = СВ’. 

При условши т=р(УЗ—1) легко видфть, что будеть СО==СН, и задача имфеть, 
одно ршене: ея треугольникь СНИ. Нахонець, при т>р(УЗ—1) 
будеть СО<СН, и задача невозможна. - 

Задача УП. 

600. Зная’ высоту № усьменнало са, ею объемь \ и радбусь В одною мзь 
‘основан й, и х аа. 

РьшЕенте. Объемъ конуса, усфченнаго параллельно основано, дается фор- 

мулою: 142 --Ве-Ы), и если, данный объемъ У мы представимъ въ видё 



394, то прямо получимь рые 

с (Ве Ве) Е. аи аа Во —и0. т 
—В = 442 — 32 —=5—. 

_Изсаздовлите. Если предположить, что искомый усфченный конусъ 
_ соить изъ двухь конусовъ, сложенныхь вершинами, 1..6. предотаваяеть усфчен- 

_ НЫЙ конусъ 2-то рода, то нашаи бы ур-не 

2 — Ва № =0...(), 

_ отличающееся оть перваго только перемфною 2 на —а: слфдов. отрицательные 
_ корни ур—шя (1) служать положительными корнями (2), и потому даютъ рше- 
_—_ щя 2-го рода. + 

Зная это, обратимся къ изсл®дованио ур—шя (1). 

Услов!е ина корней, какъ легко видфть, выражается неравен- 

омъ @>3 В?. 

`Знаки ее Произведене корней, равное В2—а?, будеть >0 при ас, —0 и: 
_ прм @=82 и < 0 при 4*> В. 

_ Сумма корней, равная—В, всегда, отрицательна. Такимъ образомъ, критиче- | 

_ свя значеня 4, въ восходящемъ порядкЪ, суть: 0, зе и В, л легко составить 

_олвлующую таблицу знаковъ, 

Значешя а 

`Реализанть 

Произв. корней 

Сумма корней 

‘изъ которой тотчас выводимъ заключеня: 

1) @< 882. Реализанть отрицателенъ, слфд. 
А "0 л’ 

корни ур—шя (1) мнимы, и задача невозможна. ’ 

2) а = ВР, (тонти 42). Въ отомъ случа \ у 

`Ж #2=—5, 

. (1) 
| | 

что даеть усфченный конусъ 2-го рода, у котораго. | 
| | 

, фажусь верхняго основашя вдвое меньше радтуса, 
:: нижняго основаня. Это значить, ‘что изъ всфхъ 
се ‘усфченныхъ конусовъ 1-го или 2-го рода, которые 

_ МОЖНО построить на данномъ основании и съ данною 

г 
\ 

_ высотою, наименышй объемъ принадлежить конусу. А 0 В 
_— 2-го рода АВУВ”А” (черт. 86), котораго вершина на- 

‹одится на = высоты оть нижняго основашя. ‘Черт; 88, 
3 : 

Эа < в Произведеше корней ур-—вя (1) положительно, а сумм 



ы УГ 

ихъ отрицательна (= — В), слёдов. оба корня отрицательны и даютъ два рзше- 
я с фе (2) п (2), которыхь основашя расположены по 0бф стороны 
точки с 

4) а? = 2. Ур. (1) приводится къ 22 -|- Вх =0 и имфеть корни: 

#=0, #=—В. 

Второй корень даетъ усфченный конусъ 2-го рода (3), имзющий вершину въ 
срединф высоты; первое рьшеше даеть полный конусъ (3’), который по произ- 
волу можно разсмалривать или какъ усфченный 1-го рода, или какъ усфченный 
конусъ 2-го рода. 

й х (3) “\ 

Черт. 87. 

5) а*> Е?. Произведеше и сумма корней ур—вя (1) отрицательны; слдов. 
одинъ корень подожителеньъ, а другой отрицателенъ, причемь абсолют. знач, по- 
‘слЪдняго больше: первый даеть усфченный конусъ 1-го рода, второй—2-го рода, 
какъ на черт. (1), только ражусъ О’А” длиннфе О’В’. 

Если, теперь, помножить 06$ части предыдущихь равенствъ и неравенствъ 

на 3% чтобы ввести данный объемъ У, то все изслёдоване можно резюмиро- 

валь такъ: 

Резюме изслфдован!я. 

„2 из” мнимы : 0 рьшенй. 

я даетъ : 1 рьш. 2-го рода. 

шитиию дая У. 

«ев. :2<0, 2"<0:2 ршешя 9-го рода. 

Тв .:”=—В, 2"=0:2 рышеня 2-го рода. 

У>1 в .:7<0, #'>0:1 ри. 1-го и 1 рёш. 2-го рода. 

601. ИЗОххоВАитя ИЗМВНЕН1Я ОБЪЕМА У. Для объема У мы на- 

‘шли формулу: У= 3 (#-- В2- В), которую можно написать въ видь 

а [++]. 

Это есть квадратный триномъ относительно 2; изучеше его измёненй при 
изивнеши 2 оть —со до --<о приведеть насъ къ вышенайденнымь результа- 
тамъ, но кралчайшимь путемъ. 
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'Даемъ сначала значения отъ 0 до -|-<о, и вычисляемь соотв®тств: ця 
значеня се: въ квадратныхь скобкахъ; помноживъ каждое И 

`значешй на Зв, найдемъ измБнешя объема У. То же самое дфлаемъ, измняя г 

оть 0 до —<о. Такимъ образомъ получаемъ дв таблицы измфнен!Й У: для поло- 
жительныхь и для отрицалельныхь значений 2. 

2 | еее <В.... < з 
у : з У: 1 та №... <т№.... <... 

у [138% <... <... + 

о >-№....>-8в...5-=® 
Зи 3 
1 В? . >4е< №.. .<+® 

Е У Ти... ><. ав... 

Итакъ, конусъ перваго рода неограниченно возрастаетъ отъ Зе до без- 

конечности; конусъ второго рода сперва уменьшается оть во до. овал, 

потомъ увеличивается до Вей, проходя два раза черезъ всё ведичины между 

ева и аж а зат6мъ продолжаетъ увеличиваться, проходя разъ черезъ каж- 

8 дое значеше оть ев до <. 

Представим эти измвнешя объема кривою. Для этого наносимъ положительныя: 

значешя х по оси х вправо отъ начала 0, отрицательныя — влфво оть 0. Въ ко- 
нечной точкЪ каждаго значешя х проводимь перпендикуляръ къ оси хе, и от- 
кладываемъ на, немъ величины функщи У. Соединивъ вершины ординатъ, полу- 
чимъ параболу, изображающую наглядно изм5нешя У. Эта, кривая показываетъ: 



— 650 — 

1) Чтобы найти значеше \У, соотвЪфтствующее данному значению =, нужно 
нанести 2 на ось а’ вправо или влфво оть точки 0, смотря по знаку 2-са, и 
провести ординалу кривой, соотвфтствующую взятому значенйо 2. 

2) Чтобы найти значеше =, соотвфтствующее данной величин® У, нужно пе- 
`ресфчь кривую параллелью оси '2, взятою на разстояни отъ 2'=, равномъ зна- 
ченио У, и построить абсциссы точекъ пересфчешя этой параллели съ кривою. 

Такимъ образомъ легко видЪть, что задача не имфеть рёшеня, когда У 
1 

меньше 7 пВ?/, ибо кривая не имфетъ точекъ, которыхъ ординалы были бы меньше, 

$ Г | 
ДАР; что наименьшее значеше У есть ДАК, и что оно соотвфтетвуеть 

== что \У принимаеть два раза каждое значеше между ев и зв 

при двухъ различныхъ Марлен а значешяхь жд, одномъ, содержащемся 

между Они — 5, другомь— между К — В: задача имфеть 2 ршешя 2-го 

рода; что, наконецъ, У принимаеть дважды каждое значене, большее «В, разъ 

при #>0, другой при #<— В: задача имфеть 2 рьшешя — одно 1-го рода, и 
одно 2-го рода. 

ПострРоЕнте. Возьмемъ случай: «>В, когда, задача имфетъ два рёшеня— 
усЪченные конусы 1-го и 2-го рода. Верхшя основашя ихъ имфють радлусы, вы- 
ражаемые формулами: 

Взявъ лин 00’=й, проведемъ къ ней въ точкахь О и 0’ перпендикуляры 
Зи 22’; на первомъ оть точки О отложимь ОА=ОА’=Ё, на второмъ оть точки 

ЕЙ 

Черт. 89. 

О’ линшо О’В=а, а на продолжени ея линшо ВО”=В. Изъ точки О” радусомъ 
О"В описываемь полукругъ, въ которомъ виисываемь сторону правильнаго тре- 

‘угольника ВС, и дЪаимъ ее въ точкь О пополамъ; лия во 198, Описавъ на 

а полукружность, наносимъ въ нее хорду ВЕ=ВО и соединяемъ точку Е съ 0% 
‘очевидно, 

9 \2 

== =-(). 



уе ое=У (в. 

_ Нанеся лиши ОЖ и 0/Е” на линйо 0’О”, получим: ОЛ=а”, от = 
стается соединить Г съ А’, а Г съ А и повернуть чертежь около оси 00’: вра-. 

_щеше дасть искомые конусы. 

Задача У. 

602. В» данный полукруь вписать зору зпакъ, чтобы сумма ея длины 
_ разстоящемь отъ центра равнялась дани 

т. 

Решение. Пусть будеть АВ требуе- 
зая хора, ОС ея разстояще оть центра. 

[© условно задачи: 

АВ-- 0б=т. 

_ Примемъ за, неизвзстное ОС = а; соеди- 
нивЪ А съ О, изъ треугольника АСО полу- 
‘чимь: АС = УВ?—ая, откуда ур—ню задали: 

ЗУ — 2 -- а = ть 

2Ив-я=т-а...(1) 
и возвышаемь объ части въ квадрать; приведя члены въ порядокъ, найдемь_ 
уравнене: ,. й 

5 — та + т 4820... (2). 

лось бы и изъ ур-шя: —2 ИВ — 2 =т— 
‘могуть удовлетворять корни двухъ уравнен 

2... (1'), такъ что ур—нио й 
(1) п (17). Поэтому, корни ур—вя (2) — 

только тогда будуть удовлетворять ур—ню (1), когда они дфлаютъ разность 
_ т—2 положительною, т.-е. когда 2< т. Затбмъ, необходимо, чтобы & было — 
дйствительно, положительно и не больше В; при несоблюдении посл®дняго усло- 
_Вя точка С будеть лежать внф окружности и потому не даст хорды. 

_  Итажь, чтобы алгебраическй корень 2 ур—вя (2) удовлетворяль преддо- 
_ женной геометрической задачЪ, нужно, чтобы было: х— дЪйствительно, #>>0, 
#<т, < К. 

Но если 2 удовлотворяеть первымь тремъ усломямь, то оно удовлетворяеть — 
и ур-ню (1), а слбд. УВ? — 22, равняясь. дЪйствительному количеству # — 2, 
также будеть дЪЙствителень, а слфдов. будеть и “< В. Такимъ образомъ, пре- 
‚лыдущя услов!я сводятся къ слфдующимь тремъ: 

д дЬйств., 2>0, г<т. 

т—5 (ия 4890, или, по упрощен, т? — 582 < 0, 

_®-+- ВУБ)и —ВУ5) < 0. 
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Но первый множитель >0, слёд. должно быть т—ВУ5<0, пли 

т<вУ5. 
"Отсюда: 

1. Когда т> ВУБ, ур—ше (2) будеть имть корни мнимые: задача, невоз- 
можна. 

И. Когда т =КУ5, урн (2) имфеть корни дЪйствительные равные: ихъ об- 

щая величина равна =, или 

„„. ВУб == 55° 

Это — величина дЬйствительная, положительная и меньшая т = ВУ, сёл. 
представляеть рёшеше данной задачи; ей соотвЪтствуетъь особое положеше точ- 
ки С. Проведя въ точкЪ Г касательную ОЕ =28, соединяемъ точки Ки 0: 
прямая РО будеть = К Уб; отр®завъ оть нея пятую часть, ОК, отложимъ ее на 
радусв ОС: найдемъ точку С и хорда А:В;, будеть требуемая. 

Замфтимь, что величина В Уб есть тазйтит данной суммы т, ибо задача, 
невозможна, когда т больше этой величины, 

но т можеть достичь этой величины, когда 
точка С займеть только что указанное поло- 
жеше. Итакъ сумма АВ -{ ОС достигаеть таз#- 

тит’а = ВУБ, когда 2 = ее 

Ш. Обратимся теперь къ случаю т < ВУб. 
Въ этомъ случа® корни ур—шШя (2) дЬЙетви- 
тельные и неравные; разсмотримъ ихъ знаки и 
величину. 

Знани корней. Ур. (2) показываеть, что 

произведенце корней, будучи = 58 › имЪ- 

еть знакъ разности 21? — 4В2, которую можно 
представить въ видв (т-+-28В) (т—2В). А 
какъ т -- 2В всегда >>0, то заключаемъ, что. 
произведеше это положительно, когда т > ЭВ, 

Черт. 91. р когда т 28, и отрицательно, когда, 
т < ЭВ. 

Сумма корней, равная Эт, будеть всегда положительна. 

Величина норней. Должно быть х< т. Разсмотримъ, какое положеше т за- 
вимаеть относительно корней. Результатъ подстановки т вмфото 2 въ триномъ (2) 
даетъ, по упрощен, 

- [(®) =4 (т? — В), 

и слвдов. / (т) иметь такой знакъ какъ м? — К?, или какъ в а 
какъ т-- К всегда >> 0, то знакъ будеть такой какъ у т— К, слёдов. 

когда т> В, то /(т)>0; когда т = К, /(т)=0; когда т< В, [(т) < 0. 

Расположимъ теперь найденныя критическя значешя т, т.-е. числа В Иб, 
28, В и О— въ порядкЪ возрастающихъ значенй и помфстимъ знаки реализанта, 
произведешя корней, ихь суммы, а также знаки /(и) и 1-го коэффищента, въ 
нижеслёдующую таблицу, въ которой можно прямо читать все, что относится до 
корней въ любомъ интервалль значенй параметра, . 



значенй и 

'Реализанть 

Произведен 
корней 

Сумма корней 

т) 

Коэф. при 22 

Я мъ каждый интерваллъ. 
1. < В. Корни дВйствительны, ибо реализанть > 0; рить корней 

отрицат., слфдов., знаки корней различны; сумма корней > 0, стБдов. большй 
по абсол. значенцо корень положителенъ. Затёмъ, знакъ /(т) противоположень 
знаку 1-го коэф., слфдов. т — между корнями, и имфеть мЪсто ующее распо- 
ложене (обозначая менышй корень 2’, больший — 2): 

я... .т. т’. 

А какъ задачЪ удовлетворяеть только 2 положительное и меньшее т, то 
задача не имюеть ръшешй, что очевидно, ибо уже АС--ОС, по свойству сто- 
ронъ треугольника, больше В, а АВ-- 06 и подавно. 

2. т = В. Результать подстановки числа, т вмсто 2 обралцается при т=В. 
въ нуль, а это значить, что В есть корень ур—шШя. Задача имъеть 1 ртшеше, 
@ = В: хорда обралцается въ нуль. 

3. В<т< 28. Корни дЪйств., против. по знаку, больший по абе. величин 
кор. положителенъ; и какъ /(%1) имфеть знакъ одинаковый съ 1-мъ коэффищен- 
томъ, то т лежить вн корней. Чтобы прецизировать мЪфсто 9% относительно, 

1 
корней, нужно еще сравнять 9% съ полусуммою корней, которая БЕ очевидно, 

1 м 
т> 5% сльдовалельнот больше большаго корня, ирасположешеэтихъ чиселъ таково 

я... т, к 

слВд. болышй корень, будучи >0 и < т, отвфчаеть задач, которая такимъ, 
образомь имфемъ на этоть разъ 1 рюшене. 

4. т = 28. Произведеше корней мфняеть знакъ (— на --), слфловательно 
обращается въ нуль; слёдовалельно, одинь корень—нуль, другой удовлетворяеть 

ур—нйо 52 —4В, =0, откуда # = 5 № и задача имфетъ два рюшеня, изъ коихъ 

первое даетъ хорду, сливающуюся съ маметромъ. 
5. В <т<ВУ5. Произведене и сумма. корней положительны, слЪд. оба 

корня положительны; знакъ /(7) одинаковъ со знакомъ 1-го коэффищента, слв- 

довалельно, т—внф корней, и какъ т больше полусуммы (5) корней, то рас- 

положеше 2’, 2” и т таково 
в.а. .т 

т.-е. оба положительные корня < и: задача имъеть 2 ртшешя, выражаемыя 
формулою: 

5 = Ей БЕЯ - тя 

Случаи т=ВУ5 и т> ВУБ раземотрфны выше (ем. Ги П). 



...0<х<т; 0%" < т 2 рьшены. ^ 

И. т=КУ5. ==" =, даеть тахниши дая зи: 1 (2 равныхъ) 

рВшешя. 
Ш. и> ви. ... Корни мнимые (1... 0 рышенй 

Ан ИЗМФНЕНТЯ ых. = 

этихъ ненй, позволяеть наглядно су- 
дить о ом какЪъ изуняется разсматри- 
ваемал сумма. Воть эта таблица съ сопро- 
вождающею ее кривою измфнен!й: 

У |268. -.ВИб... 38. 

я 
| 
| (тах.) 

У=2И— + 

ВУ5 = И =} - В8. 

Оке 
о 

ов=В 

ос=1в 

наглядно показываеть, что когда т измфняется отъ своего тах 



о взявъ его >28, но < КУБ, и водимъ прямую СН параллельно ОЕ. 
У Отт и точки дугу о в до т ченшя съ прямою ‚@Н въ 

, найдемъ: ь 

СН =У58?2 — 2; 

_ залить, беремъ линно СК = 20Н: 
<. 

СК =2 У — т, ы 

изъ точки С рамусомь СК описываемъ полуокружность, которая пересёчеть 
_ прямую ОБ въ точкахъ Ги 14 очевидно: - 

ОТ=ж— 25 — та, 

з рЬ=т-- 2 Убе — ия. 

у _ Остается оть каждой изъ этихь прямыхь отрёзать пятую часть. Бервмь. 
ры 



В проволинь ЭТ и ЗЫ , и изь точки Т пряныя: ТР параяльлью 91 
ТР’ параллельно ЗЕ остается изъ точекъ Р и Р’ провести параллели даметру 
Е и дадуть бы АВ АВ 

Задача 1Х. з 

603. 1 пить треуюльникь, знал ею сторону а, соотвътствующую ей — 
‘высоту № и гусь В, описаннаю крупа. 2 

РъшЕнНтеЕ. Пусть неизвфстныя стороны будуть 2 и у. По извъетнымъ те- 
‘оремамъ геометр!и имфемъ: 

. м/у а) (вфу-а) (@-=-9) [а—(2—у зу = ЭВА; у УЕ. 96 . @ =). 

_  Возвышая об части 2-го ур. въ квадратъ, найдемъ: $ 

: дай? = [(е -- у) — 2] [а — (#— у). 

Е Примемъ за вспомогательное неизвфстное сумму + у=8; хи у будуть 
_ корнями уравнешя 

: №—х 428% =0...(1). 

Для опредълешя $ имфемъ соотношеше 

дав — (# — 2) 2—(#— 88%),  ^ 
#2 (02 -- 4) 9-1 42 + Ва ВА =0... (2). 

Рьшая не относительно 5, найдемъ, что подрадикальное количество — 
— а). 4: оно положительно, если а < 28. Если это услоше выполнено, = 

значеня -- т они и положительны, ибо произведеше и т 
корней ур—1 разсматриваемаго какъ квадратное, положительны; сад. $, 

услойи а< . имфеть всегда два положительныя значеня, именно: 

з= Иа? 4ВА = 2174 —@ =Уе 2 В =), 

_ полагая 4 =УзВ2 — а?. Е 

Рьшая залвмъ ур—н (1), находимъ: тя 

2—туа ЕЭЖОКа) + Уна, 

у-Зи-ЕаАен а) ТИНА, - 

_ @ наи верхне знаки вмЪфеть, или нижню (въ силу ур-вшя ху = 
_ полагая, что 2> у, что позволительно; въ этихъ НИ 

) ). Такимь образомъ имфемъ: 

ш=3{ Иа-Еек--а-Иа-ЕАЕЕаЕа } 

из (УЕ а-иааа } 

&=1 {УЕ а-ИаЕаКа } 

= {УзА -УЯтЕК } р 



'Изъ этихь формуль выводимь слфдующя заключения, 

_Въ системв (3) рёшенй первый корень всегда дЪИствителенъ; чтобы и вто- 
рой былъ дЬйствителенъ, надо, чтобы было 

2 
@-- 2 (—28 + 4)>0, откуда “< рн-а 

Система (4) рьшенй будеть дЪйствительна, если подкоренное количество, 
подъ вторымъ АЕ будеть положительно, т.-е. если а* —2/ (28, -- 4) >0, 

откуда < ЗеВЕЯ Въ этомъь предфяЪ заключается первый. Умножая оба 

члена второй части неравенства, на 28, — 4, имфемъ: 

О й Зо, та или ув 1, 

'Итакъ, задача, имфеть два рьшеня, если лв . 

Если а? — 21(28 -|- 4) < 0, но @ — 2/28 — 4) >0, откуда 

[ 
в=а>”> ре а’ 

то система (4) даеть мнимыя значешя для 2 и у, а систома (3) дВйствительныя; 
заключаемъ, что при услов!и 

а а 
В << +5 

задача имфеть одно уюшене, выражаемое корнями 21 и у. 

Наконецъ, если и>в-% то обь системы (3) и (4) мнимы и задача ие- 

возможна, 

Эти рН легко обнаружить на чертежь (черт. 94). Описавт кругъ 
ролувомь проведем въ немь хорду 
С =а и къ ней перпендикулярный д- 

метрь ММ’; имфемъ: 

нм 
в — ув-1 

слфдовалельно 

ом = ибо -—вВ 

а= ом, = ох. 

Прил < В —@, т.е. при < 0М— ОХ, 
или при < ММ’ существують дв точки 
Анил’, расположенныя въ разстоянш # оть 
ВС, по ы и по другую сторону оть ВС 
и лежапия на данной окружности; слфл. 
В отвфчають два треугольника: АВС и 

Если ла э<#<К вы 5» То-есть если 

ММ! < < ММ, одинъ треугольникъ А”ВС Черт. 94. 
отвЪчаеть вопросу. 

Наконець, если 1 > ММ, то невозможно вписать въ окружность треуголь- 
никъ, высота котораго была бы =, и задача невозможна. 

42 



Задача Х. 

604. По данной площади тУЗ и периметру в& шестиуольника, соста- 
_ вленнаю тремя равными  равнобедренными треузольниками, построенными на 

сторонахь равносторонилио треуюльника АСЕ, какь на основанять, найти сто- 
фону АС этою правильнао треуюльника. 

Ръшенте. Замфтимь прежде всего, что шестиугольникъ можеть быть двоя- 
каго вида, смотря по тому, будуть ли равнобедренные треугольники построены 
внЪ№ треугольника АСЕ, или внутри его: въ первомь случаз будемь называль у 
шестиугольникь фигурою зерваю рода, во второмъ-—6тороло роба. 

Пусть (черт, 95) Аб =25; АВ=а; урн будеть 

т УЗ = 22 УЗ-- З= Иа? ь 

причемь знакъ -- относится къ шостиугольнику 1-го рода, знакъ. — къ фигур® 
2-го рода. 

Раздьливъ об части на УЗ и изолировавъ радикаль имфемъ: 

т — 22 = 23 — 2), 

Изследовлнте. Для того, чтобы вторая 
часть была дЪйствительною, необходимо, чтобы 
существенно положительное количество 2 содер- 
жалось между О и а; залфмъ, смотря по знаку 
разности эй — 27, различаемъ, какой родъ шести- йе 
угольника отвфчаеть вопросу. б | 

Возвышая об части въ квадрать, получимь 
ур—Ше, отвфчающее залачв въ самомъ общем - 
ея смысл\: 

(т— #8 = За? — а, ху 

или, приведя въ порядокъ: 
Черт. 95. 

№ й дай — (от Задае-- те 0...) | 
откуда > 

Е, бт За 5 Ут 302)... (2). 

р: Различаемь два случая: т>0ит< 0, что возможно, ибо можеть слу- | 
читься, что въ шестиугольник» 2-го рода площадь каждаго изъ равнобедрен- 
ныхъ треугольников будеть больше трети площади равносторонняго тре- 
 угольника. 

1-й случай: т _> 0. Первое подкоренное. количество > 0; чтобы второе было 
не меньше 0, надо, чтобы было — 2 - За? >> 0, откуда 

п а. 

Какъ скоро это услове удовлетворено, значешя 2, выражаемыя формулою (2), 
дЬИствительны; а какъ абсолютная величина, перваго члена, въ скобкахъ больше 
второго, то положительныя значеня 2, которыя только и отвфчають на вопросъ, 
будуть: : 

* == а (ви -р за? —и Эт 342), 

ве би м Ут). 
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3 вуз. . ‹ 
1. При ж =5 «2 имфемъ: о ры и задача иметь одно ръшене; со- 

отвфтетвующ шестиугольникъ—правильный. 

И. При т < 5 4? вопросъ имфеть два рышешя: существують два, шестиуголь- 

ника, отвфчающие вопросу, и чтобы опредфлить ихъ родъ, надо знать знаки раз- 
ностей т — 21? и т — 2.7. Подсталовка т вмфето 2? въ урн (1) даеть 

(т) = 4т? — (эт -- За)т -- т? = Зт(т — а). 

Отсюда, видно, что когда: 

т_> а, будеть /(т)> 0; 

т, „ [< 0, 
т = а?, 5 [(т) =0. 

1) Въ случаф > 42, т находится внЪ интервалаа корней, и слфдоват., или 
оби корня, 21? и 27, меньше т, или оба больше т. Чтобы зналъ, тотъ или дру- 
той случай имфоть мфсто, сравнимъ т съ полусуммою корней; положивъ 
р. За? . в 
зе >т, найдемь т < 5 2, что противорфчить положенио т > а?. Значить 

т больше полусуммы корней, и обЪ величины, 21? и 232, меньше т, т.-е. 06 
разности * — 21? и т — 2»? положительны. Заключаемьъ, что въ случа 

@<т <За 

оба шестиугольника относятся къ 1-му роду. 

2) Когда т < 42, т находится между корнями: 

де .т. с, 

слфловательно, т — 21? >>0, и корню 2, отвфчаеть шестиугольникь 1-го родаз 
т— 2 < 0, и корню 2; отвфчаеть шистнугольникъ 2-го рода, 

3) Наконець, когда 
т = 42, будетъ /(т) 
слфловат., одинъ корен 
= тя = 4. Другой корень 

= :4%=4; то-есть 7 4 то 

т =а, а=“. Оба ше- 

стиугольника превраща- 
ются въ правильные тре- 
угольники: 1-й совпада- 
етъ съ треугольникомъ 
АСЕ; второй, сторона ко- Ч 96. 
тораго а=2ач, даетъ тре- ри 
‘угольникъ ВОЕ, сторона, я 
котораго вдвое больше стороны треугольника АСЕ. 

'Итакъ, во всемъ интервала | шестиугольникъ, соотвфтствующи! корню 2, 
принадлежить къ 1-му роду. 

2-й случай: т < 0. Чтобы корни были дФйствительны, нужно, чтобы 3. 

в 
бт + 32 >0, откуда т> —5. 

4". 



— 660 — 

Величина перваго члена скобокъ въ формулв (2) будеть меньше второго 
‘члена, и потому положительные корни, отвфчающе вопросу, будуть: 

м1 (— Ибт-за Уи). 

аз | (--Иби Е -И= Зи 43). 

Оба, соотвфтетвующие шестиугольника относятся ко второму роду. 

Въ частномъ случа: т —0 имфемъ 

в =0, 

Черт. 97. 

Ели положимъ, что т приближается къ нулю, оставаясь положительнымъ, 

б-къ 1-го рода, соотвфтетвующ 2, имфетъ видъ черт. 97 (1), а 6-къ 2 рода, со- 
отвЪтствующий 2», иметь видъ черт. 97 (2), разнящся оть 1-го только располо- 
жешемъ вершинъ относительно правильнаго треугольника АСЕ. 

Резюме изслфдован!я. 

| и 24 мнимы . .. О рЬшенй. 

. 1 рёшене (перваго рода). 

@<т <За. 0, 220... 2 рЬшешя (перваго рода). 

0<т<@. . ж>0, 44>0... Трьи. 1-го рода, 1 рфи. 2-го р. 

. >0, 2,>0... 2 рьшене (2-го рода). 

Задача Х!. 

605. Шарь радёуса "_лежить на плоскости: на той же плоскости постав- 
лень конусь, котораю радёусь основам равень В, а высота 2". На какомъ раз- 
стоящи 2 оть данной плоскости нужно провести параллельную ей плоскость, 
чтобы объемы, содержалишеся между объими плоскостями, были равновелики?— 
Изсльдовать положеще съкушей плоскости относительно центра шара. 



о, между 2 и у имфемъ соотношеше у: В = (2^— 2): 2, при помощи оторако * 
но изъ предыдущей формулы исключить у; найдемъ 

т. 120— бе. 
ое 4 у 

Уравнеше задачи, по сокращени на т, будеть 

43" — 2) = В?г(а?— биг -|- 12). 

Рушене х=0 не соотвЪтствуеть задач, ибо при этомъ значеши = оба 
_объема обращаются въ нули; остается квадратное ур—ше 

(Ва-4ае — бед 128 =0... (1). 

Изслъдовлите. Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы 2 было 
_дЪЙствительно, положительно и < 2”. Услоше дЪИствительности корней выра. 

_ жается неравенствомь 

(В? -{- 22) — 128ЗУ(В? -- 42) > 0, 

которое, по сокращен на положительное количество 3? и по упрощен, даетъ х 

— В — 482 --12#>0 ..(2). 

Положив Ки, находимь, что и? должно заключаться между корнями” 

ти 4т —12=0; 
; `х 

_ и какъ, сверхъ того, т? д. 6. > 0, такъ же какъ и т, находимъ, что должно быть — 

Ви. ,.0). 

При соблюдени этого условя, корни ур—ня (1) м. но они. и. 
_ положительны, такъ какъ их произведеше и сумма положительны. Чтобы узнать, 

_ кажъ расположено количество 2” по отношенйо къ корнямъ, подставимь въ пер- | 
= 5» часть урн (1) 2^ вмфсто 2. Найдемъ въ результат 

див? -- 4") — 12% (В -- 2) + 1282, или (В? — 284. 

Но въ силу неравенства (3) заключаемъ, что первый множитель этого про- = 
изведешя отрицателенъ, когда корни неравные; и обращается въ нуль при р 
ныхъ корняхъ. 

Этоть крайн случай означаеть, что 2” есть величина, дёйствительныхъ р 
‘ныхъ корней при услови К = *У2. При дЪйствительныхъ же неравныхъ корняхь, = 
2" заключается между корнями, сл., больший корень не соотвфтствуеть вопросу, | 
менышй даеть отвЪть на, вопросъ: задача ныфеть 1 рёшене: ыы 

_ За) зав 
с - а ое 



‚ пока, 78? < 8, рьшеше (4) меньше ”, и потому сфкущая плоскость и дан- 
лежалъ по одну сторону оть центра; если 782 = 0, то 42 =»: еВкущая 

жкость проходить черезъ центръ; наконець, когда 7ВЯ > 82, сфкущая ило- 

Резюме изслфдован!я. 

. Одно рьшенше; плоскость ниже центра. 

Одно рьшен!е; плоскость проходить черезъ центръ. 

Одно рышен!е; плоскость проходить выше центра. 

Одно рьшешю; плоскость касательни. 

Задача невозможна. 

Задача ХИ. 

'606. Знал ‘рад’усь В шара и полную поверхность 2тт? аписаниаю въ нею 
т _Ниаинора, вычислить радфусь основанёя в высоту цилиндра. < 

м Решенте. Обозначимь буквою 2 радусъ основашя, а Зу—высоту цилиндра; = 
_  Урфшй задачи будуть 

и. э--му=т... (1) и+и=№Ю... 0) 

`Изь ‘перваго имфемъ: 

_ в подставляя эту величину у въ ур—не (2), имфемъ 

бай — 2(т -- 28а ти =0... 

да — 28а ЗЕЕ НЫ ИН 

_ Ваявъ со знакомь -- корни квадралные изъ второй части ур. (5), получим = 
_ Два значешя для т, & подставивъ ихъ въ формулу (3), найдемъ для’ каждаго, изъ 

соотвфтствующее значеше у. 
е 

__ Изслъдовлнте. Чтобы значешя 2 и у, выведонныя изъ ур—нй (3 
(5), давали отвёть на вопросъ, необходимо, чтобы они были дфйствительны, и 
ложительны и меньше К. 



А 
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ь Чтобы значеня а? были дфйствительны, должно быть 

та -- 28 > 50и, или я 282 > т Иб, 

У5. тв. т. .. ©). 

Когда это услове удовлетворено, величины 22 будуть дЬйствительны; они 
будуть и положительны, ибо ихъ сумма и произведеше положительны. Но чтобы 
какое-либо изъ значенй х отвфчало на задачу, необходимо еще, какъ. видно изъ 
ур—шя (3), чтобы оно быдо меньше т, для того чтобы соотв тствующее значе- 
1 у само было положительно. Другихъ условй нЪть: ибо какъ скоро дёйстви- 
тельныя положительныя значешя ли У удовлетворяють ур-—нйо (2), въ силу 
этого уже величины эти меньше К. 

Теперь необходимо опредфаить, сколько значешй а? содержится между 0 и и, 
а для этого подставимьъ 0 и 7 выфсто 22 въ первую часть ур— я (4), какъ ква». 
дралнаго относительно 22. Результать подстановки нуля— положителень; резуль- 
тать подстановки ий есть (т? — В4). Должно прослфдить измвненя 9? оть 

У -1 
0 до В, и затбмъ оть В? до шахишит’а и, равнаго К. } так. образомъ, 

ты 

критическя значешя т? суть: 0, Ва и Ва. т 

Т. т? < В. Въ такомъ случаф 4?(и? — №2) < 0; слфд. одно, и только одно, 
значене 22 содержится между 0 и 22; другое > 72: задача иметь одно р®ше- 
н|в; значеше =, его дающее, выражается меньшим корнемъ: 

ЕЕ 
И. т? — В, Результать указанной подстановки обралцается въ нуль, & это 

значить, что одно изъ значешй 2 есть т или В; соотвЪтствующее значене у 
равно нулю; цилиидрь обращается въ два свои основашя, сливающеяся съ, 

большимь кругомь шара. Что касается другаго р®шешя, то оно есть: ай = 

откуда 

2 ‚а 

это — цилиндръ, подобный литру (м5рЪ жидкостей), Это другое значеше 2 полу- 
, а 

чаемь, замфчая, что произведене двухъ значенй 2, въ силу ур. (4), равно ” 

или, въ дачномъ случа, 

Ш. отв. ЕН . Въ этомъ случав 4 — В3)> 0, и слёд. или 

оба, значешя а? содержатся между 0 и т?, или оба болыпе эй; но побхвкнев 

предположение невозможно, ибо произведеше обоихъ значенй 2%, т. 

ше и. Заключаемь, что когда 2? содержится между В? и В. 

всегда, имфеть два, рушешя. 

и т 
ТУ. те = В. › т.-е. своей наибольшей величин. Оба значеншя 29 въ 



находимъ: 28 = В? . >, откуда 

вой поверхности цилиндра, имфющаго основашемъ большой кругъ даннаго ша- 
‘ра, а высотой сторону правильнаго звфзднаго десятиугольника, вписаннаго въ 
этоть кругъ. 

+1 
У. т > В. —›^› лля « получаются мнимыя значешя, слфд., задача, не- 

возможна. 

Если, теперь, назовемъ полную поверхность цилиндра, буквою $ и помножимь 
на 2х предыдущия неравенства и равенства, можно все изслвдованше резюмиро- 
вать слфдующимъ образомъ, 

Резюме изслфдован!я. 

$ < 2 задача, имфеть 1 рьшеше, 

$ = 22 ” ” 2 рьшешя. 

2588 ЗВ (ИБН , я 
== и , * 1 рышеню. 
$ > «В (Уб--,, * 0 рьшенй. 

Примпчаще, Если въ ур-—няхъ (1) и (2) перемфнимь у на — у, то легко 
видфть, что ур—не (4) можно истолковать, полагая, что вмфсто полной поверх- 
ности цилиндра дается разность между суммою его основан! и боковою поверх- 
ностью. Можно бы было повторить изсл®доваше предылущей задачи, называя 
рёшенями второго рода-рфшешя, отвфчаюция измненной задач. 

Задача хШш. 

607. Вычислить стороны прямоулольнало треуюльника, зная ею периметрь 
Эр и сумму 8 чипотениеы м высоты, 

Ръшкнте: Пусть будуть 2 и у— искомые катеты, 2 — гипотенуза, м — с0- 
отвтствующая высота. Ур—н!я задачи будутъ: 

#-у+2=2); е+и=5; а-у=2;. зу=иа. 

Изъ перваго имфемъ: 28 -- у 2: 
третьяго и четвертаго ур-—нй: иг = 

= (2) — 2) = 4 — 4рг - 22, или, въ силу 
р — Зрг; но и - &, сл. 

#9 — 2) =2—2рг, или 2 — (2р-+ 5)е-+2%=0...(1) 

Найдя =, для опредфлешя 2 и у получим ур-—ня 

е-Ну=3р-2 н`ау=($-®.а, 



` откуда, видно, что 2 и у суть корни ур—ня ' 

№: — (р х+($—2):=0... (2) 
. 

Изсльдовлнте. Чтобы корни ур—нйя (1) были дЪйствительны, надо чтобы 

(Фр-- 5) — 8120, откуда 
$ > 2р(2 — 1. 

Пусть это услове удовлетворено: тогда оба корня ур—ня (1) будуть и по- 
ложительны, ибо ихъ произведен (23) и сумма (3р-- $) положительны. Но боль- 
шЙ корень долженъ быть отброшенъ; въ самомъ дфлф, высота и есть количество, 
‘существенно положительное, а изъ ур—шя и=$ — 2 видно, что для того, чтобы 
было и>> 0, необходимо, чтобы было # < 5; но больший корень больше полу- 

суммы корней, равной Ну а само количество ро больше $, ибо для воз- 

можности треугольника, очевидно, необходимо, чтобы было р > >. Что касается 

‘меньшаго корня, то онъ будетъ меньше $, если результать подстановки $ вм\- 
сто # въ первую часть ур-—вя (1) отрицателенъ, что приводить къ неравенству 

— 25р-- 280 или 5>р. 

Какъ скоро это услоше удовлетворено, то будеть удовлетворено и услоше 
дЪйствительности корней, ибо и 

р>2ру2—1), иди 3>2У9, наи 9>8 

Итакъ, для & получается одно значенше: 

‚ р $ —У@р + 5 — р 
и - - 

съ условемъ: ро 5 < 3р. 

'Услоше дфЙствительности корней ур—шя (2) есть: 

бр— 248—250, или 52—42 (р 8) +40, 

или, въ силу равенства (1), 

5='(р- 5) — 101 —4=(р-- 3) +4120, иди (бр-- 5” — вр 20, 
откуда 

Итакъ, чтобы х и у были дЪйствительны, необходимо, чтобы в было 

меньше меньшаго корня ур. (1); для этого же необходимо: 1) чтобы результать 

подстановки бр вмфсто 2 въ первую часть ур. (1) быль > 0; и 2) чтобы 

при этомъ 8Р--3 было < полусуммы корней, т.-е. чтобы было. а = ЗВ. 

Подстановка даеть: 

З6р\ — бр? (вр -- 3) (2р-- 5) -- 22° (6р -- $}: = З6р' — 2458 — 459? = 
= 4^? (Эра — 65р — $), 

‘этотъ результать лолженъ быть >0. Замфтивъ, что т $ самомъ" дл 
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20$ : . 
< >, заключаемъ, что для дфйствительноста 2 и у должно быть удовлетво- 

рено неравенство 
— $? — 632-92 >0 

вмфостВ съ услошемь р < 5 < 27. + 

Отсюда находимъ, что при $ < Зр(УЗ — 1) корни + и у будуть дЪйствитель- 
ны; & замфтивъ, что ри >> р, находимъ, что сумма 2-- у, равная 2р— &', 
и произведеше ху, равное (5 — 2’) =’, положительны, слфд. 2 и у положительны. 

Итакъ, условя возможности задачи таковы: < 

р<$<9р, $ <3р(2—1). 

Но Зр(У2 — 1) <2р, ибо это неравенство эквивалентно 18<.25; слвдов., 
условя, ‘необходимыя и достаточныя для возможности задачи, приводятся къ: 

2<$ < Зри —1), 

причемъ задача, имфетъ одно рюшеже. 

° Отсюда, между прочимъ, заключаемт, что тахищий $ — Зр(У2 — 1); приэтомъ 
” Шу; слЬл. из всъаъ прямоуюльныхь треуюльниковь одинаковало пи 

‘равнобедренный имтеть наибольшую сумму зипотенузы съ соотатитствующею 
высотою. 

Задача ги. 

.608. Вписать въ данный полукрушь прямоуюльмикь, зная сумму ре оено- 
ваная и высоты. 

Решенте. Пусть будуть: — радфусь даннаго круга, 22— основаше и у— 
высота искомаго прямоугольник: й имфемъ непосредственно ур—ня: 

у 22 =р...(1) @+И=№... 0). 

Рьшая первое относительно у, имфомъ: 

у=р— 22... (3). 

Подставляя это выражеше у въ ур—е (2), найдемъ: 

52 —4рг + —=0.. . (4) 
_ откуда 

Затвмъ у вычисляется по формул (3). 

'Изсльдовлнте. Въ этой задач будемъ разсматривать и’отрицательныя 
значешя хи у. Когда 2 и у будуть положительны, будемъ называть рёшеше — 
р®8шешемъ перваго рода; оно будетъ второго рода, если при 2<0 будетъ у>0, 
т.-е. когда лана будетъ разность между высотой и основашемъ; наконець, рёше- 
Шемъ третьяго рода называемъ то, когда 2 > 0, ау< 0, т.-е. когда дана 'раз- 
ность между основашемъ и высотою. 

Услове дьйствительности 2 выражается неравенствомъ 

р<ВУб. 

Затфмъ, изъ ур—шя (4) видимъ, что оба значешя < будуть положительны, 
или одно положительно, а другое отрицательно, смотря по тому, будетъ ли р 



или меньше К. Съ другой стороны, изъ формулы (3) В что. 

5 И От 5 

рицательный у, когда =>5. Въ такомъ случаф, нужно знать результатъ подста- 

в р ь 22—48. 
‘новки 5; вмфсте 2 въ первую часть ур—шя (4). Этоть результать = —# 

слд. надо различать три случая: р<2В, р=2Н, р> ЭВ (посади случай 
возможенъ, ибо 2В меньше В У5). 

Итажъ, количества, подлежащя разсмотрёнию, въ порядкф возрастающихъ 
величинъ, таковы: В, 28, КУБ; мы должны измфнять р: оть О до Ку оть В 
до ЭК, и наконець оть 2В до КУб. 

к 1. р< В. Произведеше корней ур—шя (4) отрицательно, слд. одно значе- 
'1е = положительно, другое отрицательно. Отрицательной величинв х соотв\т- 
ствуеть положительное значеше у; слфд. всегда имфемь рёшеше 2-го рода. По- 

йе ложительное значеше х больше 2; въ самомъ да, р, будучи меньше В, меньше 

#— 48а 
и 28, слбд. количество р те отрицательно: это значитъ, что заключается 

между корнями ур—нвя (4), а потому положительный корень долженъ быть > 

Такимъ образомъ, положительному 2 соотвфтствуетъ, въ силу ур—в (3), отри- 
цательное значене у. Слфд. имфемъ ршеше 3-го рода. Итакъ, при р < В задача 
иметь два рёшеня: одно 2-го рода, другое 8-го рода. 

И. р=В. Въ этомъ случа 

р ; А Е 

Первое рёшеше можемъ, мривать, какъ рышеше 1-го или 2-го рода; 
второе —рфшене 3-го рода. Этоть случай относится къ первому, но его можно 

А отнести и къ сафдующему. за 

лы Ш. В р<28. 06а р ур— ня (4) положительны, но какъ ^— 

отрицательно, одинъ изъ корней меньше, другой больше $ * Первому соотв 

ствуеть положительное значеше у, второму — отрицательное. Итакъ: одно р\№ше- 
‘ше относится къ 1-му роду, другое къ З-му. Ша 

1У. р=2В. Оба значешя 2 подожительны, но количество т обра- 

щается въ нуль, слд. одно значеше 2 равно 5 или В, а соотвфтствующее 

значене у равно ную. Другое значене г, 5 р иаи Зв найдемъ, вычтя 1 изъ 

$ 4 я А 
3 суммы корней 5Р, & дая соотвЪтствующаго значешя у находим 5 Итакъ, 

имфемь два рьшешя, изъ коихъ второе будетъ 1-го рода, между тБмъ какъ пер- 
вое можно отнести, по произволу, или къ 1-му или къ 3-му роду. 

У. 2В <р< КУБ. Въ этомъ случаз оба значешя 2 положительны, и 0б% 

меньше 5. Въ самомъ дЬлЬ, сумма корней, равная 4», меньше р, слФдов. оба 

— 4Ва 
корня не могуть быть больше ь и какъ количество | = 

необходимо меньше 5. Въ такомъ случа положительнымь значенямъ 2. соотв\ут= 

ствують и положительные у-ки: имфемъ два рышешя 1-го рода. 

положительно, они 
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УТ. 2=КИб. Имвемь двойное рёшенйе '1-го рода. 

Нельзя брать р > ВУб, ибо тогда. оба, значешя 2 дфлаются мнимыми и за- 
дача, невозможна. 

Резюме изелфдован!я. 

ИзмвнЕН1Я р. Число ръшЕНТЙ: 

1-го родах 2-го рода; 3-го рода. 

к иен - 0 $ 1 
ве 0 1 1 

В<р<8........., 1 0 1 
О 1 о 1 

В <р<ВвУу5.........: 2 0 0 

р=ВУб. . 1 0 

»2>вВи5.. 0 

Задача: ХУ. 

609. Вычислить стороны прямоуюльнао трезольника, зная ею перимет Й ит 
Эр, если притомь известно, что сумма объемовъ, образуемыть треуюльникомь 
и К ею поочередно около каждаю катета, равновелика полушару ра- 
двуса 1 

Ръшенте: Пусть будуть 2 и у — катеты, 2 — гипотенуза; непосредственно 
имфемь 3 урн: 

ау 2=2р; гу(е-Ру) 28 я и=а. 

Легко исключить изъ этихъ ур—№Й 2 и у; для этого выражаемь изъ 1-го и 
2-го #--уи ау черезь 2; имфемъ 

ие зе уф Ми 
Отсюда имфемъ: 

и — (у) — 22 = (2р— #— 48. 2—2 

Вставляя это выражеше а -{- у? въ третье ур—ше системы, находимь 

АВ 2 = (у— 8 — я = (2—2) ЕТ 

или 

р: — Зиг 2 — 8—0... (1). 

Итакъ, для опредфаешя 2 имфемь ур-нше (1), квадратное относительно &. 
Опредфливъ =, можемъ вычислить 2 и у; въ самомъ дФфлф, зная, что сумма 

з` 
#-ру— р в, а произведене ву=5— ры найдем эти неизвфетныя изъ ур > 

Х—(%—а) 



`Изсльдовлнте. Чтобы система опредфленныхь тахимъ образомъ вели- 
чинЪ 2, # и 2 отвфчала, задаяф, необходимо и достаточно, чтобы эти величины 
‘были дЪйствительны и положительны. 

Чтобы корни ур—шя (2) были дЪйствительны, необходимо, чтобы 

83 ре ыы (2р— 2) 2 ря 

& чтобы они были положительны, необходимо, чтобы было 

0—#>0, или 2<3р. 

у Пусть это послфднее услоше удовлетворено; въ такомъ случаф, умноживъ ` 
06% части предыдущаго неравенства на положительное количество 2р —2, най- 
демъ: (2р — #)* > 883, или, извлекая изъ обфихъ частей кубичный корень, имфемъ: 
22—22 28, или < 2(р— К); и какъ 2 должно быть положительно, необхо- 

З димо, чтобы 

0<#<2(р—В), 

@ это предполагаеть, чтобы было р> В. Какъ скоро 2 меньше или равно 
2 (р— В), оно и подавно будеть меньше 2р, и услове 2 < 2р будеть удовлетво- 
рено. Итакъ, число рёшешй задачи равно числу корней урн (1), удовлетво- 
ряющихъ условямъ 

0<#<2(ф— В). 

:. Не трудно убфдиться, что корни ур—вя (1) всегда дфйствительны; а какъ 
предполагается В < р, то они и положительны. Остается изсаФдоваль, сколько 
этихъ корней заключается между 0 и 2 (р — К). Для этого нужно знать величины 
первой части ур-ня (1) при #=0 и #=2(р—В). При ==0, она даеть 
23 — В — величину положительную. Подстановка 2 (р — К) вмфсто & даеть 

1 
‘ 

\ — В (8 —428- 27), ли — ВВ —р(2-—-И)ИВ р (2 У). 

Но мы видфли, что В должно быть «р, слд., 3-Й множитель < 0; 1-й 
>. также < 0; слёд. все зависить оть знака, В — р (2—2). 

к. Итакъ, нужно раземотрть три случая: 

0<В<р(2-—И2); р2-И)<В<в; Вр. 

1. Пусть: 0<В <р(2—У2), Въ такомъ случа результать подстановки вм, 
я выраженя 2 (р — В) отрицателенъ, а потому одинъ изъ корней и (1) за- 
ключается между О и 2(р— В), другой корень больше 2 (р — В). Первый корень 
даеть искомое ры второй не соотвтствуеть вопросу: задача иметь 1 
рёшене. Это. рфшеше мы получимъ, взявъ для 2 менышй корень ур—ня (1), Г 
& для 2 и у корни ур—нй (2), когда въ немъ у замфненъ меньшимъ корнемь 

=“. ур—ня (1). 

г И. Когда р (2—2) <В<р, то при #=2 (р - В). триномъ положителень, 
и слд. или оба, корня урн (1) заключаются между Оби 2(р— В), или оба : 
больше 2 (р— В). Чтобы оба корня содержались между Оби 2(р— К), нужно, ` 

чтобы ихъ полусумма, Вр была <2(р-—В), т.е. чтобы Зр<4(р — В), паи 

В< 2, услоше, несоглаеное съ положенемь В>р(2—И2). Итакъ, въ данном  — 

случаф оба корня ур-—вя (1) больше 2 (р— В), и ни тотъ, ни другой не дають у 
рвшеня. > 

. 11. Если В > р, то уже видЬли, что въ такомъ случа задача, невозможна. 



х — 670 — 

Резюме изслфдован!я. 

1, В <р@-—У2): Задача имфеть 1 рш. 
[г— меньшему корню ур-шя (1}]. 

2. В=р(2- УЗ): Задача, имфеть 1 ри. 
в (р), треугольникъ равнобедренный]. 

3. В >р(2—И2): Задача невозможна. 

Задача ХУ!. 

610. №» данный полукрую Фаметра АВ — 28 описать горду СО, параллель- 

ную АВ, такь чтобы АС-+- ОО — ОВ — та, 9% т — данная лишая. 

Ръшенге. Принявъ за неизвфетное АС =, выразимь СР въ зависимости 

оть В их, Шо СО =2В — ЗАВ и АС=ЭВХ АЕ, слёд. СО =2В — у Уре 

будоть 

Это ур-ше, выведенное для одного 
и случая, приложимо ко вс®мъ случаямъ. Въ 

самомъ дЪлЪ, пусть хорда СО приняла, по- 
ложене С’О’, въ которомъ точки С’ 0’ 
лежать въ другихъ четвертяхъ: обозначая, 
какъ и прежде, прямую АС’ буквою х, 
будемъ имбть: 0'0’= ЗАЕ' — 28; а какъ 

\ лехов=лО», то СУ" — 98; ур-ню В Ур 

Е ЕВ булоть въ отомь случа 

Черт, 98. а В вн (п в) = ия: 
оно тождественно съ (1). Даомъ ему видъ 

21 — 23а -- 2 (483 — т?) =0... (2). 

Изследовлите. Для изелфдоваия и рёшеня этого биквадратнаго ура- 
внеця полагаем 

ж=у... (3), 
такъ что ур —не будетъ 

$? — 2Взу -{ В? (4—2) =0. . . (4). 

Дая того, чтобы корень ур—ня (2) служилъ отвфтомь на предаоженную за- 
дачу, необходимо и достаточно, чтобы было. 

= дЬйств., #>0, < 28. . . (5). 

Но для получешя корней ур—шя (2) нужно рышиать (4) и найденные корни 
внести поочередно въ (3); отсюда видно, что = будетъ дЪйств., если у будеть, 
дЪйств. И НЫ поэтому нужно изслЪдовать съ этой точки зрышя корни 
ур—нйя (4). ; 
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‘Оно будеть В! — 4 Ва — т). 

и оно >>0, когда, т? АВ корне мы корней = 
0 при 2? = 483, и < 0 когда. т? > 41 

"Сумма корней = 282 и сдфд. всегда положительна. у 

д Величина корней.—2 должно быть < 2В, слБд. у должно быть < 41. Под- 
_ оставляя 4В? вуфсто у въ триномъ (4), имфемь 

Г (АВ) = 1684 — 28 . 48 -{- В? (488 — 8) = В2 (1288 — 8). 

Отсюда видно, что * если и? < 1282, будеть /(4Вз) > 0; при и = 128, 
14) ; при 2? >> 1263 будеть / (482) < 0. 

_ _ Такимь образомь, критичеемя значешя эи? будуть: 

5 ЗВя, 4Вз, 198 и о, 

и легко составить нижеслфдующую таблицу знаковъ, 

Скала значенИй а, 4 128 

Знакъ реализанта 

Произведеше корней 

Сумма корней 

Г) 

1-1 коэффищенть. 

изъ которой заключаем: 

1. и? < ЗВ, Корни ур-вя (4) мнимые, слфд. мнимы и корни (2). Задача, 
невозможна. : 

2. т? = ЗВ. Это значене есть шипит (7?); реализанть = 0, корни ур. (4) 
дЪйствительные равные, ихъ общая величина = К; слфд. ур-— не (2)имфеть два _ 
корня я --В, и два корня равныхь — В. Изъ нихъ задачв отвфчаеть, 
ж=-- К, какъ дЪИств., положит. и меньшее 28, значене 2-са. Искомая фигура— 
правильный полу-шестиулольникь. “4 

Салфлуеть замфтить, что сумма трехъ квадратовъ, равная въ данномъ случай 
ЗВ#, представляеть ппиоиш, ибо # вообще больше ЗВ, но дфлается = ЗВ. 
при 2— К. Слфд. сумма квадратов» треть разсматриваемыть хордь имьетъ 
тёпйтит — ЗВ, кода филура, ими образцемая, есть’ правильный полушести- 
злольникь, 

_ 3. ЗВ < и < 4Ва. Дфйствительные корни ур. (4) въ этомь случаф положи. 
тельны, ибо ихъ сумма и произведеше > 0; слЪд. всф 4 корня ур-—шя (2) дЪй- 
‘ствительны, и потому оно имфеть 2 положительныхь корня. Далфе, знакъ /\ (48а) 
одинаковъ съ знакомь 1-го коэффищента, слёл. 42 — вн% корней (и); а какъ — 
полусумма корней — В?, то расположеше чисель таково 
1 
оны уееераыа. . ; 



слфд. каждый изъ. двухъ положительныхъ корней ур - ня (2) меньше 2В, и задача 
имБоть два решения 

2= Им ву — ЗВ. 

4, т? —4В3. При переход$ чрезъ 482, произведене корней ур-шя (4) мф- 
‘няеть знакъ, слфд. при эй — 4 оно обращается въ нуль; поэтому одно значе- 
ие у равно нулю, а другое сумм корней, т.-е. 262; значить, два, корня ур—ня 
(2) равны нулю, а два равны = КУ2, т.-е. задача, имфеть 2 рьшешя * 

#'=0, 2”=-+-В У 

первое даеть маметръ 28, другое — полупериметръ впиеаннаго квадрата АНВ. 

5. 48? < т? < 1282, Произведене дЪйствительныхъ корней (4) отрицательно, 
слфд. одно рёшене у меньше, другое больше 0. Первое даеть два, мнимыхъ зна- 
ченя =, второе —два, дЪЙствительныхь. Такъ какъ сумма корней > 0, то этоть 
положительный корень имфеть большую абсолютную величину. Нужно сравнить 
его съ 483; /(4В#) имфеть знакъ 1-го коэффищента, слёд. 4 — виф корней (9). 
Полусумма, корней — В3, расположене чисель таково 

у... 4, 
слЪдовалельно у" < 4В®, и потому (-|-)-й корень ур—ния (2) даеть отвфть на за- 
дачу, которая т. о. имфеть одно рёшене 

#=Ию вия — ЗВ. 

6, т? — 1282, Въ этомъ случа таблица, показываеть, что /(4В2) =0, слфд. 
положительный корень ур—шя (4) равенъ 482, а слёд. ч 

#=28. 

Это — предфльный случай задачи: контуръ, квадраты сторонъ котораго 
даютъ въ сумм 1262, есть АВАВ. 

7. При т? > 1283, произведеше корней отрицательно, & сумма положи- 
тельна, слфд. одинъ корень ур—шя (4) < 0, другой > 0, и абсолютная вели- 
чина положительнато корня больше; /'(4Ё2) отрицательна, т.-е. имфеть знакъ, 
противоположный 1-му коэффищенту, слфд. 489 находится между корнями, и 
расположеше чисель таково: * 

У... 4... 5" 

значить у’ 483, а потому &> К, и задача невозможна. Итакъ: таадтит 
суммы трехъ квадратовъ = 1282, 

Резюме изслфдован!я. 

т? < 383: корни мнимые... ..... у.е. Оршей 

т = ЗВ: правильный шестнугольникъ, шш. (7) . . 1 рышеню 

АЕ с. а со рана 
0} &"=КУ2... 1.4. 2 рашеше т? — 48а: 

т > ЗВ [та < 28а: 27 мним.; 05” < В... 1 рышеше 
т? > 482 \ та — 1282: 2’ мним; х“=98.. 1 рышеше 

та > 1282: 2’ мним.; &”’>?2Б.. 0 рёшенй. 



; 1. Изсльдоваше сум хъ товъ.— а ее ооо 
ри т д [2 ЭВ -АВ , 

представляющее биквадратный триномъ, который изслфдовать мы умфемъ при _ 
_ измфнеши 2 эть — со до -- со; слд. мы можемь прослфдить его измёнешя при 

_ измёнеши 2 отъ 0 до 28, какъ требуеть геометрическй вопросъ, и этимъ путемъ 
_ найдемь въ болфе сжатой форм результаты предыдущахо изслвдоваюя. Для 

этого представимъ 2? въ видЪ: 

т д [< — В 38 . 

Отсюда прямо видно, что когда 2 возрастаеть отъ 0 до В, (24 — В*)* умень- 
_шается оть К до 0, а слфд. т? уменьшается отъ АК? до ЗВ; пр дальн иемь 
возрасташи 2 оть В до ЗВ, (2 — 3) возрастаеть отъ 0 до УВ, и слд. ие 
ее оть ЗВ до 124%; иначе говоря, т? проходить черезь пуйнишя 
В, когда 2 = К. иг 

Г Эти результаты резюмированы въ слёлующей таблиц: Ея 
% 

мя =|0....<...В ВИЗ. ЗЫ, 

- | 4. зо: 5-38. сах По. а ь 10а, 

". Величина эи? измняется, уменьшаясь оть 48? до ЗВз, затьмъ увеличивается 
до 1238; слфд. она принимаеть два раза всякое значеше, содержелцееся между = 
ЗК? и 482, разъ при 2, содержащемся между О и К, другой разъ при х, лежа» _ 
щемь между К и КУ2; и одинъ разъ всякое значеше, содержащееся между 48 
и 1282. Это значить, что задача невозможна, когда данное и? меньше ЗН, или 
больше 1282, что она, имфеть 1 рзшен, когда эи? содержится между 1262 и АНа, 
и имфемъ 2 рышены, когда эя? заключается между 4К? и ЗВ. Это результаты — 
_предыдущаго изсафдовашя, но представленные въ сжатой форм\. 

'Изобразимь графически ИзмЪнешя эй, представляя величины а прямыми, 
откладываемыми на оси 02 оть точки 0, а величины т? нанося на перпендику- 

ы зяры параллельные 0У. Такимъь образомъ получимъ кривую РЕЕб, изображаю- 
, щую измфнешя им. 

и. На ней видно, что: 

1) Для ах величи- 
НЫ 27, соотвЪтствующей дан- 
ному значеншю <, достаточно 
нанести 2 на ось ОХ оть точ- 
ки 0, и взять ординалу кривой, 

у соответствующую. полученной 
} точк®. 

2) Чтобы найти величину г, 
соотвфтствующую данной вели- 
чин® эй, достаточно пересЪчь, 
кривую параллелью къ ОХ, от- 
стоящею оть ОХ на 73, и взять 
абециссы точекъ пересфченя 
кривой съ параллелью. 

Такимъ образомъ легко видфть, что задача не имбеть рЪфшенй, когда, 
_ меньше ЗВ, иди больше 1282, что получаются двЪ точки ветрёчи, слфд. и два, 

т _ рышеня, когда, т? содержится между ЗК и 4К?, и пахонець— одна, точка ветрёчи, = 
у. иди только одно рёшене, когда, и? содержится между 43 и 1283. 

оч 
43 1% 

Г т 



612. Дана окружность 0 ц кь ней касательная вь точкь А. Провести 2орду 
ат этой касательной такъ, чтобы прямоуольникь ММРО, имъль 

длины т. 
ь Рьшенте, Примемъ за неизвъстное 

разстояне АЗ=2 искомой хорды отъ ка- 
‘салельной, и замфтимъ, что это неизвзетное 
можеть имфть только величину положитель- 
ную, не большую 28. я 

Изъ прямоугожьнаго треугольника МОР 
— — БЫ 

находимъ: М9 = МР-{- РФ. 

Но 
—3 —$ 

РО =4МУ =4Х А Х ЗВ = 4228 — 

подстановка, даеть 

22 -- 42(28, — «) = т. 

Это уравкени, совершенно общее, ибо 

выражеше для РФ остается одинаковым, 
каково бы ни было положеше хорды ММ. 
Итакъ, урн! задачи будеть, 

За — ВК =0...(1) 

Черт. 100. 

Изследовланте. Чтобы корень этого ур—Шя даваль рфшеше геометри- 
_ческаго вопроса, необходимо и достаточно, чтобы онъ быль дфйствителенъ, по- 

ителенъ и не больше 2. 
_  Усломе дъйствительности корней ур—шя (1) выражается неравенствомь 

16а — 3220, ши т 60...00), 
з 

48 УЗ 
ь Корни Этого неполнаго квадралнаго тринома. суть: т саЪд., чтобы 

‘удовлетворить неравенству (2), необходимо и достаточно дать т, значен!е - вну- 
а 

между 8” 

во какъ въ данномъ вопросф и положительно, то необходимо и достаточно, чтобы 

а 48, 

_ Знани норней. `Произведене и сумма корней ур. (1) подожительны, слфл. | 
_корни всегда положительны. р 

Величина корней. Нужно опредфлить, какъ расположены корни относительно › 
для этого въ первую часть ур. (1) подставить 2К. вмфето 2; найдемъ я 

[2В) =3. (28—88 . 28-528 = тя —4 Ва = (и + 28) (®— 28), — 

_ отсюда, видно, что /(28) > 0, если т > ЭК, и /(2К) < 0, если т < В. 
Такимъ образомъ, критическя значешя 2 суть 

$ - 

а т ИЯ и +, 
хо 



Ч 

и въ изсльдоваши легко орьентироваться при помощи слфдующей таблицы 
_знаковъ; 

Скала 
значенй т 

Знакь ревлиз. 

Произведеше 
корной 

Сумма корней 

гв) 

1-й коэффиц, 

`Изслфдуемь каждый интерваллъ. 

1) ж< 28. 06а корня д®Иствительны и положительны; /(2В) иметь знакъ, 
противоположный 1-му коэффищенту, слфд. 28 лежить между корнями: 

0..2... 28, 

Только меньшЙ ‘корень 2” меньше 28; слёд. задача, имфеть 1 рышеше: 

ву 
2) т== 28. Такъ какъ при этомъ значении 7 первая часть ур—я обращается 

въ нуль, то2В есть кореньур—шягдругой корень которо —2В= Е В. Первый 

корень даетъ прямоугольникъ, сливающйся съ д1аметромъ АВ; второй отвфчаеть 

хордф, расположенной на 3 В ниже центра. 

Э2в<т< ыыы Оба корня дЪйствительны и положительны; знакъ (28) 

‘одинаковъ съ 1-мъ том сл, 2В ложить вн корней, полусумма кото- 

рыхь = В; такъ какъ 28 >В, сад. 2В больше большахго корня, и потому 

ка. 9.9 

‘оба корня допустимы, и задача имфеть 2 рьшеня: 

4в—Ивя 2 `, 4 И —и 
Е ЕЯ 

ИИ двЪ точки, равноотстоящя оть точки 1, опредфляемой отрЁзкомь 

АТ 

ЕЯ 

4В УЗ 
4) ®=— уравнеше имфеть два равныхъ корня: 2” те АТ, 

а задача —1 рёшене. При этомъ, длина д!атонали достигаеть тахишии”а 1% 

стороны правильнаго вписаннаго въ данный кругъ треугольника. 
‘ 4 



ах ЕС 

5) т> — той Реализантъ отрицателенъ, сл. корни ур—ня мнимы и задача 

невозможна. 

Примючаще. Въ случаз ЭВ т — ыы можно искать, какимъ образомъ па- 

раллели къ касательной расположены Во центра. Для этого надо со- 
ставить /(К); найдемь: 

1(В) = — 51а, 

количество положительное, когда, т > ВУ 5; равное нулю при * = В УБ, и отри- 
цательное для » < ВУб. ЗамфЧая, что въ разсмалриваемомь случа® и’ содер- 

А4ВУЗ - 
жится между 2К и З’ имфемъ критическими значенями т: 

эн, виз, 41%. 

в) 26 < т < ВУ; /\В) отрицательна, сл. В- находится между корнями, и 
потому разсматриваемыя параллели расположены по об стороны центра. 

Ь) ж = КУБ; /(В) =0, т.-е. В Е корнемь, и сл. одна параллель про-„ 
э 

ходить чрез центръ. Другой корень = АУ ЗК сл, другая параллель про- 

2 
ходить надь центромъ, въ разстояши отъ него равномь 3 

с) Коли ВУ5 < 47 то (В) > 0, и слбд, В находится ви корней; и 

4 
какь В меньше ихъ полусуммы з№ то порядокъ величинъ таковъ: 

О.В. 1:2. 98, 

Т.е. обв параллели проходять надъ центромъ, между 0 и В. 

Резюме. 

1 ая корень, а” = ве т< 28 : 

2. т=28: 2 рЬшеня: =? 8 В, 2728. 

3. 2 рьшешя. 

РЖ РАЫА е В: 5 сдивающяся рашешя, аа", 

аз в корни мнимые, задача невозможна. 

613. Прямое изслдоваше длины д!агонали.— Ур. (1) даеть 

и — — За + 8В=. . . (3). 

Вторая часть ость квадратный триномъ, измневя котораго мы изучать 
умвемъ. Памъ нужно прослфдить его измфнешя, когда х возрастаеть оть 0 ло 



ьшается до 4Ёа, Итакъ, имфемъ таблицу измвненйй: 

о . 28 

р аа р а ов 

ъ|0...<...28 Е 

Отсюда непосредственно видно, что когда хорда ММ перемфщается отъ, 2 
о В, длина дмагонали МО возрастаеть до того момента, когда ММ проходить — 

ке черезъ 1, для которой А-В. Затьмь длина датонали уменьшается до 28, т 

_когда хорда движется къ В. 
_ ДЛатональ принимаеть одинъ разъ р длину, содержащуюся между 0 и 
„ когда точка, 5 перемфщается оть А къ И; напротивъ, она принимаеть два. 

раза всякую величину, содержалцуюся между 28, и се одинъ разъ, когда = 

точка, 8 перемфщается оть Н къ Т, и другой разъ, когда точка $ пробъгаеть от- 
‘р®зокъ ТВ; эти два положешя хорды симметричны относительно ОС, ибо три- 

номь № береть равныя величины при 2—3 В =у. Такимь образомь, находимь 

во И прежняго изслвлованя. \ з: 
_ Чтобы графически представить измфненя 

_т при измнени 2 отъ 0 до откладлываемь | с 
2 на оси 0х, а соотвЪтствующя значешя т 
на оси бу. Напр., взявъ 

4 2 
ОА=зв и АВ=АС=З В, 

о наносимъ на ординатв точки А. 

ло = 95, 

_ № ординалахь точекъ В и С: 

ВЕ = СК =28. 
у 

ол 
Такимь образомь получимь дугу ОКОЕ Черт. 101. 

_ оламиса, ординаты которой и представаяють = 
° измфненя дуагонали к, соотвтствуюния измёненямь 2’ оть 0 до 2В. * 

Задача хУШш. 

и 614. Задача Паппуса. Дана точка А на биссектрисст прямою уаа соста- 
НЯ аниями 2’ и уу’; провести черезь эту точку прямую лишю так, 

у ооо их одномь изь четыреть уьлово имтль данную длину р. › о. 



нс. — 818 — 

'Приводимъ эту залачу какъ поучительный образець, выясняющий значен!е 
выбора неизвфстныхъ. Нерфлко выборъ неизвфстныхь является дфаомъ суще- 
ственной важности: оть него зависить получеше урн большей или меньшей 
сложности. Иной выборъ можеть повести къ ур—нйо биквадратному, иной— къ 
квадралному, наконецъ—къ полному ур—н1ю четвертой степени. Какъ скоро взя- 
тое неизвЪстное приводвтъ къ ур—н!о сложному, нужно попыталься взять за, 
неизвЪстное другую величину, чтобы убфдиться, не приведеть ли новый выборъ 
‘неизвЪстнаго къ менфе сложному ур- нию. 

615. Первый способъ.—_Легко видЪть, что если задача имфетъ ршеше ММ въ 
углЪ ХОУ, то будеть имфть и другое М”Х' симметричное съ первымъ по отноше- 
вю къ ОА. ЗатЬмъ, задача всегда имфеть рёшене въ каждомъ изъ угловъ УОХ’ 
и, ХОУ'; въ самомъ дл, проведя прямую черезъ точки: А и О и поворачивая ее 

Черт. 102. 

около точки А, въ угл УОХ’, затфмъ въ ХОУ”, видимъ, что ея отрфзокъ въ каж- 
дДомъ изъ этихъ угловъ будетъ измфняться отъ 0 до ©. 

'Итакъ, при всякой величинв лини р задача необходимо имфеть 2 рыпеня— 
по одному въ каждомъ изъ угловь УОХ’ и ХОУ”; къ этимъ двумь рьшенямъ, въ 

рыхъ случаяхъ, могуть прибавиться еще два; слфд. задача можеть имёть 
4 рьшешя. 

Слфд., если за неизвестное примемъ такую величину, которой значения, от- 
носящяся къ четыремь рьшешямъ, суть корни одного и того же ур—н!я, то 
получимь ур. четвертой степени, рышеше котораго въ общемь видз обыкно- 
венно въ рамки начальной алгебры не вводится. 

Напр-, примемъ за неизвфстное— разстояне отъ точки 0 до одной изъ то- 
чекъ: М, М’, М”, М”; пусть ОМ = =. Обозначияъ ллину раввыхъ перпендику- 



Е ЕЕ а р 
ОМ даеть; 22 -- ОМ = 1%; но изъ по 

: ОМ:а=2 ; (в—а); отсюда ур—не:_ 

ати. 0 

Освободивъ его отъ знаменателя и развернув, убфдимся, что оно четвер- 
той степени, полное и не возвратное. Въ немъ содержался вс четыре рёшеня. = 

°  Во-первыхъ, очевидно, что для сФкущей М”№" получимь то же самое ур. (1), 
принявъ ОМ’ =. Для съкущей АМ”Х”, привявь ОМ” = 2, изь треугольников 

> —% 
ОМ”№" и АМ”В’ имфемъ: 22-- ОМ =? и — 0№: а=е: — (@—#2), откуда — 
0№ = 02 : (@—2); внося эту величину въ предыдущее ур., получимь опять Ур. . 

(1). Наконець, для сЪкущей АХ”/М”", положивъ ОМ”. с, имвемь: 22-5 ОМ 
= и 0№": а= —2: (-=-- а) или О№: а=х: (2— а), сл. снова полу- = 
чаемъ ур. (1). Итакъ, въ урн! (1) содержатся всЪ 4 р8шеня задачи, * 

Хотя это ур—ве и есть полное ур— не 4-ой степени, не возвратное, но его 
можно бы было легко рёшить, такъ какъ можно бы было показать, что ме; *й; 

_ его корнями существуеть особое соотношеше, именно, что ихъ квадраты - 
зуютьъ ариеметическую пропорцио, что даеть возможность привести вопросъ къ 

енйюо биквадратнаго ур—шя. Но какъ вычислен!я были бы длинны и утоми- 
_ Тельны, то этого метода рекомендовать °нельзя. 

616. Второй способъ. Взявъ за неизвстное ВМ (черт. 102), найдемь ур-не — 

@(х а} и («а - И. . .@), 

которое выводится изъ (1) замфною 2 количествомъ 2 -|- а; это ур. имфетъ четыре 
\й корня: ВМ, ВМ’, — ВМ", — ВМ", ибо ур. (1)— общее, 

Хотя эдфсь мы опять получили полное биквалратное ур., тыъ не менфе, мы 
легко можемь р№шить его слвдующимь искусственным пр!емомъ. Ур. (2) можно 

_ написать въ вид 

аа аа р ара" 9 фра, ван (ера) =, 
или. 

ани 
1 

_ отеюда видно, что ‘оно приводится къ рёшенно двухъ урн! 

й 
не -у и \-2ау—м=0, 

или 
а — 2 +а=0 8) 

2 =0°°* 
5% 

`Итакъ, этоть искусственный премъ даеть относительно простое рфшен за- — 
‘дачи. $ 

Посмотримъ, каково геометрическое значене вспомогательнаго неизвстнаго — 
у. Проведя перпендикулярь МФ на линйо АЗ, параллельную ОХ, и возставивь | 
къ ММ перпендикуляръ МР, замфчаемь, что Р() есть третья пропорцюнальная 
жь МО и ло = а; са, #3 

йе $ 
АР=АЧ- Ра =. ` 

к 'Итакъ, вспомогательное неизвфстное, соотвтствующее ршенйо МАМ; есть _ 
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АР; точно также, для вспомогат. неизвъстнаго у, соотвЪтетвующаго рЪшенйо 
Х№М/", получили бы (—АР’), возставивъ перпендикулярь МР’ кь АМ”. 

Ур—не въ у системы (3) есть квадратное, слд. необходимо, чтобы величины 
у, относянцяся къ четыремъ возможнымь рёшенямъ задачи, были попарно рав- 
ны; и въ самомъ дВлЬ, проведя М’Р, получимь равные треугольники АМР и 
АМР, ибо: АМ' = АМ по причинВ симметричности относительно ОА;-затВмъ, тре- 
угольники АСМ и МРО равны, какъ имЪюпуе стороны перпендикулярныя и по 
равной сходственной сторон® (АС = МО), сдёд. МР = АМ/; уголь АРМ = РАМ! 
‘ибо ихъ дополнешя равны; итакъ, треугольники равны, имфя по равному углу 
между порознь равными сторонами. 

Отсюда слфдуеть, что перпендикуляры, возставленные въ М и М’ къ пря- 
мымъ ММ, М/М' проходять черезъ одну и ту же точку Р лиши А$, и что то же 
самое относится къ перпендикулярамъ, возставленнымь въ М” и М”” къ М”М" и 
М”№. Этимъ подтверждается вышеприведенное вычислеше. 

Для рьшеня задачи достаточно зналь точки Ри Р', ибо окружности, описам- 
ныя на даметрахь АРи АР’, пересбкаясь съ прямою ХХ’, далуть искомыя 
точки-М, М’, М”, М”. 

Эти точки дало бы намъ рьшеню системы (3). 

'Итакъ, АР и АР’ суть абсолютныя величины корней ур—шШя 

т -29у—т=0. .. (4) 

Изолвдовлите. Корни этого ур—я, какъ видно & рмог, дЪйствитель- 
ные, неравные, по знаку противоположные. з 

Т. Чтобы положительный корень у’, который долженъ быть нанесенъ въ иа- 
правлеши А5, даваль рьшене задачи, необходимо, чтобы окружность даметра 

у АР встрёчала прямую ХХ’. Но ея рамусъ 5 & разстояше центра оть ХХ’ 

равно а; сльд. необходимо, чтобы было у’ > 24; а чтобы это имфло мЪото, не- 
‘обходимо и достаточно, чтобы триномъ (4), при подстановк® `2а вмфето у, при- 
нималь отрицательное значеше, т.-е. чтобы было 

4-41 — т 0, или р? Ва >0. 

Корни тринома, р? — 842 суть Е 2а 2, а какъ р—существенно положительно, 
то неравенство удовлетворяется при 

р > 2а 2: 
Первый случай: р < За Уз. 
Въ угль ХОУ ть ршешя. 

Второй случай: —2аУ?2. Положительный корень ур. ® равенъ въ этомъ 
случа 24; сл. окружность ламетра АР касается ОХ, точки Ми М’ сливаются: 
задача имфетъ одно рёшеше въ углф ХОУ, и это рьшеше — перпендикулярь къ 
ОА. Въ этомъ, слфд., положен отрЪзокъ МХ въ углф ХОУ на прямой, прохо- 
дящей черезь А, иметь умиййит величины. Этоть результалть легко объяснить 
и Пусть МАХ = п. и ПЕ и ’ какая-либо сЪкущая; очевидно, 

М= что АМ! < АМ и АМ'> АМ; а какь А\ ‚ то АМ'’> АХ/, слфдов. средина К 
лини М/\! ниже Л, налр., вь К. Соединивъ О съ К, имфемь ОК = 3} №0 

ол— МХ, и очевидно ОЛ < ОК, сл. 20 паи МХ < 20К иан МХ. 
Трепий случай: р > 2а\?. Окружность пересфчеть линю ОХ въ двухъ точ- 

кахъ, и задача имфеть въ угл ХОУ два рьшеня. 
1. Во-вторыхъ, чтобы отрицательный корень у”, наносимый въ направаеши 

АР’, даваль рфшене, необходимо и достаточно, чтобы окружность маметра, к 
(— 3’) встрёчала ХХ/, т.-е. чтобы было: — а, наи у’ < —2а; отеюда слфдуеть, 



Аб + 
це и ны у 

`резу: 0, о ть довдетворяетс.. 
одно и ОУ, и ТЕ ХОУ', что 

_съ выводами НО а задали. 

Резюме. 

-р< 342: . .2 рьшешя (ХОУ", Х’ОУ), 

р=2аУ2...3 рышеши. 
р>2аИ2...4 рышешя. 

о Постровнте.—Сдфлаемъ построеше для случая четырехъ ршен!й. 
Ур. (4) даеть: 

= а, 
—у=уя--а. р 

_ На параллели къ ОУ (черт, 102) наносимь АБ =, откуда СР = Иа. = 

Черт. 103. ` 

_Описавь изь С какъ изъ центра ралусомь СГ) полуокружность, находимъ на 
чки Ри Г’, которыя и дають 

ы. АРУ, Аи", 
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‹ Описавь на АР и АР’ полуокружности, получаемь искомыя точки М, М’, 
М” и М”", которыми опредфляются искомыя прямыя: МАХ, М'’АХ', АМ”Х" и 
АМ"М"". 'Повфрка— циркулемъ. 

617. трепй способъ. — Такъ какъ рфшешя задачи попарно симметричны от- 
носительно ОА, то заключаемъ, что точка 0 находится въ равномъ разстоянй 
оть двухъ симметричныхъ рёшенйй. СлЪд. если за неизвфетное принять разетоя- 
ше х точки О оть этихъ двухъ рЬшенй, то ур. въ г будеть не выше второй 
степени. 

Итакъ, пусть будеть ОР =х (черт. 103) ражусъ окружности центра 0, каса- 
тельной къ рышенямъ въ угль ХО\; обозначивъ буквами 2 и у вспомогательныя 
‘неизвЪстныя ОМ и ОМ, получимъ три урн: 

а мту=ы; = жи... (1). 
` 

Остается исключить изъ этихъ ур-—лИй 2 и у, чтобы получить ур. съ глав- 
нымъ неизвфстнымь г. Для этого второе Ур. напишемъ въ вид: 2у = а(т + у); 
возвысивъ 06% его части въ квадралъ: (2) = аа? -- уз-- 22) и замфнивъ ти 
и 22-4 ихъ величинами изъ двухъ другихъ уравнен, получимъ: 

рат = (р? --2рг), или р®— 20" — рё=0.. . (2). 

Чтобы убёдиться въ общности этого ур—шя, обозначимъ буквою и о 
ОР’ окружности центра 0, касательной къ рышенямь въ углахъь ХОУ’ и Х’ОУ. 
Обозначивъ буквами 2 и у количества, ом”, 0№, найдемъ 3 ур-шя: 

аи, Ч, ау 

Второе напишемъь въ видё жу=а(2 —у), и преобразованями, подобными 
вышеприведенныхь, придемь къ ур—ню 

р-- 2ам — ра =0... (8). 
Это ур. отличается отъ (2) перемфною х на (—*); слд. абоолютная веди- 

чина отрицательнаго вок ур—ня (2) представаяеть радусъ, дающй рёшешя 
въ углахъь ХО\У’ и Х’ОУ. 

Изсльдовлите. —Итакъ, разсмотримъ, при какомъ условм корни ур=шя 
(2) дадуть искомыя ръшешя, 

Необходимо и достаточно, чтобы эти корни были дфИствительны, а ихъ а6со- 
лютная величина не превышала ОЛ = аУ2; ибо необходимо, чтобы ‘изъ точки А 
можно было провести касательную къ окружности, имфющей радусомъ абео- 
лютную величину того или другого корня. Но ур. (2) имфеть корни дЪйствитель- 
ные, неравные и противоположные по знаку; сл., что касается положительнаго. 

корня, то если онъ не больше аУ2, то и дасть искомое рьшен!е; значить, если 
замЪнить х количествомь аУ2 въ трином® (2), результать замфны не долженъ 
быть отрицательнымь, т.е. должно быть 

рая — 28 — р > 0, или ра. 

Отсюда: 1) если р < 2а Уз, задача не имфеть рышенй въ угл ХОУ. 2) Если 
р=2аУ2, точка А будеть находиться на окружности центра 0 и ражуса, рав- 
наго положит. корню; слЪфд. будеть только одна касалельная; это рЬшеше, пер- 
пендикуляръ къ ОЛ, есть положенше прямой ММ, при которомъ отрфзокъ въ угл 
ХОУ есть эжйийит. 3) Наконець, если р > 2а 2, точка А будеть находиться 
внф окружности; существують дёф различныя касательныя, выходящя изъ этой 
точки, и слфд. два рёшешя въ угл ХОУ. 

Чтобы отрицательному корню ”” соотвЪтствовали р®шен!я задачи, необхо- 

димо и достаточно, чтобы абсолютная величина (— и”) не превышала, а УЗ, т.-е. 

">= 
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‘словами, необходимо и достаточно, чтобы триномъ (2) не быль отрица- 

Эра -- 21 У2 — р >00, изн ра? 2432 > 0. 
. 

Но ри а положительны, слфд. это неравенство всегда вФрно, т,-е, всегда, 
есть по одному рёшенио въ каждомъ изъ угловь ХОУ’ и Х’ОУ. 

Постровнте. Уравненю даетъ 

с Уаоя а 
$. И 

слфд. нужно построить ражусы: 

„У“ -#=и( 

Наносимъ на продолжени АВ (черт. 103) длину ВО =, проводимъ ОО, и въ 
точкЪ 0 возставаляемь перпендикуляръ ОЕ къ ОО; очевидно, что 

ЕВ = 

ибо ОВ=а. Слфд. ОЕ -и@+ а?; а потому, нанося ЕО = ЕО’ = ЕВ, им%- 

емъ: 7’ = 00 и —”"—= 00’. Остается провести изъ точки А касательныя къ 
окружностямь пентра 0, проходящимь черезь точки (и 0’. 

618. Четвертый способъ.— Можно принять за вспомогательное неизветное 
Сум оМ-- ОМ; къ этому выбору приводить замфчане, что для двухъ положе- 
эй ск а ММ и М’№' величина этого неизвЪстнаго одинакова, ибо треуголь- 
ники ОММ, ОМ’М' равны. Сафд. для четырехъь положешй сфкущей получится 
только два корня; и мы должны придти къ ур—н!о второй степени, 

Итакъ, пусть г 

ОМ-+0\=2...(1), затвмь: ОМ О№=.. , (2) 

Кром того: 
‚ 

ом а ом-- 0х 0х 
био. Во а’ 

а потому 

ОМХОМ = (0М-- 0№).а, или ОМ. ОХ =аж. . (3) 

Удвоцеъ об части (3) и придавъ ко (2), найдемь въ первой части а, 
а ур не будеть: 28 = -- 2аж, или 

а —2а2—т=0... (4) 

Такое же урн получили бы, взявъ за неизвстное ОМ’ -= ОХ", 

Легко видфть, что это ур—ше пригодно и для двухъ другихъ положений с\= 
кущей, только 2 тогда будеть выражать разности ОХ" — ОМ” и ОМ" — ОХ", 

Какъ скоро 2 будеть найдено, останется найти разность отрёзковъь ОМ—0ОХ; 
дая этого удвоиваемъ (3) и результалъ вычитаемъ изъ 2); получим 

ОМ — ОХ = Ур: — 22; откуда м > 2аг, 

у 



Е Е. са 
с, Ъ его воличи 5 обра- 

5 и будеть. какъ | и сумма, удеть изв\;- 
_стемь и каждый изъ иихъ. а : 

Изслъдоване, Нужно, чтобы разность эта была В, При 
отрицательномь корн® ур—шя (4) это 
и будеть безусловно; и въ самомъ дёлЪ, 
отрицательный корень соотвтствуеть 
случаю свкущей, проведенной наи въ 
углв УОХ’ или въ ХОУ’. 

Итакъ, изслдованио подлежитъ толь- 
ко положительный корень; онъ долженъ 

быть < г. слвд г. должно заключаль- 

`ся внЪ корней (4), а для этого резуль- 
тать подстановки этого количества въ | 
триномъ (4) долженъ быть положителень: 

В.о, 

или 2* — 841 > 0, откуда р> ау: = 

услоше, раньше найденное. Отсюда тит. 
р= 2а 2. 

ЗПостьокнте. Решив эра), 
найдемь 

А и =а-нИатЕ И, аи = уфа, 
`` Пусть, 06=р, то Вб = Уаз-- р; нанеся ВС на 0х, получимъ: 

06 =а-- Ура. Са. ОМ —ОХ=ИЯ — За = Ия —2а . 00% 

у Взявь В! = ОВ, на ОС’ описываемь полуокружность и проводимь перпен- | 
дикуляръ [Х, тогда ОХ = У2аа”. Сафд. нанеся Об на 07: 

у у п 

.^ =у-0Ж, 1х =Уя-— За . 06'=0М— ОМ. 

ы Но ОМ-+ ОХ =” =06/; слфд. если отъ средины О’лиши ОС’ отложить въ 

0% а равныя длины О’М = о пайдемь 068 точки Ми М’ опре- 

_ 619. Пятый способъ. — Можно принять за неизвфетное, ИН 
‹ 2. Дая другого положешя свкущей, второй корень будеть и 

^ аи ОМ — ОМ; онъ равенъ первому, но противоположень по знаку. т и два > 
остальные корня равны и противоположны по знаку; слёд. корни попарно равны | 

‚ противоположны по знаку, а потому этимъь способомь должны придти къ би- 
_квадратному ур—нио. 

..(), ОМа-- О№= р7...(2) и ОМХ ОХ = «(ОМ -{ 0Х)...(3); 
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‘сибдовательно : 

и — ОМ + 0%), откуда ОМ-- 0 
Зная же, что ОМ — ОХ =, имфемь 

Внося эти величины въ ур. (2), получимь 

(ре --2ах — 2) (5 — 2аг—#@#— тва, 

или, раскрывъ скобки и приведя въ порядокъ: 

ая | 208 — лай у — 88) =0. 

Чтобы корни (22) этого ур-— я были дфИствительны, необходимо, чтобы было: 
2? — 12) — р? (р? — 843) > 0, или 4а* — 4%? -|- рй — ри-|- Зара 50, или 4 
ар? > 0, что всегда удовлетворено. 

Чтобы оба они были положительны, необходимо, чтобы произведене и сумма 
ихъ были положительны. Произведеше будеть положительно при 72 > 8а?, наи при 

р> аз. 

Но при этомъ услови будеть р>2а, сад. 248 — а < 0, а потому *. 
суммь корней будеть >>0, и оба корня — положительны. Итакъ, единственное 
услов!е возможности задачи будетъ: р > 24 УЗ, т.-е. чтобы данная лин была не 
меньше удвоенной лини ЛО. 

Ршивъ уравнеше, найдемъ: 

в== а = Эр Ут 2; 

выражен ото легко построить; а имЪя 2, нетрудно уже найти ОМ и ОМ. 

620. Шестой способъ.— А за вспомогательное неизвфетное принять произ- 
ведеше отр®зковь ОМ ЖОХ, то кажъ для двухъ положен! сзкущей произведеше 
Это имфеть одну и ту же величину, для четырехъь ея подоженй получимъ два, 
значеншя для произведеня; поэтому, ур. съ неизвфотнымь 2, равнымъ произве- 
денио отрфзковъ, должно быть квадратнымъ. « \ 

Положивь ОМ Х ОХ =, имЪемь еще два ур—вя: 

ОМ 0 = и ОМХОХ=а(0М-- ОХ), или #=а(0Мм- 0№). 

Возвысивъ посл®днее ур. въ квадрат, имфемь 

а? = а? (72 -- 22), откуда 28 — 243% — 43 =0. 

Какъ скоро 2 найдено, МО и ХО получимъ изъ биквадратнаго ур- ня 

Хи! — иа--а=0. 

Корни этого ур—ня будуть дфйствительны при услови 1% — 422 >> 0, или 
(®- 22) (1 — 22) > 0; отсюда Вико, что при #>0, ибобходимо, чтобы было 

=з< о Замфняя 2 кодичествомь въ ур. въ 2, должны имзть: У — 43—43 >0, 

или 2?> 842, откуда р>2а У? — услоше извфотное. 2<0 должно давать 

#>—5, т.е. т должно быть вн корней ур—вя въ 2, и потому должно 



и ь скоро оно удоваетворено, оба значешя 22 будуть положительны, а я 
у всЬ четыре значешя Х дфйствительны. 
Гы какъ скоро найденъ 2, то вмфсто ршенйя биквадратнаго ур—1 

о ОМ и ОХ, стоить только замфтить, что. |. ‘треугольни: 

гна, гипотенуза р и площадь, равная их ОМ аи 5. 

я М’№ (черт. 102) съкущей второй корень есть Гы или ом» т.е. он 

первому корню; то же самое имфеть мфсто и для двухъ д\ 
Зостиазаня ур-фня стоить только исключить ОМ и 0) 

ъ, то очевидно должно получиться возвратное ур. четвертой о ибо 

. (|) ом 0% =... (2) 

ОМ=а(=- 1. . . (3). } = 

_Изъ перваго урн имфемь ; 

ОМ _ 22 
от 

ото. а, Р\ 
ом — 

а 
О м 

га —- 2-1 
(2-1 а’ 

(а --1) 150, 
ава + Зазая | (20а — ра) а За -- @=0. 

_  Позоживъ ету, откуда. ву, и раздёаивъ вое ур—ше на 

а ве) аа фио, пан а9уе- зу =0 

2 —зу--1=0. 

‘ур—н въ у найдемъ два значешя для у: у’ и ео: т. п 
па феццрирь-ый -не, ее 

ныя, нужно, чтобы величина у была, Ее Нат. и сад. 
Арина анк" " 



‚ вательно, пройдеть чрезъ точку 0; 
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4—4 —м<0, ши 50, 

что приводится къ одному условно: р > 2а УЗ, уже извЪетному. 

Когда это услове не выполнено, когда р содержится между 2а и 0, ю- 
дится только отрицательное значеше у, му ть два отрицательныя 
значешя 2: сЪкущая проходить въ углахъ в 

622. Восьмой способъ—тригонометрическИй. 
Пусть (см. черт. 102) уголь ОМХ =. Имфемъ 

АМ = АМ = „ 
Е =’ с08 

слЪдовательно 
а а 

зиа сз = 
откуда 

2а (51 = -|- с0$2) =р. 91 22, 

а по возвышенми въ квадрать и по приведени въ порядокъ, 

реза 2. — 4а? зщ 2х — 4 =0, 
откуда. 

зт 22 = ПЕНИ а зар. 

Изслъдовлнте. Значешя 32, очевидно, дйствительны; но они не должны 
быть больше 1, откуда усломе 

2а* -|- УагЕ Зара < ра, 
иди 

Зара < рь 
‘или ы 

$02272. а. 

623. Въ заключеше укажемь рьшеше вопроса чисто геометрическое.” 

1. Ищемь рёшеше въ углф а0у 
черт, 105), и пусть прямая М\Х—тре- 

мая, такъ что МХ =р. Вообра- 
Зимъ, что на ММ, какъ на маметрь, 
описана окружность, которая, слдо- 

пусть эта окружность пересвкаеть 
‘продолжеше прямой ОА въ точк$ 1, 
которая будеть лежать въ срединф 
полуокружности МГХ. Очевидно, все 
сводится къ нахождению точки 1; въ 
самомъ дфлЪ, разъ эта точка, найдена, 

то, описавъ радлусомь 5 р окружность, 

проходящую чрезъ к О ит, мы 
будемъ имбть и точки М и №. 

Но точку 1 найти легко. НО з 
разность между лин1ями 10 и 1А 

ва, ибо она равна ОА. Легко ви- Черт, 105. 
дфть, что и. пы 10ХТА также 
извфетно. а ствительно. Е: `01М и А!М, имя общий уголь . и углы 
приОиМ въ 45° аж ‚ подобны, откуда пропорщя ОЕ: М ГА, или 
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ТЖ ТА =1М ;а какъ точка, 1 находится въ средин дуги МТУ, то 1М есть сто- 

рона вписаннаго квадрата, и потому 1М = 5, такъ что 

ха ох = 

Зная разность 10 — [А = аУ2 и произведеше 10 Х 1А м легко построить 

10 и ТА (см. $ 472). 
Изслъдовлнте,— Когда точка | найдена, остается описать чрезъ точки 

О и Гокружность радусомъ зе ‘но чтобы это было возможно, необходимо, что- 

‘бы разстояню ОГ было не больше р. А какъ ОГи (— ТА) суть корни ур—шя 

я 
В—а72.1-1 

2 

то, чтобы положительный корень быль но больше р, необходимо и достаточно, 
чтобы результать подстановки числа р вмЪето { въ первую часть не быль отри- 
цалельнымь, т.-в. чтобы было 

. Е 
т — уЗ—2 50, ии р>2ауа. 

Заключаемъ, что: 

1) если р < 24 УЗ, задача, иевозможняй 
2) если р=2а 2, вопросу отвёчаеть одна окружность, даметромь которой 

у 

Черт. 106. 

1, 

служить ОГ и слёд., рышеше въ угл 
а0у одно: перпендикулярь къ ОТ въ 
точкВ А (случай тиши” а); 

3) если р>2а 2, вопросу отв - 
чаютъ дв окружности, симметричныя 
относительно ОА: ‘задача имфеть 2 р%- 
шения въ угл ау. 

И. Будемъ искаль рьшеше } угл№ 
&0у’. Пусть это искомое рьшеше бу- 
деть прямая АММ (черт. 106). Вообра- 
зивъ опять окружность, описанную 
на ММ какъ на маметрЪ, найдемъ 
точку ТГ вя встрчи съ продолжешемь 
ОА, Имфемь: 1А — Ю = 4 У; затфуль» 
подобные треугольники 10М и 1МА 
далотъ: 

10 =1 

и вопросъ приводится къ построенйо 
двухъ прямыхь по ихъ разности и 
произведено ($ 472). 

Изсльдованте. — Пусть точка, 

1 построена; остается радусомъ 5 р 

описать чрезь точки 0 и Т окружность. Чтобы это было возможно, должно быть, 

Ир 1А и (- 10) суть корни урн 
р `3 

виз. =0, 



и подетановки (—р) вифсто # 
› Те. чтобы было 

му 0, и +0. 

ия 

к ть описать двЪ различныя окружности чрезъ точки 0 и 1; эти окружности и да- = 

_ дуть рашевя въ углахъ ху’ и а’0у. ы 

Можно, сближая 06$ части способа, найти всё 4 рёшеШя однимь по 
немъ. Построивъ, намр., точку Г (черт. 106) въ угл® 2’0у’, получимъ точку 1, от- 

_ носящуюся къ двумъ другимъ рёшешямъ, нанеся О = АГ. 

Задача х!Х. 

624. Вь окружности радуса В, беруть сект р ‚Оль == 450; 
буется в этомь сектор помъстить, ВО ММРА и и у 
торахо находились бы на одномъ радусь, а изъ двухъ остальныхъ одна, на 

у дипональ МР имтъла томъ, редтов, а другая на дуг сектора) мак», чтобы 
_ № данну т. 

'Примемъ за неизвфотное длину ОР = <; треугольникь МОР даеть 

та = вай — 2%. 00. 

Отсюда 
т = - 2 - Ув... (1). 

Это ур—не останется въ томъ же ви- 
дь, пока точка М будеть находиться на 
дуг АС, ибо уголь РОМ будеть острый. 

Если точка М будеть находиться на 
дугв СА’, причемь прямоугольн будетъ, 
напримфрь, М’МР/©’, найдемъ, оцйть пода». 
тая ОР’=, ур—ше 

та = В2-- 2-22 УВ —ай. .. (2) 

°  отаичное оть (1). 

Затьмъ, безполезно брать точки на, полу- 
от А’С’А, потому что, очевидно, 

мъ рьшеншя симметричныя, относи- 
‘тельно О, рьшеншямъ уже полученнымъ. 

аа 'Итакъ, задача рЬшается двумя ирра- 
ы _ ональными, уравненями 

2—2 №—т... 



которо! р ре ‚ соотвфтотвують, ИЖЕ 
22 № — т? >0, ин 22 > ий — ВА, 

она находится на дугв АС; или та, для которой 

а -- № — 0 < 0, или 22 < т— Ва, 

и она находится на дуг А’С. 

$ °— Изолздовлите. Чтобы корни уравнения (4) отвфчали на задачу, не- 
_ обходимо. к достаточно: 1) чтобы они были дфйствительны; 2) положительны; 

меньше В. 
Кром того, & рмом видно, что какъ скоро корни будуть дФйствительны, они _ 

ь попарно равны и противоположны по знаку; слфд. будуть, два положи- 
тельныхъ корня, и очевидно, что они будуть меньше В, ибо, удовлетворяя _ 

—н1ю (3’), дЪлають разность 42 (В — 22) подожительною. Итакъ, остается 
венное услове— условелйствительности. у 

_ Такъ какъ ур—не (4) биквадратное, то для дЪйствительности его корней | 
‘необходимо, чтобы значеня 28 были дЪйствительны и положительны; но 09 
видно, что какъ скоро опи дЪйствительны, то и положительны, слфдователы 
‘необходимо и достаточно, чтобы было { у 

(а Ваз -— 50 — №20, 
[и -- Ва — (т? — 82) ИЗ] [и® -- В + (ив — 83) У] > 0, 

(5-1) а (5—1 89 05—05) <. 

ТРаздьляя первый множитель на У5--1, а второй на У5—1 изамьчая, что 

И и ии 
У-—1 2 

даемъ неравенетву видъ: 

З {ив [505—1)]} {®— [305+] } <, 
_ или, по разложеши на множители первой степени: 

В ти — 1—5) [++ 05+)][и-— 50510] <. 

Но первый и трет множители положительны, слфд. должно быть 

[ВН] 

2 У 

0-0 <и< 0+1 ... 6): 

_ При этихь условихь всВ 4 корня ур—вя (4) будуть дЪйствительны; с 
3 задача, будеть имфть два, рёшеня въ полуокружности АСА’, и два, сима 

_ имь рёшеня въ другой полуокружности. я 
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АС, необходимо и достаточно, чтобы для каждаго изъ этихъ знач 

> п — В*; а для этого необходимо и достаточно: 

: Ш Чтобы триномъ, составляющий первую часть (4), былъ положителень при 
инф въ, немъ 2 разностью (т? — Вз); 

2) Чтобы полусумма корней не была меньше (т? — Вз). 

Первое изъ этихъ условй даеть: 

5 (та — В} — 2 (и 82) (и? — 82) -- (#2 — 3} >0, 

(т? — В) (2 —28*) 30... (6). 

Второе услове даетъ 

ия ВЯ, или АА"... 

Отсюда, такъ какъ В содоржитея между В? и 282, слфдуеть, что: 1) если 

28 < В? или т< В, оба рышешя лежать на луг АС; 2) если В<т< ВУЗ, - 
одно и находится на АС, другое на А’С; 3) если т > ВУЗ, оба ршеня 
ив дугь 

'Итакъ, тахитий я, равный Пя 1) (т.-е. сторона правильнаго вписан- 

_маго авфзднаго десятиугольника), принадлежить прямоугольнику, котораго вер- 

_ шина М аежитъ на дуг А’С; между тёмъ какъ шшишит т, равный 5 (5 —} 

(сторона выпуклаго они, принадлежить прямоугольнику, котораго, 
вершина М находится на дугв А 

Резюме изслфдован!я. 

р. 55 1), корни мнимые . 0 рёшенй. 

ви М . Бой . на, дугВ АС. 

. на дуг АС. 

- на дуг АС. 

. на АС, 1р. на АО, 

| же т=ВУЯ точка С и 1 рёш. на А’С. 
т>ВУ2 1 р5ш. на дугв А’С. 

, тах.(т).1 рёш. на дуг А’. 
„_В1 10+ =” 



прямою ту и второю точкою перести 
ружностью равнялся данной прямой 1. 

СоставлентЕ уР—нтя. Пусть прямая ау на- 
ходится вправо отъ А, въ разстояни АР = а оть 
точки А; въ этомъ случа @>>0. Отрзокъ # веегда, 
положителень. Искомое, С АЕ=2. Пря- 
моугольный троугольн. АСЕ даеть 

Аба --208—4)...(). 

Подобные треугольники АСЕ‘и АЮР далоть 

1 
откуда, 46=5 НЯ . . (2). 

Внося въ ур— ше (1) и сокращая на 2, найдем. 

28а? — (®-- 4аВ) = -- 2438 =0... (3). 

Для вто] чертежа ур. (1) остается безъ. 
У измвненя; (2) береть видь у 

Черт. 108. 

Вторая часть положительна; чтобы и первая была положительна, нужно вмфето — 
АР подставить уже не а, но (— а), такъ какъ теперь 4 < 0, и получится опять 
урн (3). Итакъ, въ обоихъ случаяхь имфемъ одно и то же ур., въ которомъ _ 
нужно принималь а > 0, когда отрфзокъ АР находится вправо оть А, на< 0, 
когда онъ располагается отъ этой точки вафво. ‹ 

: А 
Изсльдовлнте, Чтобы корень ур—ня (3) давалъ отвфтъ на, задачу, онъ 

долженъ быть дЪйствительнымь, по- 
ложительнымь и < 28. 

Условйе дъйствительности . Ра- 
ализанть долженъ быть > 0, т.е. 

(В--4ав} —4. 28 . 2428 30, 

или В 8аВ > 0. 

Когда а>0, это услове всегда 
удовлетворено. Когда, же а< 0, то 
знакъ Р--8аВ зависить оть вели- 
чины Й по сравнению съ — ВаВ: если — 

В 5 —8аВ, корни дЪйствительны; если — 
Р< — ВаК — корни мнимые. 

Знаки корней. Корни доажны — 
быть положительны. Для суждешя объ 

28 
очевидно, что а>0, сумма корней всегда положительна; при а< 0, оче- 
видно, ‘всегда, ны —вав > —4а а какъ дЬйствительность корней требуе 



мы д ры В 

В > — Зав, юи будеть ®> — 448, пли вв > 
оиа, корней опять >0. — т " ; 
чина корней. Положительные корни должны быть < 28; чтобы зналь 

еше ихъ относительно ЭВ, надо знать знакъ /(2К); ' 

Я [(2В) = 28 [28 — а} — В], 
д. вфеть знакъ разности 

ева в, 

[(2В)> 0, когда (28 — а) > В; 

1 (28) <0, когда (28 — а <Р. 

Критичесяя значешя ® суть, сафдовательно: 0, — Зав, (28 — а)*, + о. Ихъ 
нужно О въ восходящемь порядкф, разсматривая два случая; а > 0, 
< 0. Но въ первомъ случав — 8аВ, будучи отрицалельнымь, ‘не входить 

‘въ число значешй подожительнаго количества #, и остаются только значеня: 
» (28 — а}, ©, 

Составляемъ таблицу знаковъ. 

Случай а_> 0. 

такъ что 

Скала 
значешй № (и — а Е - 

че 

Ревлизанть, 

гм 
Произведене 

корней 

Сумма корней 

Ив) > 

1-й коэффии, 

Разсматриваемь каждый интерваллъ. 
— |) Когда № заключается между О и (28 — а, произведенше и сумма, дЪЙстви- 

й корней положительны, 'сл®д. оба корня положительны. Далфе: Г (28) 
= знакъ 1-го коэффищента, слёд. 2В, находится вн% корней, и значить либо. 

_ 90а корня меньше 2К, либо оба больше 28. т судить объ этомъ, нужно, 

_ сравнить ЭВ съ полусуммою корней, которая = Не Въ разсматриваемомь 

‘интерваль 2 < 482 — 4аВ + 4?, слфд., если а< 28, то будетъ и подавно 

(5 В < 48? — 40 --48?, пли Р < 882—428, или № -- 4аВ < 882, 
‘откуда 
Е в--4ав 

4 у < зв. 

Если же а>> ЭК, то и подавно 

В 4аВ 
< 48 г: 

Такимъ образомъ, если а < 28, ‘сумма, корней меньше 2В, слвдовательно, 
оба, корня < ЭВ: задам имтеть ен р. > ` > 

в 
ак Г “>?2В, наи >28. 
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Если же а> ЭВ, то полусумма, корней больше` В, и оба корня больше ЭВ: 
задача не иметь ръшенй. о 

2) В= (25 —а)}?. Имфемъ /(28) =0, слёд. одинъ изъ корней равенъ ЭВ; 
этоть корень даеть точку В. Произведеше корней ==4?, слёд. другой корень 

=58: ЭТОТЬ корень должен быть <28, откуда а? < 482, и а< 28. Для по- 

строешя сЪкущей, отвфчающей этому корню, очевидно, достаточно изъ точки А 
ты а нанести хорду АС и продолжить ее до данной прямой. (У 

) #>> (28 — а}. Оба корня опять положительны; но какъ знакъ /(2В) въ 
этомъ случаз противоположенъ знаку перваго члена, то 2В заключается между & 
корнями; и расположенше чисеть таково > 

0. ..2.. .28. 3 В 

Заключаемъ, что больш! корень (2”), будучи больше 28, есть корень алге- та 
браическ; менышй же корень, будучи < 28, даеть отвфть на, задачу, которая С. 
такимъ образомъ иметь 1 ршеше, изображаемое корнемъ к 

„_Р--4ав ИВ 
Нат 48 — 

Случай а < 0, й 

Въ этомъ случаф, какъ выше указано, корни могуть быть иди дФИствитель- х 
ные, или мнимые: первое иметь мЪсто ее второе при В < — 8аВ. , 
При этомъ (28 —а)* > —8аВ, ибо это неравенство эквивалентно съ (28 а) > 0. 
Скала критич. значешй № въ восходящемь порядкв будеть, слЪдовалельно: 
0, — Вак, (28 — а}, + ©. 

Таблица знаковъ будетъ такова: 

Скала 
значешИ В 

`Ревлизанть 

Произведеше 
корней 

Сумма корней 

12) 

1-й коэффиц. Е: 

ИзслВдуемь каждый интервалъ. 
1) #< — 8аВ: корни мнимые, и задача невозможна. 
2) В = — 8аВ: корни дЪйствительные равные, общая величина ихъ 

чтобы можно было допустить такой корень, должно быть 

—а 28, ии а» — 28, 

3) — ЗВ <В< (28 — а}. Корни дЪйствительны: произведеше и сумма ихъ 
положительны; слфд. оба кория положительны. /(2В) имфеть. знакъ одинаковый 



ыы ему эквивалентное 

й<4В.2В—4В.а, ии В<4В В). 
Когда а > — ЭВ, то будеть 28 —@а< 48, пли, уможивъ обф части на, положи: 

ельное количество ЭВ — а, найлемь (ЭК — а) < 4К (26 — а). По условию, @ 
ньше (2В—0)?, слБд. и подавно будеть < 4В (28 — а). Въ этомъ случа полу- 

‘умма, корней положительна, и меньше ЭВ, слфд. оба корня меньше 28, и задача 
_ ммъеть 2 ръшенёя. \ 

Когда а<—28, то 2а<—28--а или 2а<—(2В—а), сл. Зав < —4В(2В—а). 
_ иди — 8аВ > 4В (28 — а). Но, по условию, № больше — ЗаВ, то и подавно больше 

В(2В — 4). Это значить, что полусумма корней болыше ЭВ, сльд, и каждый — 
ь о больше 28, и задача не ‘иметь рьшеншй. х 
4) (2в— 0», Вь этомъ случав / (25) =0, одинъ изъ корней =28В; дру- 

| р Чтобы онъ удовлетворялъ задачв, должно быть эВ < 2№ 

или 42 — 48? <0, или (а-- 28) (@—28)< 0; такъ какъ второй множитель отри- 
еленъ, то ‘первый долженъ быть положителенъ: а -- 2В > 6, или а> — ЗВ. $ 

_ 5) > (28 — а). Оба дЬйствительные корня, произведеше и сумма, кото’ 
ыхъ > 0, положительны. Знакъ /(2В) противоположенъ знаку 1-го члена, 

. 2В заключается между корнями: 

О... „28... 

Заключаемъ, что задачЪ удовлетворяеть только меньший корень 2”: задача 
_имтеть 1 решен. я 
х Резюме. 

Та>0. 
Корни, всогда, дЪйствительны, 

г 
| а<28...2 ршешя: @= 

| а >28. . +0 рышенй, 

В —(2В—а}........2 р5Ышены: 2! = 55 Иа" =28. 

_ В-- 4ав — ТВ 8аВ ан" 

В -- дав -1УВ-- Зав, 
48 < в —а) 

„1 решен: 2’ 

п. а<0, 
1 а>—28. 

В < — ВаВ. . .корни мнимые. 
В = Зав. , „корни равные: 2' =” = а. 

— Зав <В< (28 — а} 

В=02в—а}.... 

ВАО, > 

2) а<—3э8. 
в<_— Зав. .. . корни мнимые. 

Зав В < (2В—а)*.. .0 рьшенй. 
В—=(2в —а).. .1 рёшеше: 2= 26, 
> (В —а)1.. : 1 рышеше. 

`И>в-а..,.... 

. 2 рашешя: =“, #"'=28. 

1 р5шене. 



Задача хх! “ 

626. Вь какомь разетояым от» центра данмно шара провести спкущую 
‘плоскость, чтобы боковая поверхность конуса $МХ, описаннаю около 
‘съченвю, сложенная съ т разъ ваятою поверхностью виъшниаю самента МВХ, 

_ равнялась данной поверхности (т—число положительное). ; 

$: РьшЕН!Е. Примемъ за неизвфетное разстоян!е плоскости ММ отъ центра 
ве, шара, положивъ 01=—, а данный рамусъ шара 

назовемъ К. 
По условию имфемъ уравнеше 

25%. М--т. 228 . ВЕ =, 

т и поверхность представить въ видв круга 
ю вычислить $\, М и ВГ в фа 

щ ое и. ео ‘имфемъ 

В! = ВО + ОТ=В- =. 

Заты У? — аа, и подобя т: 
никовЪ УР и ХОГ находим: 

$Х : М = №0 : 01, откуда 5\=Вую а, 

Подставивъ й ур—не и приведя въ порядокъ, 
имфемъ: Черт. 110. у. . > 

Г (2) = (2т —1) Ва? — (а — 2тВ2) г В =0. 

Изследовлнте. Чтобы значеше =, выводимое изъ этого уравнешя, да- 
вало отвфть на задачу, Я и достаточно, чтобы оно было ИЕ 

ьно и не больше К. Въ самомъ дл, приведеше задачи къ уравненю 
юолагаетъ, чтобы 2 было. положительно, иначе, значене 5№ было бы отри- 

ю; далфе будетъ особо указано, какъ можно истолковать отрицательное 
ен1е 2, Возьмемь эту задачу какъ я ва которомъ покажемъ, какъ 

ваше тю плану и ире, плану, изслфдоване разби- 
вается на двф части: ищуть, при какихъ на С имфеть одно тет 
при р — два рёшешя. Отсюда сами собою вытекають услошя, когда, она 

Е. одного рьшени. Чтобы задача имфла одно,.и только одно, р\шеню, 
аривеся О Он К, необходимо и ан чтобы результаты под- 

1(®) в 2— нуля и Ви ыы противоположные знаки, т.-е. 
мобы :70 в) <0 НУ $ 481, сл. т, Но (0) = (В) =В (4Вт-—); искомое, 

ве будеть, поэтому Ч: 

"<: 

ея двухь рьшенй. Чтобы залача имфла два рьшешя, необходимо и до- — 

и, атобы корни были дъйствительны; т.-е. чтобы 

(Е — 2тВ* — 4 (2т—1) В >50; 
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2) Чтобы корни были положительны; иначе говоря, чтобы ихъ произведене 
и ихъ сумма были положительны. Услове положительности произведеня даеть 

">... ®) 
а принимая въ расчеть это услоше, найдемъ, что сумма корней будеть положи- 
тельна, если ь 

т< за -- (4). 

3) Чтобы корни были меньше В, т.-е. чтобы было заразъ 

м г. 
(2т—1)./(В)>0, откуда "> дз. . - 6) 

2-х” < 28, откуда и. .. (6). 

Нужно теперь сравнить между собою найденные предлы. 
Неравенство (4) противорфчить 2-му; и если взять < В, то (3) и (4) также 

будуть противорфчить одно другому. Но какъ (3) и (4) неравенства—оба необ- 
подимы, то нужно предположить & > В; но въ такомъ случа, если написалъ (1) 
въ вих 

_в—2@а—юв 
С 282 | 

легко замфтить, что оно ведеть за собою (4). Такимъ образомь имфемъ одинъ 
высший предфалъ для т, выражаемый неравенствомъ (1). 

Совмфстны ли съ нимъ низше предфлы? Эти низшие предфаы т суть: 

т 

нужно составить разности 

з 282 

В+ _ М _ (28) 
28а а 4’ 

№28 +288 №288 2—8) #—28) 
28а ва виа ‹ 

Сльдовательно, чтобы искомая совмфстность имфла, мёсто, необходимо взять 
®> 28. Но въ такомъ случа будеть 

в _1_И— 28 
8—5 а 2% 

№ _И--282 № —4 
8 8 = ве 2% 

тТ.-е. изъ низшихъ предфловъ наивысшимъ будет, г 

Заключаемъ, что задача будеть имфть 2 рьшешя, если будуть одновременно 
выполнены услов!я а, 

>28, 

в кВ Ва В+ 28 
8 <” < эн ых 4 ^ 
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Истолкованйе отрицательныть значенй х.— Для всякаго отрицалельнаго =, 
большаго (— В), значешя ВТ и МГ дЪйствительны и положительны, тогда какъ 
величина ЗМ дфлается дЪйствительною и отрицалельною; это значеше соот- 
вЪтетвуеть, слфдовательно, соотношеню 

=. (-3№). Мат. 228. ВЕ, 
или 

—*. 5М. Муж . 228. ВЕ йа, 

‹ Слёдовательно, отрицательное значеше 2 даетъ такое положене плоскости 
свчешя МХ, при которомъ поверхность сегмента, МВМ без боковой поверхности 
конуса ЗММ составляеть поверхность, равную данной =/®. 

Задача ХХИ. 

627. Даны два шара, лежаиие одинь внь друюю: О и 0’; на лини цен- 
тровь, между обоими шарами, найти такую точку А, чтобы два конуса, имтю- 
мие общую вершину вь этой точкъ и касающиеся къ даннымь шарамь, заклю- 

| чали внутри себя два сеумента, сумма поверхностей которыхь имьла бы дан- 
— НЮ величину. 

Ръшенте. Пусть будуть =, ”’ и 9--рамусы шаровъ и разстояше центровъ; 
жи а’ — разстояшя АО и АО’, Зная, что поверхность сферич. сегмента, = про- 

, Черт. 111. 

ы ‘изведеню Сто большаго, круга, на высоту сегмента, имфемъ: пов, сегмента, 

х ВОО = 2х. СО; но СО =и— ОС, по свойству же катета имбемъ: 8 = ОС Ж а, 
откуда, 

п з 06= и 2. СО ("-=): 

Сумма поверхностей обоихъ сегментовъ выразится формулой 

= [1+ — (2-=). 

23 
За данное можно принять 2= (5 ==) изобразивъ его формулою 2хи?, и 

замфнивъ 2’ равною величиною 4—2, получимь ‘уравнеше 

м 
т зав 578, пли тай — (9—9 -- ат) в--а9 0... (1) 

откуда, ы 
23—13 диз У(9— 3-5 4тз)а — Ата 

2та 
` 

Г. 



Сы аа ..@) 

ь а по ур—нйо (1) заключаемъ, что оба корня будуть и положительны. 

Но чтобы величина 2 представляла ршеше даннаго вопроса, нужно еще, 
‘чтобы она была >», но <4—#'. Результаты подстановки количествь к и 4—#” 
вмфсто 2 въ первую часть ур—шя (1) суть: 

г и [7-3 — #— та (а) и га 8 — та); 

поэтому главными значенями ие будуть количества, 

Сверхъ того нужно сравнить съ 7 и (4—/')3 произведенше корней ыы ато 

р . 43 
ры даеть еще два главныя значеня и, именно 4” и а" 

Положим 

("Уфу ны У ЧН 

9, РЕЯ а" =. а— а" 

Во-первыхъ, замфчаемь, что неравенство (2) должно отбросить, и слд. взять 
. неравенство (3). Въ самомь дфль, разности /— @ и с— а положительны, ибо 

ая уу УТУ) з 
а@а—") РУ уаа—») . 

Значитъ, если бы количество тй было меньше а, то тмъ боле оно было бы ж 
меньше с и Г, и слфд. произведене обоихъ значенй = было бы больше (@ - =), 
вЪ то время какъ результатъ подстановки разности 4—-”’ на мфсто ® въ первую 
часть ур—ня (1) былъ бы положителенъ. Об величины 2 были бы больше 4—1” 
и сад. должны бы быть отброшены 

Распредфлимъ теперь въ восходящемъ порядк главныя значеня и, т.-е. 
%, |, <, 9, 1. Для этого вычислимь сначала разности: й—9, 9—/, 

1-а= 

> находим: 
у т (а— т) — 3 —_ (@" — 79 —кУ»)а 

В = чаи Г аа-ю ’ 
9-м аи") ="). 
"о @—")(а—") и 

первыя дв разности очевидно положительны; положительна и третья. Въ самомъ, 
дЪаЪ, приравнивая нулю ея числителя и рёшая получаемое ур. относительно @, 

хи’ 
находимь корни: и’ и Тр Но какъ шары лежать одинъ внв 

другого, то @ больше большаго изъ корней "-- г’, и сад. числитель дроби, | Е 
потому и /— / положительны. Итакъ, доказано, что 6 </<9< 1. 

Вычисляя затёмъ разности /— с, ИБ — Ус, получаемъ: 

а о ау"—ку—нУя) 
[1-е Е ‚5 У— У ана 



_ личества Ь, с и / составять одно, если @ будеть = = Отсюда, заклю- 

› количество с будеть <Ь, въ противномъ слу- 

5 будеть >. Далфе изслдоване покажетъ, что когда <" то 

статочно зналь, что с>/, не фиксируя его мфета относительно количеств 
ий. Изъ сказаннаго видно, что слфдуеть различать 3 случая, смотря по тому, 

г 
_будеть ли 4 больше, равно, или меньше суммы г’ --и в 

о Распредфливь критическя значешя т? въ восходящемь порядкЪ, составая- 
1 _ емь таблицу знаковъ. Такимъ образомъ, найдемъ: >. 5 
5 

1 случа: ах” и. 

`Ревлизантъ. 

Произведеше корней. ыы + = + 

Сумма’ корней. 

(и). 

1а—"). 

1-й коэффищентъ. 

Выше было выяснено, что количеству 2? нельзя давать значенй ни мень-_ 
шихъ а, ибо въ этомъ аа хотя корни и дфйствительны, но они оба, боль- 
ее, ни между аи бо въ этомъ интерваллв корни 'уравненя мнимы. 

‚ разсматриваемь случаи: 

ЕР Подставивъ въ уравнеше это значеше и®, най- | 

Это значеше 2 допустимо, если оно будеть больше х, 

Положивъ, аут 22° имфемъ отсюда, а>и-ну и легко п 
ии УР 

а слдовательно, найденный корень 
и у й 

п ЗВИЕ зо > у Си я ивъ тут мы 4>"=Ур что и дано. 
нь 

И. 
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Заключаемъ, что въ данномъ случаф задача возможна и имфеть 1 рёшене- 

25 <т<[ пли ааа 9: Яя 1 Сумма и произ- 

‘зедеше корней положительны, слд., оба корня положительны. Затбмъ, по знаку 
Т(г) и Г(а— г) заключаемъ, что г и 4—” лежать внф корней. 

Сравнеше 7 и 4—7” съ полусуммой корней въ данномъ случа% неудобно. 
Чтобы знать, будуть ли оба корня больше г, замфчаемъ, что если я >г и 
2” г, то должно быть 2.2”> 1, т,-е. нужно сравнить съ 7? произведеше 

корней, равное с Положивъ я имфемъ и? < 4", что вфрно, такъ какъ 

4—1 лежить въ 5-мъ интерваллЪ. Итакъ, оба корня больше 7. Чтобы, зат®мь, 
провЪфрить, будуть ли оба корня меньше 4 —»”, смотримъ, будетъ ли ихъ произ- 

водене < (4 — х')з. Положивъ га < (4— г)», имфемъ отсюда тя > @—"” или 

21 > с, что для разсматриваемаго интервалла имфеть мфето. 

Заключаемъ, что въ данномъ случаф задача имфетъ 2 рёшеня. 

3) т={. Въ этомь случаз /(4—#”)=0, слёдовательно, одинъ корень 

=4- =. Другой коревь = 7_ ' ИКакъ для даннал“ в т а—г) для даннаго интервазла, зи? больше 

ат ›. з 
а— то другой корень меньше 4 — #’: задача опять имфеть два рьшешя. 

з ат т — з — 
4) [< т< 9, или ыы <т< НЕ Оба корня поло- 

жительны, и какъ /(@— 7) < 0, то 4—*' лежить между корнями: одинъ корень, 
слфдовательно, меньше 4 — х”, другой больше 4 —”. Второй корень отбрасывал 
емъ; а чтобы первый давалъ рёшеше, онъ долженъ быть еще >> и. Но, находясь. 
въ разсматриваемомъ интерваллЪ, зи? меньше й, а при этомъ услови оба корня 
больше х. Задача имфеть | рьшеню. 

5) т?—=9. Для этого значешя т? имфемъ /(”) =0, сл®довательно, одинъ изъ 
корней =. А какъ /(@—/) < 0, то 4—#” заключается между корнями, изъ, 
которыхъ одинъ меньше 4—#”, другой больше 4 —»”. Посафдый не даеть рф- 
шения, а первый отвфчаеть на задачу, которая такимъ образомъ имфеть 1 рфше- 
н1е: =. 

6) т? >> 9. 0ба корня полббительны; /(") и /(@—”) отрицательны, слфд., 
г и 4—т" находится между корнями, такъ что меньший корень меньше г, а боль- 
вИЙ корень больше 4—9’; ни тотъ, ни другой не отвёчають задачь, которая 
въ разсматриваемомъ случа невозможна. 

Резюме. 

т? <ь. . . Задача невозможна. р 
ч.4 

УнУй, 
5<т< . 2 рышеня. 

т? 

1<т< д. енышй корень. 

т =. . .1 рышеше: #=х. 
тз >49... Задача невозможна. 



есь 

И случай: аи" ут. Е 

Въ этомъ случа е=5=1, и /9<й. Интерваллаоть Ь до Ё не ‚суще- 
ствуеть; изсльдованйо подлежатъ два послёдше интервалаа предыдущей таблицы. 

1) та </. Такъ какъ /=6, и и? не можеть быть < 6, то задача не- 
а. 

й 2) т? —[. Какъ и въ предыдущемь случаф, одинъ корень =4—”’. Произ- 

_ ведеше корней =-а} 10 т = /=е= ( ар слфдовательно, другой корень, 
— = 

И а. Задача иметь два рёшешя сливаюццяся: 2=4— 7". 

3) /< та <. Какъ и въ предыдущемь случа, задача имфеть 1 рЪЬшеню. 
4) т? > 9. Задача невозможна. 

Итажъ, въ случаз ==» = 5 задача или невозможна, или имфеть 1 рЪ- 

_ шеше. 

к Ш случай: (< "У 

Критическая значеня 2? идутъ, возрастая, въ порядк 6, /, 9, й. Но теперь 
уже с.> /. Пользуемся таблицей 1-го случая, перемфстивъ с вправо оть /. 

1) и? =6. Выше мы видфли, что въ этомъ случаф, чтобы задача была воз- 

можна, должно быть >75: Слов. въ разсмалриваемомь случай 

она при 7? ==, невозможна. 
Г. 2) 5< т <[. Оба корня положительны. Какъ въ пунктВ 4-мъ случая Т, 

_ чтобы оба корня были >, должно быть 2? < 4х, что и имфетъ мфсто. Чтобы оба, 
`’ корня были <4—#’, должно быть тЯ>е, что въ разсматриваемомь интервалав 

— Ще шфеть моста, и о‘а кория > 4—#': задача невозможна. 
Аа Приэтомъ О: одинъ корень =@—#”. Другой корень 

2) ; а какъ теперь и? < а» то другой корень >4—#; и задача, 

_ иметь 1 рьшеше: #=@—#”. 
4) [< т? < 9. Въ этомъ случаз 4—х' находится между‘корнями, т.-е. одинъ 

корень больше 4—*’ и долженъ быть отброшенъ; другой, меньший 4—»”, корень, 
долженъ быть больше *; но, находясь въ разсматриваемомъ интервала, т? мень- 
ше 4, & при этомъ услови оба корня >": задача имфеть 1 рАшеше. 

5) 1—9. Такъ какъ /(^)=0, то одинъ корень =”. Такъ какъ 4—#” лежить 
_ между корнями, то другой корень больше 4—#” и не отвфчаеть задач, которая, 

‘такимъ образомъ, иметь 1 рфшене. 

6) ›?> 79. Задача, невозможна, по той же причин кажъ и въ Т случа. 

. Задача, невозможна. 
5<т<|[. . . Задача невозможна. 

т? =. . .1 рышене: #=@— и”. 

1<т<д. . -1 рышене: меньшй корень. 
т? =9. ..1 рёшеше: 

. : Задача, невозможна. 



Задача ххШш. 
И 
и 628. Рь данный шарь гадйуса г вписать усьменный конусь АВСП, имьющёй 

данныя: высоту № и объемь 97 

Решение. Пусть будуть 2, у, 2 радусы ЕВ, АЕ основанй и образующая АВ. 

Выражая, что объемъ тфла = 5 лай, имфемъ ур. 

ааа у =... (1). 

Проведя ражусъ ОА. прямыя ОТ, АН, соот- 
_вственно перпендикулярныя къ АВ и ЕВ, и па- 
раллель И, къ ВЕ, изъ треугольниковь АОГи АНВ 
имфемъ: т. 

ео .. ©, 

(@—у=ай—№... (3), 

а изь подобя треугольниковъ ОП. и АВН полу- Черт. 112. 
чаемъ 

28 (4т® 
(у = №4. 

Помноживъ ур. (1) на 4 и вычтя (3), имбемъ, 

Зена. 

Приравнивая величины (28 у) изъ этого ур. и изъ (4), получаемь 

21 — 4 (а 18) 22 -- 12788 —0... (5). 
"Отсюда, 

2=И за-- а = Иа 

Изолфдован1е. 

629. Анллизъ. Все дЪло, очевидно, въ вычислени 2. Но недостаточно, 
чтобы величина 2 была дЪйствительною и положительною; нужно еще, чтобы она, 
была не меньше № и не больше 27. Можно разсматривать усЪченные конусы _ 
обоего рода, къ которымъ, какъ легко убфдиться, одинаково прилагаются ур—Шя 
(1) (3) и (4), и слбл. ур. (5). Значене`2 даеть усЪъченный конусъ 1-го или 2-го_ 

_ Рода, смотря потому, меньше ли оно или больше Узи. Въ самомъ дл, въ 4 
Г АВСО и АВХ АС стороны на дагональ равно 2й, а какъ изъ _ 

двухъ лий АВ и АС меньшая есть нервая или вторая, смотря по тому, 1-го или. 

2-го рода усфчен. конусъ, то сторона # меньше УЗ”й въ первомь случай», и ‚ 
‘больше — во второмъ. Если #==У2#й, усёчен. конусъ дфлается полнымъ. 

Зная это, находимъ, во-первыхъ, для дЪйствительности 2 услове 

@>1 (3—1) . 
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(Можно замфтить, что когда й равно или больше *УЗ; услоше само собою 
‘удовлетворяется. ) 

Какъ скоро неравенство (7) существуеть, то, въ силу ур. (5), оба значешя 
=? дЙотвительны и положительны. 

Залбмъ, для сравненя значенй 2 съ 12, 4 и 27, подетавляемь пооче- 
редно эти три количества въ первую часть ур—шя (5), разсматривая ее какъ 
триномъ квадратный относительно 22. Находимъ слфдующе результалы подета- 
новокъ: 

78(1273 — 42 — 378) для №... (8) 

4т(4т — 48 —М) „4... (9) 
Вий (2 — 28 — а) „ 2%. . . (10). 

Приравнивая нулю кажлый изъ этихъ трехъ полиномовъ и р%шая относи- 
тельно а? получаемыя ур—шя, найдемьъ слфдуюцйя главныя значешя для а: 

4т — № 
4 

Заи—№)- "фе 

Вторую часть неравенства (7) слфдуеть также разсматриваль какъ главное 
значеше а; полагавмь 

®(УЗ— № 
я 

Такъ какъ произведен корней, по ур. (5), не зависить оть 42, то, сравни- р р 1% » Ср: 
вая это произведеше съ количествами й*, 
не получим, 

Теперь слфдуеть узнать, въ какомъ порядкЪ идуть возрастая количества 5, 
с. а, е. Во-первыхъ, очевидно, что 6 * с, и что @< в. Вычиелимъ залвмъ разно- 
ности 4—6, е—с, @— с. 

Имфемь: 

и 43/2, новыхъ главныхъ значенй 

в о. ыы МЫ (2 — 31)" — 1). 
4 

Дв первыя разности всегда, положительны; третья же—положительна, равна, 
2 

нулю, или отрицалельна, см. пот. будеть ли й <, =, или > 3. Итажь, видно, 

а— 

2» к. 
что смотря по тому, будеть ли № меньше или больше 3 тлавныя значення 4% 

распредфляются такъ: 6, с, а, е; В, а, с, е. 

Когда, и, сиа будуть равны. 

Замфтимь еще, что произведеше обоихъ значешй 22, т.-е. 1219 всегда 
больше 14 и 4/22, слфд. никогда не можеть случиться, чтобы два значешя # 

были оба меньше № или УЗ7й. Но какъ произведене значешй 2 меньше или 

‘больше 167%, смотря по тому, будетъ ли № меньше или больше количества, —_ › Это по- 

слфднее количество слёдуеть также  разсиривать какъ главное значенше коли- 
чества 1. 

630. Синтезъ. Изъ предыдущаго анализа видно, что изелдовале рас- 
’падается на таке три главные случая: 

В З<ь<' 



Первый случай: < =. 

Измвнешя а Число р3ёшенй 

@<ь 0 
@=ь 0 

ь<а<с 0 

- се<@<а 1 

а<а<е 1 

@>е 0 

Рьшешими 1-го рода названъ усфченный конусъ 1-го рода, рёшешями 2-го 
в усфчен. конусъ 2-го рода. Главныя величины взяты въ порядкЪ: 

; а? измфняемь съ Б до е, проходя черезъ промежуточныя значешя с и 4. 

1. а <5. 06% величины 2 мнимы: задача, невозможна. 

2. а?—5. Для 2 получаемъ формулу: в=УзтуЗ. Эта величина больше й, 

и У? но меньше 2х, ибо й <, а потому меньше и ыы Саёдов., имфеъ 

усфч. конусъ 2-го рода. 

3. 6 < а < с. Количество а? меньше с, 4, е; слд. полиномы (8), (9) и (10) 
2 

положительны; и какъ А меньше в, обЪ величины 2 меньше 2^ и больше # и 

УЗуй. Задача имфетъ два рёшешя 2-го рода. 
Когда а =с, одна изъ величинъ 2 равна УЗий, и ей соотвЪтствуеть цфлый 

конусъ; вторая величина остается меньше 2”, но больше й и УЗуй; она даеть 
усвч. кон. 2-го рода. Такъ какъ полный конусъ можно разсматривать безразлично 
какъ усЪч. кон. 1-го или 2-го рода, то можно сказать, что и въ этомъ случа за- 
дача имфеть два, рьшешя 2-го рода. 

4. с < а За. Такъ какъ аз становится больше с, полиномъ (10) отрицате- 
оенъ, и одна изъ величинь 2 меньше УЭ/й, между тёмъ какъ другая больше, Но 
‘оба, эти значешя остаются, какъ и прежде, больше №, но меньше 2*: имфемъ 
одно рфшеше 1-го и одно рёшеше 2-го рода. 

Когда а =, одна изъ величинъ 2 становится равною 2”, другая меньше 3; 
но они всегда больше й, и одна больше У2”й, другая — меньше. Сад. опять 
имфемъ усфч. кон. 1-го рода и усзч. кон. 2-го рода, только этоть послёднй имф- 
еть образующую = и. 

5. а<а<е Такъ какъ а? > 4, полиномъ (9) отрицателенъ, и одна изъ ве- 
зичинъ 2 меньше 2", другая— больше. Значение 2, большее 2и, отбрасываемь, и какъ 
‘меньшее значеше 2 меньше УЗ7й, а другое больше, имфемъ только одно р®ше- 
‘116: усфч. конусъ 1-го рода. 

Когда а?—е, получаемъ цилиндръ высоты #. 

6. а?`>е. Задача невозможна. Въ самомъ дфлЪ, когда а? превосходить е, 
одно изъ значенй 2 меньше, а другое больше нежели № и 3". Поэтому, первое 
должно быть отброшено какъ меньшее й, а другое—какъ большее 2. 

Когда =», заключешя остаются тё же, какъь и при й <. Только оба, 

предфла с и 4 дБлаются равными, и потому интервалла между с и 4 въ таблиц 
‘изслфдованя не будетъ. 

Затвмъ, безъ новыхъ объясненй, слфдують таблицы для двухъ послфднихъ 
случаевъ: содержащщяся въ нихъ детали изслфдовая:я найдемъ, слфдуя пути, 
указанному въ первомъ случа. 

45 



Третй случай: #> Е ы у 

'Изивнешя С Число рёшенй &} 
1-го рода. ‚ 2-го рода. ^ 

@<а 0 0 
а=а 0 = ; 

а<е<е 0 1 

с<а<е 1 0 
а>е 0 0 

Сдфлаемь только слфлующия замбчаня: 

Когда й = год — 5, @ равно Ь, и во вторби таблиц» нужно только опустить ин-_ 

_ тервалль оть @ до 6. 
-. Что касается третьей таблицы, то низший предфль а? равенъ 4 вмЪсто 5. НО 

‘ото значить, что какъ № больше 273 отд 4? меныше 4, то оба значения 2 

становятся больше 2.5 
Примтчаще. Такъ какъ тахипит 4 во воъхъ случаяхъ равенъ е, то 3: 

ключаемь, что вс усфченные конусы ной высоты, влисанные въ шаръ, всегда — 
‘меньше цилиндра той же высоты. Но шипит а? различенъ, смотря по тому, 

‘меныше ли № или больше нежели У онъ равенъ 6 въ первомъ случа, и 4— т 

а 
>, 4 равно В, и оба пипниа сливаются въ одинъ.. 

Задача ХЖУ. | 

631. На прямой даны три точки А, В, 0, заакя, что АВ=ВО=3а. На отрвз- 
хъ АВ майт 

и в» такить и №. 
чтобы СХ -- СМ =1, ЕН | я, дли 

Ръшенте. Принявъ за, неизвъстное_ 
‘отр%зокъ АС =, ты ур—не 

Узба= я) + Иа) 1—0. 
О-В Разсмалривая 1 какъ УР, мы м 

приложить къ рёшенио и гЬдо1 
Черт. 113. этого, И баны премъ, указ: 

546. Положивъ 

р 

ава—ю)=Р, «а-я =4, ВЕБ, 



быт < 

1 (2) = 4(а2 -- Ва — Зав --й=0... (2), 

бав = Узбаяи — ч(ая-Е ®) _ зав-= ВУ — В, 
4-8) Зав) — 

'Изольдование. — Корни должны быть дЪЙствительны; это будеть, при 
б < 84. Разъ это требоваше удовлетворено, оба корня будуть положительны. | 

о Чтобы они удовлетворяли данной геометрической задач, они должны быть <2а, 
оставляя /(2а), найдемъ 

[(2а) — 16а? -- В) — з4а\ № — (дай — №), 
одинаковаго знака съ коэффищентомь при 29; слбдоват., 2а лежитъ 

вн% ии корней, и чтобы корни были меньше 2а, ихъ полусумма должна, 
. Но неравенство В 

Зав 
я 8) < а, или 38 < 4 -- 4Р, 

#= 

‘всегда удовлетворено. Итакъ, корни резольвента, при условши # < 8а8, дЪИствие _ 
_тельны, положительны и меньше 2а. Но мы знаемъ (см. гл. ХХХУТ, $ 546), что 
‘корни резольвента могуть удовлетворять или данному ур—н!о, или одному изъ 

_ двухь сопряженныхъ съ нимъ, а именно: 

данному ИР-+У9—УК=0, если будеть РЕО-К<О. .. (3) 
ур-ню УР_Уб-+УВ=0, „ „» Р-О+В<О. .. (44 ^ 

и 

в. „° -УР--УЧ-УЕ=0, „ „-Р+О+ВХо...0). 

о  Сдфдовательно, чтобы видЪть, какому изъ этихъ трехъ ур--нЙ принадлежал, 
_корни резольвента, нужно опредфлить, какой знакъ они сообщаютъ триномамъ, 

о находящимся въ первыхъ частяхь неравенствъ (3), (4) и (5). А для этого, { 
знать, какъ расположены корни резольвента относительно корней выражений (3), 
Ю и (5), которыя могуть быть квадратными либо первой степени относительно 2. 
_Такимъ образомь вопросъ приводить къ задач о И корней одного в 
‘квадратналто, в относительно корней другого. КритерйЙ для этого данъ въ. 

у $ 491 главы 

1. Уравнеше УР + Уб—УЁ=0.. 
_ Ему отвфчаеть вопросъ въ прямомъ смысл задашя: 
о  Составимь выражене Р -|- @—К. Это будеть 

22а — 2) + ®4а—=)— В, или — 28 - ва —Р. 

Если корень 2 резольвента, сдфлаетъ 

— 22-62 —В< 0, им 2272` 6ваг -В>0, 

то онъ будеть корнемъ даннаго ур—в!я. Чтобы знать, какъ корни резольвента х 
расположены относительно корней тринома, $ 

к 22 — ва2-Н®. .. (6), 
4 надо составить А. 

АР -- В) — 2 — [-— 24а(аз -- В) -| 24а] [-— 12ай -- вай] = 
4 (а? -- В} — 36а] = 48а -- В) (№ — 402). 
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Примфняя методъ $ 491, найдемъ, что: 
Если А > 0, т.е. В — 44? > 0, то корни резольвента и тринома 248 —ба=--Р 

не отдфляють другъ друга. 
Если 4 < 0, т.-е. № — 442 < 0, то корни одного тринома отдфляють корни 

другого. 
Наконець, при 4—0, или № — 443 —0, оба тринома имфють общий корень. 
Разсмотримъ сначала этоть послёдыйй случай. Когда № — 442, корни резоль- 

вента суть 21—54, 22= 2а. Корни тринома (6) суть: # =, $ =2а. Въ этомъ слу- 

чаф данная задача, имфеть два рёшеня 

и логко непосредственно провфрить, что оба они удоваетворяють задач въ пря- 
момъ смысль заданя. 

Пусть № < 449. Легко убфдиться, что аа’ (аб’ — ба’) < 0 (см. нотащию $ 491), 
и потому расположене корней таково: 

п<<а<ь 

т,-е. менышй корень (21) резольвента находится внф интервалла корней тринома 
(6), слёдовалельно сообщаеть этому триному положительный знакъ, и потому слу- 
жить отвфтомъ на задачу въ прямомъ смысл задашя. Болышй корень оль- 
вента, находясь между корнями тринома ( , сообщаеть ему отрицательный знакъ, 

и потому не отвчаеть ур—ню УР + Уд УВ =0. 
Когда В >> 4а?, то, какъ легко убфдиться, будеть а Р< 0, и слфдовательно 

числа 21, 2», 5, &, располагаются въ порядк® 

ана: 

корни резольвента, находясь внЪ корней тринома (6), дБлають его положитель- 
нымъ, и оба корня резольвента отвфчаютъ задач. 

П. Уравнеше УР—Уб + Уй=0. 
Ищется такая точка С, чтобы было СМ — СХ =1. 
Корни резольвента должны асан Тр условю Р—@-+В<0, или 

22а — 2) —=(4а—ю-+В< 0, наи 25а. 

Подставляя ры вмфсто 2 въ (2), найдемъ 

в и 
(=) = аа @—4ая). 

Когда В < 4а2, этотъ результалъ отрицателенъ, сафдоват. будетъ: 

я < Е <, 

и слБдоват., больший корень ур—нйя (2) отвчаеть видоизмёненной задачф. 

Когда @ >> 442, результатъ подстановки положителенъ, и = вн% корней. 

Положивъ 
в За 

за 7 за 8) ; 
найдемъ а*-|- ® > 3а?, что вфрно, сл6доват. оба корня ур—шя (2) меньше: 

видоизм. задача при услови Ё >> 4а? невозможна. 



шпеше — УР--УО У. 
я такая точка, 0, чтобы было О — м 

`Услоше —Р-+- О-В < 0 даеть 2а2-- В <0, что при 2>0 невозможно: › 
невозможна,—и это видно & ригом. 

Резюме. 

Когда 1< 23а, менышй корень ур-—вя (2) даетъь отвфть на предложенную 
задачу, а больший корень служить отвфтомъ на первое видоизмвнеше задачи, 

Когда 1> За, оба корня ур-—ня (2) служать отвфтомъ на предложенную. 
ачу. 

ГЛАВА ХЕ. 

Махипа и шшипа въ задачахъ. 

_ Махнпа и шипа простйшихь цфлыхь функий. — Махипа и штйза рт 
би.—Измфненя этой функщи. — Махипа и шипа функ нЪфеколькихь пере- 

мфнныхъ. 

1. Маха и шшипа проетфйшихъ цфлыхъ функшй. 

632. Прямой способъ. При опредфлени максимальнаго или минимальнаго 
_ значеня функщи этимь способомъ, составляемь выражене функщи и изслдуежт, 
я изифнене, измфняя независимое перемфнное въ предфлахъ, указываемыхъ усло-_ 
оМями вопроса. Таким образомь мы естественнымь путемь находим шахитии 
или питиним функщи вмфств съ соотвфтствующимь значешемь независимаго 
перемфннаго. Въ отомъ и заключается натуральный, прямой способь опре- 
двлешя шах. или шш. функц. 

_ ОЭтижь путемь мы нашли тахитий и тишии квадратнаго тринома въ — 
$ 585. Здфсь мы приводижь примёры въ поясневе этого метода. 

_ 633. ПрРихзръ 1. Дана окружность фаметра АВ, на которомь | 
взяты точки: С въ разстояни оть А, равномь трети радёуса, м Р в 

у _ разстоящи р радвуса оть центра. Найти на окружности такую 

эпочку М, чтобы сумма квадратовь ея разстояй оть точки С и оть 
_ перпендикуляра, проведеннало къ АВ въ точку Р, была тазхйпа или тиийта. 

За неизвфстное примемь разстояне центра 
_ круга отъ проэкщи Е точки М на даметръ АВ, 
принимая это неизвфстное положительнымь, 0 
‘когда точка Е лежить влфво оть 0, и отри- р 
‘цательнымь, когда эта точка вправо отъ 0. 

> Тавимь образомь для точки М изъ тупоуголь- р 
_ ваго А МОС найдемъ: В 

_ 001-01-20 ОВНА В. =, 

мо" [зн = 3 аа Черт. 114. 

М0 Ма ВЕ Эа — ова-а — (2 — В 9, 



на окружности, благодаря условйю относительно знака количества 2. Итакъ, 
изсльдованию подлежить выражее 

у=@— в, 

представляющее квадратный триномъ, въ которомь < нужно измфнять оть — К 
до НВ. Изъ этого выраженя видно, что по мБрВ уменьшеня абсолютной ве- 
личины бинома 2— В, и У будеть идти уменьшаясь, слёд. достигаеть шии- 
шиш?а при 2 =; такихъ образожь имфемъ таблицу: 

#|—В...<... 0...<...4 8 

у в 

< Саёд. у нифеть тии в при х=--В. Такижь образомъ, при дви- 

жены точки отъ В къ А № верхней полуокружности, функщя у, начиная съ свов- 

_ то минимальнало значешя 9 №, увеличивается до тазйпит”а 9”, кото- 

раго она достигаеть, когда точка приходит въ А; затЪжъ, при движени точки 

по нижней полуокружности, функшя уменьшается до 9 №. 

634. ПРИМЪРЪ П. В прямой крулый конусь вписань цилиндрь; 
найти, при какиль размърать полная повертность 

А ею будеть талйта или татта? 

Пусть будеть х— радусь основаня конуса, # — его 
Е Е высота. Назовежь радусь основашя ПШ цилиндра буквою 

х, высоту его ТИ буввою У. `Изъ подойя Д-ковь АВН 
и АВГ находижь связь между 2 и У, выражаемую про- 
порщей: 

ЕН: В = АН: АТ, или х:"=(—У):1, 

ОТО ТА 
Черт. 115. 

Полная поверхность $ цилиндра выражается формулою: 2.01? -|- 2.01 1Н, | 
или 21(21--2у), или, замфняя У его величиною: } 

Ма... (1) 

Въ данномь вопросё радусь 2 основашя цилиндра можеть измфняться — 
_ только отъ О до х. Припоминая $ 585, замфчаежъ, что смысль измфненй квад- 

_ ратнаго тринома зависить оть знака коэффищента при 2%; слЪд. надо разли- — 
чать 3 случая: х>й, г==й, УХА. к. 

1 7> (конусь сплюснутый). Въ этонь случай, представивь тринохь. 
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м мм 
("аа вис въ вид + — 5—1’ Ао 0% 

дующую таблицу измфненй: 

х уе 

и) — о Пе 

аа т 

Заключаемь, что когда 2 возрастаеть отъ — < до ры а: 5 

уменьшается, а затЪмъ увеличивается, когда 2 возрастаеть отъ к до 

а 
-Н <. Но какъ количество 50- ^—№) "Рицательно, то изъ таблицы видимъ, что 

ивибнешямь 2 въ области отъ О до  отвфчаеть возрастане функщи $. Олд. 
когда г>й, полная поверхность цилиндра увеличивается по мфрф увеличеня 
радууса оспованя цилиндра. При 2—0, и $=0; при 2==”, 5 = 207% 
такъ что К увеличивается оть 0 до 277; и въ самомь двяф, при 2==0, ци- 
линдръ обращается въ прямую А[; при 2 =, боковая поверхность обращается 
въ 0, полная же поверхность приводится къ суми двухъ круговъ радуса В1=и. 

Таблица измфненй функщи У приводится къ слфдующей части предыдущей 
таблицы: С 

х зрас" т ых возрастаеть до 

$ | 0 возрастаеть до 2ти®. 

П. У=. Триномъ приводится къ №2, и $=—2172, откуда непосред- 
ственно видно, что при возрастави 2 оть © до”, $ увеличивается отъ 0 
до 2ти?. Таблица изифненй та же, что и для 
случая 1. г 5 

Въ обоихъ случаяхь функшя имфетъ: абсолют- 
НЫЙ а, равный 0, и абсолютный шахииии 
= 2172. 

Въ обоихъ случаяхъ кривая, изображающая ходъ 
измфненй функщи, такова, вакъ представляет 
черт. 116, тдф на оси 05 представлены изифненя 2 
отъ 0 до *, а изибнешя $ представлены ординатами 
кривой. Эта кривая есть часть параболы, отвер- 
стемъ обращенная вверхъ. Черт. 116. 

Ш. х<й (конусъ вытянутый). Въ этомъ случа 
множитель х — й отрицателенъ, и таблица измфненй функщи 3 такова: 

а - и 

з_ ме 78 
ны —«—в| | Чао. .>.. щен 

$ |- <э.-.-<..--<.. и. 

Такимъ образомь функшя $ сначала увеличивается до. = а потом —® 



_ меньшается; саб. ниботь падишль при 2 р" Хотя ею 

_ положительно, но оно можеть быть или >>, или <. 7; между тёмъ какъ въ 
_  данномь вопросё 2 измфняется только отъ О до г. Посмотримъ, при какой за- 

_ висимости между ги А, это значеше 2 будеть >7. Положивъ 

А ® 

28—22“ м —й2\ 
Н умноживъ 06$ части на №—" (большее 0), найдемь: #>2й— 2”, или 

р 1 т<1<.?2е. Въ этомъ случа 2, возрастая отъ О до и, всегда 

будеть меньше 2%—7’ ^ сАфдовательно, какъ и въ предылущихь случаях, 

полная поверхность цилиндра идетъ увеличиваясь. ИзслФдоваше даеть таблицу: _ 

т са 

8: | Осер аа <. --2тт, 

5} & кривая, изображающая эти изифнешя, есть часть параболы, отверсше которой ) 
_ обращено внизъ (черт. 117). ®) 

2) Пусть #=2и. Полусумма корней вь этомъ случа равна”, триномъ до- 
стигаеть шахипиш’а при х==#; таблица изыфненй — таже, какъ только что 

<< 

_ Черт. ИТ. Черт. 118. 

ь й. ‘указано; кривая изифненй — таже, съ тою лишь разницею, что точка кривой, 
и инфющая абсциесу 7, есть вершина параболы (черт. 118). 

-. 3) Пусть, наконец, 2% 55 или й_>2и. Въ этомь случаф 2, воз- 

п ‘'растая оть 0 до х, проходить чрезъ значеше Эй: слЪд. полная поверх- 

— ность $ цилиндра, начиная съ пуля, возрастает, достигаеть шахииии?а при 

йе _затфиъ, при возрасташи 2 до х, идетъ, уменьшаясь. г: 

Максимальное значеше $, при 2—=50— 9’ № ВИ значене $ при 

—^ есть 2ти?. Таблица измфненй такова: 
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о Измёнешя эти выражаются дугою параболы, обращенной отверсмемъ внизъ, 

‘причемъ ордината вершины есть 2% 

На чертеж 

>2@—»} 
| 
| 
| 

Итакъ: когда #2”, полная по- | 
верхность \ цилиндра принимаеть один, 0 = 
и только одинъ, разъ каждое значене, й р 
<одержащееся между О и 2ти?, не двлаясь Черт, 119 
больше 2ту?. Но при № > 2^, 8 при- в 
нимаеть однажды всякое значеше между м 
О и 217; дважды всякую величину, содержащуюся между 277? и 2-я 

тра" 
и не дЪлается больше 2—9’ 

635. Примъръ Ш. Через» данную точку Р внутри окружности 0 
провести двъ взаимно перпендикулярныл хорды Аб м ВО так», чтобы 
мощадь четыреулольника АВС) была тахта чли тата. 

Пусть ОР=а и пусть ОР== перемфнное разстояне 
хорды ВО отъ центра. р 

Площадь А РАВ-ЗОВХ АР, А ВСВ — ОВЖСР; И 
складывая, найдемъ, что площадь У четыреугольника АВСО 

равна эВ АС, или, если перпендикуляръь изъ центра 

на хорду АС встрчаеть ее въ точкф В, можемь написать: Е 

у=29ЕХ 08; шо ОИ, —7в 

Е=У®— 0 = У — (@'— 271); Черт. 120. 

слёдовательно У=2У (В — 23) (В — 2). 

Но \ величина положительная, а потому ея шахпиии или таит „будуть 

иифть ифето при тЬхь же обстоятельствахь,' какъ и шахпоат или пайиииии 
квадрата функц У: 

= — 421 4азая | 488 — 4). 

Вопросъ приведенъ къ изслфдованию измфнешй биквадратнаго тринома, ко- 
торому въ этихь цфляхь даемь видъ: 

ие! 
й 

Отсюда видно, что когда х увеличивается оть нуля до в количество 

2 
У° идеть возрастал; когда же = продолжаеть увеличиваться отъ р до а, 



у уменьшается; слфд. количество У, а слёд. и Унифеть тазйнит, когда 06% 
хорды одинаково наклонены къ Маметру ОР; самый шахишии у-ка равень 

28 —а'. 

Затвиъ, такъ какъ площадь уменьшается когда ‚- 
< возрастаеть отъ о до а, т.е. до того мо- 

мента, когда хорда ВО становится периендику- 
лярна къ даметру ОР, то ясно, что если эта 
хорда будеть продолжать вращаться около точки 
Р, площадь послфдовательно пройдеть черезъ вс 
предшествовавиия состояня, сл; достигнеть шии- 
шип?а, когда одна изъ хордъ совпадеть съ да- 
метрожь ОР; самый пипйпии = 2ВИ В ы 

Резюме: когда пряжой уголь совершаетъ пол- 
ный обороть около точки р площадь четыреуголь- 

ника проходить дважды чрезь шахипит, равный 
А'В'С’ и дважды чрезъ шиииит, равный АВС. 

Черт. 121. 

636. Непрямой способъ. Сущность этого метода, предложеннаго Симономь 
„Люилье, можно резюмировать такъ: пусть будеть у нфкоторая функшя пере- 
мВннаго 2, махипит или тии которой -Яы желаемь найти. Съ этою цЪлью 
предложимь себ найти, какъ нужно взять 2, чтобы фунющя имфла данную 
величину 9%, которую на время оставляемь произвольною; рВшая эту вспомога- 
тельную задачу, мы получимь ур-Ше въ 2; и если это ур— ше будеть такое, 
которое мы можежь рфшить (наприм. квадратное, биквадратное), то опредфляя 
услошя возможности вопроса, мы и найдемь предфлы неопредфленнаго количе- 
ства 7; эти предфлы вообще и будуть шахииии или тшйипиии 9, т.е, функции. 

Такимь образомь здЪсь шахииа и шипа опредфляются не прямо, а кос- 
венно, какъ результаты изслфдовашя условй возможности вопроса. Примфры 
этого рода мы нибли въ главЪ ХЫ. Воть еще примёры примфнешя косвеннаго 
метода. 

637. Вопросъ. Найти тазхтит и тиитит квадратнаю тринома 
аа? -- 65 --с. 

Положивь 42°--62--с==т, тд % произвольное количество, ршаемъ, 
это ур— не относительно 2; найдемъ 

—=УЯ де а. ИИ 

Мы ищемъ дфйствительныя значеня перемённаго 2, при которыхъ триномъ, 
получаеть данное значене 2; но чтобы < было дЬйствительно, необходимо, 
чтобы подрадикальное количество не было отрицательно; слфд. триномъ можеть, 
получать только тая дфйствительныя значешя 9%, которыя удовлетворяють 
`неравенству 

$ — 4ае-|-4ат> 0, пли 4ат > 4ае — 1. 

Для опредфлешя отсюда предфла для т, придется об части неравенства 
дБлить на 4а, причемь отъ знака а будетъ зависть или сохранеше знака не- 
равенства, или перемфна его на обратный. Отсюда два случая: 



1. а>0. Во эюжь сауне для па 4а, оо аа В 
‘ства, и получинъ: 

4ав — 91 
да, 

—и м 
1.6. 7 не можеть быть меньше че, сл®д. этапитит количества т ра- 

4ас — 
нь в Подставляя это значеше 2% въ формулу (1), паходимь соотв%т- 

ы ь 
ствующее значеше независимаго перемфннаго: 2 = — 2" 

П. а< 0. Вь этомь случаВ дфля на 4а, изифнимь знакъ неравенства, и 
получим: 

= т< , 

т.е, т должно быть меньше и, въ крайнемь случа®, равно и, слфдов. 
4ав — 9 ы { 

За "ТЬ Тазтит тринома. Соотвфтствующее значеше 2 выражается 
ь 

опать формулою 2= — 04° Итакъ 

При а>0 триномь импеть ттитит, при а < 0 онь иметь та- 
ь . ых _—в 

тит; таздтит и пяттит выражаются формулою = ы а соот- 

} д у ь 
бтъуиствующия значешя независима перемъинало формулою: х — — 5-* 

2а 
4 — № 

Найденное значеше —„^ предотавляеть, такимь образомь, наибольшее 

или наименьшее значеше функщи; но пока не видно, чтобы это были тахйшии или: 
шитиити относительные. Нужно еще доказать это, т.-0. доказать, что наприм. найден 
ное минимальное значене тринома дЪйствительно меньше двухъ смежныхь съ нимь 
значешй функщуи. Для этого ‘мы должны вычислить два значеня тринома, ко- 
торыя онъ имфеть при двухь значешяхь 2: одномь, немного меньшемь_ 

— ра’ Рутомь, немного большем а Называя буквою № абсолютную вели- 

чину нфкотораго весьха малато количества, вычислимь величины тринома при’ 

#=—5. —йВ ищи = - ®. Приведя триножь къ виду 

ое 
ь ь 

подставляемь сюда сначала —5,— №, потоль — а -- № высто 2; въ обоихь 

случаяхь находимь, что триномь береть видъ 

Замчая, что: 1) при а>0, ай*— величина существенно положительная, 
е— 6? 4а 4ас — 

‘находимъ, что Р> а". 0 дробь - Ча Меньше двухь сосфднихь — 

съ нею значенй тринома; дробь эта, слдоват., дфиствительно представляеть 
относительный минимумь функщи; 2) при а< 0, ай” есть количество суще- 
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ственно отрицательное, а потому въ этомь случа Р< Е и слд, дробь 

4ас — й 
Ча болыше двухъ сежныхь съ нею значенй тринома, т.-е. представляеть 

относительный максимумь функщи. 

Результаты эти вполнф согласны съ выводами $ 585. 

638. Примзръ [. Найти тазйтит или тритит тринома 

24 — 5=-- 7. 

Положивь 24% — 52--7 = и ршивъ относительно < уравнено 

241 — б8--7—т=0, 
вифемъ 4: 

Е ЕС 

Для дфИствительности 2 необходимо, чтобы было 25 — 8(7 —т) > 0, или 

— 81 -- 8т > 0, откуда т» \ 

Заключаемь, что 2 не должно быть меньше и сл. тт. (=, а 00- 

отвфтствующее значене =. 

Для провфрки беремъ #9, тдь № безконечно-мало, и при этожъ 

значеши < находижь величину тринома, именно: 2 (= *— 5 (4==^)-+ у 

или, по упрощении, + 212. Итакъ, при двухь значешяхь 2, смежныхь съ 

ь триномъ получаеть величины, болышя м, ибо 2й* — положительно; слёдов. 

31 Г 
`В ‘(ть дЬйствительно шишиит тринома. 

639. Примзръ П. Найти тазётит и ттапит функши 

641 — а — 2). 

Приравнявъ это выражене 2, расположивъ по степенямь 2 и собравъ вс 
члены въ первую часть, нифемь ур—не 

(с — 5) -- 23а — (а6--т) =0, 
откуда 

— а = Уаз == Иа 

Для дЪйствительности 2 необходимо, чтобы т удовлетворяло неравенству 
а | (с —5) (а -|- т) 30, иди (с —5)т-- ас > 0. Решая это неравен- 
ство, различаемъ два случая; . 

`1) Ели ве—6>0, то ти, откуда шийтит (2) = о ра 60 

отвтствующее значеше 2 есть 2 — 



м 

_ пли, по упрощении, 2 с — 6). При е—6> 0, чдень (е—5)й* суще- 

ее), 

а К 
ственно а" а это значить, что при 2 смежныхь съ $5—е триномъ, 

больше, нежели и послфднее выражене есть, слфдоват., тапутиити тринома. 

При с—Ь< 0, члень (с —65)№ отрьцателень; это значить, что величины 

› тринома при 2 смежныхь съ ›;—; меньше 5 —с; слдов. эта дробь есть тах 

ши тринома. 
: 640. Прихзръ Ш. Дан» кри» радбуса В, вписанный в5 прямомь 
умъ. Провести къ этому круиу касательную ‘такь, чтобы 
отеъкаемаю ею въ умь треулольника 

_  АОВ была таита. у 

* Пусть ОА =, ОВ=у. Площадь А В 

у А0В = у чтобы представить ее въ функ- 

_ щи одного перемфннаго, выразимь, что пря- 
мая АВ касательна къ кругу С; имфемь 
НАЫыНИ А =у—в-- 
+ Н2—В=а--у— 28; съ другой сто- 

_ роны, такъ какъ АВ=2-|- уз, связь 
между х ну будеть: (#--у— 28) = 
—=2*--у?. Итакъ, ур—вя задачи суть 
(называя площадь А АОВ чрезь 2?): 

ху —2т*, 28(2--у)=зу-- 28%. 

Подставляя во второе ур— 1 вмфето 2у 
его величину 272, имфемть: 0 А» Ре” 

ду=2т и ау", Черт. 122. 

такимьъ образомъ видно, что неизвфстныя 2 и У суть корни ур—шя 

Е 
Ж№— — = Х--2т 0, 

={} т Эта оу 
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Для дьйствительности 2 и У необходимо, чтобы было 

та — 6Взий |-> 0, или [т — (3-1 УЗ) т? — 3 —У)]>0. 

Это неравенство будетъ удовлетворено, если ‘количеству т? дадимъ значе- 
я, лежапуя внф корней тринома, т.-е.: 1) значеня, содержащияся между 0 и 

83—22); 2) значеныя, большёя В*(3 -|- 2/2). Махилии значенй перваго 
ряда есть В\3 —2/ 2); шишаниа значевй второго ряда равень В*(3-—-2/2). 

Что касается шИишиии’а, то значешя 2 и у, ему соотвётствующя, суть: 
т? — В? 5, р 

= =В(2--У2). Равенство 2 и У показываеть, что А мини- 

мальной площади есть равнобедренный прямоугольный А А’ОВ’, котораго гипо- 
тенуза есть касательная А’В’въ конечной точкф даметра-биссектора ОСН дан 
наго угла. 

Что касается шахиват’а В*(3 — 2/2), то онъ не можеть соотвфтствовать 
треугольникамъ, образуемымъ касательными, проводимыми къ дугё ЕН), ибо 
площади этихъ треугольниковъ измфняются оть -- со до -- о, слд. не имф- 

ть шахииии’а; съ другой стороны, и самая величина шахиинии'а, В%(3 —2/2), 
меньше К. Онъ соотвфтствуеть треугольникамъ, образуемымь касательными кЪ 
дуг ОН’Е. Въ самомь дёлЬ, площади этихъ треугольниковь измфняются отъ 
0 до О и слёд. ичфютъ шахйвит. Обозначивъ: ОА, =, ОВ, — у, имфемы 

В, = ЕВ, -- ПА, =В —2--В—у=2В —х— у, и ур—Шя этой новой 
задачи будуть: 

зу эт аи 2 
они не отличаются отъ ур— в предыдущей задачи, и изслфдуя подрадикаль- 
ный триномъ, мы должны были, на ряду съ шшипип”омьъ первой серм А-ковъ, 
найти и шахипии второй сер. 

641. Примвръ ПУ. Из» всъхь прямоуюльныхь треуюльниковь оди- 
наковой высоты № (опущенной на гипотенузу) У какою периметрь иметь 
наименьшую величину? 

Пусть будуть: 2 и у—катеты, 2—гииотенуза и 2р—периметрь [треуголь- 
ника; ур—вя задачи суть: 

#у--2=2р, зу=йа, а--у=2“. 

Изь перваго: 2-—{-у=2р— 2, или '(2-|-у)* = (2р — 2); затмь, прида- 
вая къ третьему удвоенное второе, нифемъ: 

ау алу Аг, пли (ау; 
приравнивая 06а выражешя (2-- У)*, нмфемь ур—нве въ 2 

(Яр — 2) = 22-2, 
изъ котораго 

Слдовательно 

зи оз я +. в 
а Ань — ыы МА 
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А ?р В» 
Изъ него зе 

ГД ъ з р 

х— (5) в. РУ (№) аз 
в 

а какъ подрадикальное выражеше приводится къ ве" — № — 210), то 

хе @-Ь-Им — *— 22). 

Чтобы задача была возможна, необходимо, чтобы 2 удовлетворяло неравен- 
ству 7? — 20% —№*>0, или 

[р—ма1--У3)] . [#——уУ3)]>0. 
Отсюда извфстныхь образомь заключаем, что неравенство удовлетворяется 

двумя серями значешй р, а именно: 1) вфи р< м1 —2); 2) вевии 

р> а -РИ?); сд. КЕ У2) воть шахинии 2, а ЖТ-Н И?) пищи р. 
Что касается пишииии”а, равнаго 1--И?), то отвфчающия ему значения 

шину суть: 
_ва+%. 2 УЗ)  у.4-+38 из 

(3 Е + 2у3) +22 
= 

Олфд. изъ всьхь прямоуюльныяь треуюльниковь одинаковой высоты, 
равнобедренный иметь наименьийй периметръ. 

Что касается  найденнаго 
тахииии”а, то, будучи отри- 0. 
цательнымь, онъ не можеть от- 
носиться къ данному геометри- 
ческому вопросу. Но замфчая, 

что при „= — 2), ко- 
личества 2 и у отрицательны, 
& 2 положительно, мы, перемф- 
нивъ въ ур—яхь вопроса зваки 
количества =, уни, найдемъ 
уравненя: 

ж-у—#=2р, зу=\, 
Ну. 

Этимь ур-—ямъ отвчаеть 
вопросъ: Изъ вефхъ прямоуголь- 
ныхь треугольниковъ одинако- Черт. 123. 
вой высоты № у какого избы- 
токъ суммы катетовъ надъ гипотенузою будеть наименьший? Рфшивъ этотъ во- 
просъ, найдемъ, что искомый треугольникъ есть равнобедренный, и что паиуииата 
половины избытка дается абеолютною величиною отрицагельнаго шахилии”а 
предыдущей задачи. 



ковъ одинаковаго периметра найти такой, котораго высота, опущенная на ги- 
_ потенузу, была бы ‘наибольшая; тогда р была бы величина данная и нужно бы — 
‘было найти №, удовлетворяющя неравенству БЯ 

ор — 0, ви [№ — (И — О-ва НИЗ <. =. 
Отсюда нашли бы, что шахилит () = (ИЗ —1); соотвётетвующы зна= — 

бы 2 ну равны между собою, и общая величина ихъ есть 

=р(2—У?). 

"Эти результаты легко найти теометрически. Извфстно, что для построеня. 

прямоугольнаго треугольника по даннымь: периметру и высотв на гипотенузу, 
‘откладывають на сторонахъ прямого угла 06—00 =; возставляють въ точ 

_кахъ Си 1) перпендикуляры, которыхъ пересфчене опредфляеть центрь 0’ кру- | 
_ та, внф-вписаннаго въ искомомь А ОВ; изъ точки О какъ изъ центра радиу- 

‘сомь ОК, равнымъ высот, описывають другой кругъ. Гипотенуза АВ должна, 
‘быть касательною къ обоижь кругамь О и 0’. СлЁд. вообще задача ихфеть два, 
убтены одинаковыя, ибо-тр—ки ОАВ и ОА’В’ равны, такъ какъ ОА =0В’ и 
04’ = ОВ. 

Задача возможна, когда о6ф окружности лежать одна внф другой; для того, 
чтобы онф были касательны, необходимо чтобы 
00'=й-Ер, а какъ 00’=рРИ2, то #-р==ри 3, 
или #=У?— 1). Если № будеть пить 
большую величину, окружности пересЪкутся, и 
задача станет невозможна. 

642. Примзръ У. Задача о ячелиныхь 
ячейкаль. На продолжени оси 00’ правильной 
‘шестиугольной призмы возьмемь точку №; черезъ 
эту точку и чрезь каждую изъ сторонъ пра- 
вильнаго треугольника АСК, полученнаго соедине- 
емь чрезь одну вершин верхняго основаня 
призмы, проведемъ три плоскости, по которымь, 
отрфжемъ оть призмы три тетраэдра ВАСК, ОСЕН 
и ЕЕАЬ ин замфнихь ихъ однимь театраздромь, 
ЗАСЕ, поставленнымь надъ призмой. Новый много-_ 
гранникъ будеть ограниченъ сверху тремя ромбами 
ЯКО, УСЕН, ЗЕАГ; объемъ его всегда равенъ | 
объему взятой призмы, гдф бы ни взять точку № 
$ на оси, ибо пирамида ЗАСЕ составлена изъ 
трехъ а, $040, З0СЕ и ЗОЕА, соотвт- 
ственно равныхь тремъ отрёзанныхь пирамидажь; 
такъ пирамида З0АС — пир. КАВС, ибо они 
имвють равныя основашя (А0АС = ДАВС, какъ 

Черт. 124. половины ромба АВСО) и равныя высоты 30 и _ 
КВ (по равенству прямоугольныхь треугольниь 

ковъ ЗОГ и КВ!). Имя равные объемы, многогранники имфють, однако, различ- 
< ‘ныя поверхности, и задача состоить вь опредълени точки 5 такь, что- 

С бы поверхность новазо десятипранника импла наименьшую величину. | 

з=у=р. 

х 



площадь ромба ЗАКС, равная полупроизнедению дбагоналей ЛС и К, выразится 
мулою 5 Та И За -- 1229; площадь трапещи СКВ’С — формулою 5 С а(26—2). 

_ бабло, поверхность многогранника, не считая основашя, выражается фор-_ 

`мулою Заза - -Е 122 -- 3а(2—2), ли За Е Иза* [127 --%— «| 

_Постоянный множитель За не влфяеть на условя шах. и ш!., и потому вопрось | 
‘приводится къ опредфленю шпиииии”а скобочнаго выраженя, Положивъ 

3 ИЗая Е 12-26 —в=т 

Уна это ур— ве оть радикала, найдем 

— 8(т — 26) -- За —4(т — и 0, 

—2т— 2) = ан 

Чтобы 2 было дфйствительно, необходимо, чтобы было 

2(т — 20) —41>0, ши (®— 2659, шли т > 

Отсюда пиши. (т)=26- & 7 Помноживь на За, найдем, что искоивя 

_ минимальная поверхность = 

ба = а зы, 

а соотвфтствующая величина 2 = Тау. 

Формула для х показываеть, что разность двухь смежныхь боковыхь ре-_ 
_ беръ должна быть = четверти дуагонали квадрата, построеннаго на сторон® 

_ шестиугольника, служащаго основашемь призмы. 
3а?УЗ 

Поверхность призмы, не считая основашя, была бы Е олд. по- 

верхность многогранника минимальной поверхности меньше на За (Из—из) $ 

поверхности шестнугольной призмы, имвющей то же основаше и тоть же объемь. 

Легко видфть, что для треугольника КВ! иметь мфето пропоршя 

ВК: В: Ж=1:У2: УЗ, 

_ Примьчане. Пчелы строять ячейки своихъ сотовъ именно въ форм та 
десятигранниковъ съ минимальною поверхностью; шестиугольникъ обра- 
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зуеть входъ въ ячейку; медь кладется на дно; ичелы строятъ сначала ромбы» 
затфиъ боковыя трапеци. Если вообразить себф плоскость, заполненную шести- 
гольниками и построить на каждомъ изъ нихъ ячейку, то вершины ячеекъ бу- 
дуть находиться всё въ одной плоскости, параллельной первой. Зат$мъ, если 
къ такой фигур$ приложить другую выпуклостями во впадины первой, получимь, 
совокупность ячеекъ, называемую сотом». Улей наполняется сотами, помфщен- 
ными другь надъ другомъ такъ, чтобы двф пчелы могли вифстф пройти между 
двумя послфдовательныхи сотами. 

Итакъ: 1) наклонеше трехъ ромбовъ, образующихь дно, таково, что ячейки при. 
данномь объем имфютЪ минимальную поверхность; 2) правильный треугольникъ, 
квадратъ и правильный шестиугольникъ суть единственные правильные многоуголь- 
вики, которыми можно заполнить плоскость безъ просвфтовъ, и изъ нихъ шести- 

угольникъ, при той же площади, имфетъ наименышй контуръ. Такимъ образомъ 
является двоякая экономи на воскъ.— Геометрическое строеше пчелиныхъ ячеек, 
замфченное еще Паппусомъ, геометромь ТУ вфка до Р. Х., было изучаемо сна- 
чала Филипиомь Маральди (1712 г.), затфиъь Реомюрожъ, который и предложилъ 
вопрос о минимум Самунлу Кенигу и Маклорену.- Послёднй впервые даль 
точное теоретическое рфшеше вопроса. Для угла ромба Кенигь нашель 109°26” 
вмфсто 109°28'16”. 

643. Примъръ 1. Зная сумму 2а двуть параллельныхь хордь крумь 
рабфуса В, опредьькить иль положенще такъ, чтобы разстояще этить 
ордь импло наибольшую или наименьшую величину. 

Пусть длины параллельныхь полухордъ будуть & и 
3; прямо нифежъ, назвавъ разстояше между ними бук- 
вою т: 

Ува иИву 
тд знаку (--) относится къ случаю, когда хорды рас- 
положены по об, а (—) по одну сторону центра. За- 
тиь, по условию: 

т, 

Черт. 125. 
2 у=а. 

Возвышая 00$ части перваго ур—вя въ квадрать, имфемъ: 

2нз— @з-у-Е И) 8 у =, 
или 

(та — ов ай-- ия): = 41—29) (2—1). 
Раскрывая и дфлая приведеше, имфемъ: 

та (Ау?) — 4тя ва - Эта? -|- уз) — 4а3уа. 

Изъ второго ур— я находимъ: 2? -|- у? = а? — 229; слёд. 

та (а? — 22) — 4тз В Эт\(а* — Элу) — 4293, 
© 
к (и а) —4тя В? 

а = ̂ 



У 

По произведеню и сумиф 2 и У можемъ выразить эти количества какъ 
корни квадратнаго ур— я 

у (т? -{- а?) — 4т? Ва из —аи-|- ар о. 

Услове дЪйствительности корней таково: 

а*(а* -|- т*) — (т? -|- а): -|- 4т 50, или т\—т—жт 4 )>. 

Такъ какъ по свойству геометрическаго вопроса а? < 4В?, то предыдущее 
‘неравенство можно написать такъ: 

(Ил — а —т)(И 4—4 т)>0... (1) 

Когда т>>0, изъ неравенства (1) находимъ: т< У4Е? — а*, сл. шахитии (7) 

— У4В* —а*, а соотвЪтствующя значешя фи У суть х=у= 5. ‘Очевидпо, 

этоть тахтиии принадлежить функщи УЁ— 2? -|- УВ®— уз, ибодругая функ- 
ь а 

Щя при 2=У=5 обращается въ 0. 

Когда т<<0, неравенство (1) даетъ: т> — У — ай, откуда шит (2%) 

— — И4В:—а?. Этоть шипит  привадлежить функци: — УВ — 2 
— И — у". Опредьлеше шшип. или шах. этой функщи привело бы, посл 
возвышеня въ квадратъ, къ прежнеху ур— ню въ м. 

Для провфрки найденнаго шахитит’а — У 4? — а, которому соотвфтствують 
@—=у=, даемь количеству 5 безконечно малое приращеше 8, т.-е. полага- 

въ #=5-+8; въ такомь случа изъ соотношешя 2--у==а, находим: 

== 5—8; вопросъ приводится къ провфрк® неравенства, 

Ун-(@+ И - [2 <иа 

Такъ какъ обф части этого неравенства положительны, то возвысивъ въ 
квадрать, замфняемь эквивалентнымь ему неравенствомь 

ие - в (2) < 4%; 

замфчая, что 48? — а? положительно, можемъ еще разъ возвысить въ квадрат, 
не изибняя смысла неравенства; и по упрощени находимъ: —32822*<_-|- 328203, 
что вфрно. 

644. Третй способъ. Этоть способъ основанъ па самомъ опредфлеши ша- 
хипии’а и шшипит”а функщи. Пусть данная функщя есть квадратный триномъ 
аа? |- 62 --с, и пусть она при 2==27 достигаеть шахини’а; въ такомь слу= 
чаф, каковъ бы ни быль знакъ произвольно-малаго количества й, должно имфть, 
мфсто неравенство 

аи -е-Н 6 — аа-ры +9 <, 
46* 



. аа’ -- 5) а < 0; 

такъ какъ № ироизвольно-мало, то первая часть неравенства имфетъ знакъ 
перваго члена; поэтому она будеть мфвять знакъ съ перемфною знака №, и слбд. 
не будеть постоянно отрицательною, пока первый членъ будеть отличень отъ 
нуля; другими словами, неравенство можеть существовать при измфненш знака 
№ только тогда, когда первый члень будеть тождественно —0, т.-е. когда 

2а&--6 = 0, или 2’ =— 5. Но при этомь значеши 2’ неравенство приво- ^ За р тр 

дится къ а < 0, и потому, чтобы оно было возможно, необходимо, чтобы 
было а< 0. ы 

Итакъ, при а< 0 триномь имфеть тахипит, когда 2” =, Самый же 

шахшний = мае. 

Подобнымь же образомь найдемь, что триномь имфегь минихумь при 

и=— 2 если а>0. Самый шнушиии выражается тою же формулою. 

Этоть способъ, принадлежащий къ числу натуральныхь, важенъ для насъ 
въ томъ отношени, что даеть возможность эдементарнаго опредфлешя шах. и 
ши, въ такихь случаяхь, въ какихь вышеизложенные элементарные методы не 
прижёнимы. Найдемь помоную этого сиособа, 

645. Махита и тиипа кубичной фунищи а2°-|- 62° с;-|- 4. Пусть 2 и 
будеть то значеше перемфннаго, при которомь. фувкщя имфеть шмахиии ‘или 
шНииции; въ такожь случа%, назвавши буквою # произвольно малое приращение 
перемфннаго 2, будемь имфть 

а(#-- и) - ®)*- ‹(=-- №) --4— (аа ыя-рег--а)50, 

‹тдЪ верхый знакъ неравенства относится къ случаю шахишию?а, нижнй — къ 
случаю шиишаи?”а; по упрощен, найдем 

(Заза 26 ов -- (Заг-Е 5) -Р ай $0... (1). 

Пока первый члень, при № весьма маломъ, не равень нулю, первая часть 
будеть мфнать знакъ вубст съ й, и слфд. не будеть постоянно отрицательною, 
или постоянно положительною, какъ требуетъ неравенство; итакъ, значешя 22, 
даюпуя тахииии или пуийиии функии, должны удовлетворять уравненю 

За --2е-е=0.. . (2). 

Первое услове чтобы функщя имфла шах. или шИа., состоитъ въ томъ, 
чтобы корни ур— я (2) были дЪйствительны, т.-е. чтобы 652 — 34 >0; но 
равенство 6? — 326 —0 необходимо исключить, ибо при немь не м. 6. ни шах., 
ни ши. Въ самомь дЪлЪ, если 6°— Зас = 0, корни ур— я (2) дЪйствительные 

и равные и общая величина ихъ 2= —5.> откуда Заг-|-Ь=0, т.-е. второй 

членъ нер. (1) обращается въ нуль, и первая часть этого неравенства, обра- 
щается въ 4/8; поэтому разность между максимальныхь (пли мивимальнымь) 
значенемь функщи, если бы таковое существовало, и смежными ея значенями, 
выражалось бы количествомь 2%, иБняющимь знакъ вст съ №. Итакъ, первое 



ь это усломе удовлетворяется; въ такомь случа корни ур ня (2) 

ь дБИствительные и неравные, и сл. будуть отличны оть — 3,” 1..6. не 

димо будеть: 

Зах--6$0, Заз” -- 50. 

Пусть 2'< =”; тогда 

о-в <... ® 
ь 

— а. есть полусумма корней. 

`ЗатЪиъ различаежь два случая. 

Первый случай: а>0.— Неравенства (3) въ этомъ случа можно представить 
_вЪ вид: 

Зах < —Ь < Зах”, 

За’ <0 и 3а2”--Ь>0; 

слВд. каковъ бы ни быль знакъ весьма малаго количества №, будетъ, 

(Заз Е В) -- а < 0 и (За а > 0. 

“Первое неравенство показывйеть, что приращешя функши при значешяхь 
_ №, смежнымь съ 2’, отрицательны, а при значешяхь 2, смежныхь съ 2”, по- 

_ дожительпы, сафд: при 2==2’ фунющя имфоть шахииши, а при 2 = 2” она 
инфеть шин. 

Второй случай: а < 0.— Неравенства (3) въ этомь случаЪ, по умножени 
‚на положит. количество — За, даютъ: 

Зах -|-5>0 и За 0; 

Е ‚саб, каковъ бы ни быль знакъ й, имфемь два неравенства: 

(Заз 5 О -- а >0 и (За Рома < 0, 

‘изъ которыхь выводим заключене, обратное предыдущему. 

Отсюда правило: чтобы найти тазата или тата кубичной функиие 
а2-—|-623--с2-|-4, приравниваемь нулю полиномь Заз*-—|-265-—-с, соста- 
вляемый умноженлемь каждало члена функши на показателя буквы 
65 этомь члент, и уменьшещемь этою показателя на 1%); так. обр. 

_ получаемь уравнене 

откуда 

За 2 -Не=0...(1) 

Если 9 — За <0, функшя не импеть ни тах., ни татбтитга; 
если же $ — Зас > 0, меньшему корню ур—тя (1) соотвьтетвуеть 

_ *) Изъ этого слёдуеть, что послднимъ членомъ новаго полинома будетъ с, ибо 
_послфднЙ членъ данной функщи, который можно написать въ видё 44%, дастъ, слф- 
‚дуя этому закону, 0.42—1, или 0. 
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тазлтит, а большему титттит, кода а`>0; напротивь, меньшему 
корню соотвътетвует» таийтит, а большему—тазхатит, кода а< 0. 

646. Принзръ. Найти тахйтит и тетётит разности объемов: 
конуса, вписаннаю в данный шарь и сферическало сегмента, имьюииио 
это же основане. 

Вопросъ можно понимать двояко, а именно: высота конуса можеть совпа- 
дать или не совпадать съ высотою сегмента. Въ пер- 
вомъ предположени, означивъ МС буквою 2, имбемъ: 

объемъ конуса ЗАВ Ата В — 2) 

1. 37 

1 = 08 — 2) ®-|- 2). 

объемь сегмента АВ — 5 т (28 — 2) (3В — 86) 

Разность между первымъ и вторыхъ объеможь вы- 

ражается формулою: ВОВ — 2) Такъ какъ 

множитель — : К — постояненъ, то изифненя выраженя зависятъ отъ (2&—4)3; 

но это выражене есть квадратъ, слд. оно нмфеть шиишии равный нулю, 

что имфеть ифсто при 2==28; а слёд. выражеше — тов —2)* В нибеть 

шахииши при 2 = 28, а какъ при этомъ 2 не можеть, возрастая, превзойти 28, 
то полученный шахишиии есть абсолютный. 

Во второмь предположени: 

объемь сегмента АМВ = ь 12? (ЗВ — 2), 

©лфд. разность между конусомъ и сегментомъ равна, ви В— а) кВа) 

или 

ат [22 — 7ваа-- 4875]. 

Изифненя зависять отъ перемфннаго множителя 22*— 727? -|- 4В%х, пред- 
ставляющаго кубичную функщю; значешя 2, даюция этой функщи тахиший и. 
шишипим, по правилу, суть корни квадратнаго уравненя 

3.242—2 .7В2-- 488 =0, паи 62'— 1482 -4- 48*—0. 

Эти корни суть: № 2’ = 28; а какъ коэффищенть при 2? положи-. 
т 17 

теленъ, то меньшему корню соотвфтствуеть тахииия разности объемовь 5 > & 

ея 4 $ 
большему ея штат: — 37, причемь этоть шийпии — абсолютный. 

647. Принципь Фермата. Знаменитый французскЙ мателатикъ Фермать, въ, 
одномъ изъ своихь писежь къ Паскалю и Робервалю, оть 23 августа 1636 г. 
заявляеть, что изъ вефхъ своихъь открыт наибольшее значеше онъ придаеть, 
методу опредфлешя максимальныхь и минимальныхь значеый во всевозможныхь 



аи ей к 
хъ, основанному на принцип, который онъ считаеть фундаментальным. 
принцииь легко понять, разсматривая функцию какъ ординту кривой. — 

Пусть ордината АВ представляеть максимальное состояне разсматриваемой 
‚ а абецисса ОВ == соотвтствующее значеше перемфннаго. Принцииь 

мата состоить въ томъ, что всегда 
_ вуществують тав?я два значешя не- 9 
_зависимаго перемфннаго—одно 2—#, 
немного меньшее 2, другое 2--®, 
немного большее 2, которымъ соот- 
вАтствують два значешя функции: 
1(&—№ и [(#--№) (или дв орди- 

 наты АВ’ и А”В") равныя между со- 
бою. Въ самомъ дфлф, функщя, воз 
фастая, и приближаясь къ своему 
шахишии”у АВ, пройдеть чрезь свое 

значеше /(х— №), безконечно-близ- 
кое къ этому шахниии”у АВ; затфмъ, Е 
достигнувъ тахииии”а, она начнеть, К 
бывать и, прежде чфиъ дойдеть до Черт, 127. 
нкотораго состояшя А”В”, мень- + 
таго АВ, должна, по свойству непрерывности, пройти вс прояежуточныя состоя- 
ня, слФд. между прочимъ, пройдеть и чрезъь состояне А”В” или /(2--®), © 
равное А’В’ или ! (= — 1) и безконечно-близкое къ АВ. В 

Такое же равенство имфло бы мфсто и тогда, если бы АВ изображала пи- 
интии функщи, 

Отсюда непосредственно вытекаетъ и самый методъ. Приравниваемъ два зна Е 
чешя функщи, одно, соотвфтствующее 2 — №, другое 2-|-®, гдф х есть значене 
пережфннаго, дающее тахплши иди тнитиий функцуи, а № и № безконечио-малыя; 
такимь образомь получаемь уравнеше / (2—1) =/(=-| #). Очевидно, что если. 
значеня перемфннаго 2 — Йи2--®, дающия равныя значеня функити, сближать 
между собою, т.-е. приближать № ий къ нулю, то оба значешя функщи будуть 
приближаться къ шахтиии’у (или ши.), и въ предфлВ, т.-е. при #=й =0, 
сольются съ шахитии’омь (или ш/т.), & оба значешя перемфннаго сольются с®. 
фиъ значешемь, которое соотвфтствуеть шахииит”у (или пии.). Такимъ обра- — 
зомъ, въ предфлв получится ур— не въ 2: $ (2) = 0. которому будеть удов- 
летворять значеше перемфннаго 2, дающее нли тахипит или пиоииии. Р- 
шивъ это ур-— ню, найдемь, вообще говоря, нфоколько значешй для 2, напр. 
д=а, В, с,. . . Ничто не указывает, чтобы всЪ эти рёшеня давали ша- 
хиший или мтйший функщи; слфд. для каждаго нужна повфрка. Впрочем, 
если ур—н@ $(2)==0 имфеть только одно рфшене, и по свойству вопроса можно, 
3 риюм заключить, что / (2) имфеть шах. или шйь., повфрка будеть не не- 
обходима. 

На практик® поступаемь такъ Выразивъ вс неизвфстныя черезъ одно 2 и 
положивь х— В =", за", въ ур ни /(2') =”) двлаемь упроще- — 
я, удаляя обня части и сокращая на 2’—<”, въ оставшихся членахь дф- 
лаемь 2—2” ‘равнымь нулю, послё чего и получаежь ур—не $(2) =0. 

Методъ Фермата есть болфе общ изъ числа элементарныхь методовъ опре- 
‚дВлешя максим. и мини. значешй фувкщи. Въ историческомь отношени онъ 
заженъ тбмъ, что послужиль зародышемт, изъ котораго позднфе развилось диф- 
ференщальное иечислент. 



648. Примзръ 1.— Изь какой точки зипотенузь даннало прямоузоль- 
_наю трелольника нужно опустить перпендикуляры на катеты, чтобы 
прямоуюльникь, образуемый ими с0 сторонами прямою ума, имьль 
наибольшую площадь. 

Взявъ точку Е на гипотенузв и опустивь изъ нея перпендикуляры ЕО и 
ЕР на катеты, образуемъ прямоугольникъ 
ЕОСЕ; когда точка Е совиадаеть съ А, 
прямоугольникъ превращается въ прямую 
АС, а ето площадь въ нуль; если залФиь 
двигать точку Е оть А къ В, то площадь 
прямоугольника сначала будеть увеличи- 
ваться, а потожь начинаеть уменьшаться, 
и когда точка Е совпадаеть съ В, пло- 
щадь снова обращается въ нуль. Такимъ 
образомъ, измфняясь отъ нуля до нуля, 
она необходимо проходить чрезъ шахишии. 

Черт. 128. Пусть въ положеши ЕООР прямоуголь- 
никъ иифеть наибольшую площадь 2у. 

_ Шо принципу Фермата, всегда существують таке дна безконечно близ къ 
ТЕРС прямоугольника О’ЕРС и О”В”Р"С, которыхь площади равны, т.-6. 

у = "у". >. (1) 

Чтобы У выразить черезъ 2, замфчаемь, что для всякаго положевшя прямо- 
угольника между его измбрешями существует соотношене (напр. изъ подобя 
А-вь ВЕР и ВАС), выражающееся пропорщей у: (а—2) =6:4, откуда 
= (8—2). Вь филу этого соотношеня можно исключить перемфнное у и 

представить (1) въ форм® 

ъ тб 1—2) = (@— =), 

> 
откуда: аз’ — 2 = аа” — 29, или а (2 — 5") = (#'-- 2”) (2 — а”). бокра- 
тивЪ на &’— 2”, имбемь: а=--2”. Положивь 2=4/”==4, получимь 

д а ь 
ур 22=4, котораго корень 2==5 даеть искомый шахиаии. Отсюда, изъ 

е Ь 
вышеприведенной пропорщи, найдемь: у= 5° Эти результаты показывають, 

что шахииши площади прямоугольника даеть точка, лежащая въ средин гино- 

тенузы. Самый же шахишии площади — 42 (половина площади Д-ка). 

649. ПрРимзръ П.— Дань круз м прямая ху. Изь всъть треуоль- 
ников», импющихь вершину въ точкъ Р, данной на этой прямой, а осно- 
вазйемь хорду АВ, параллельную этой прямой, найти тоть, площадь 
котораю имтеть наибольшую величину. 

Различаемь два случая, смотря по тому, пересвкаеть данная прямая ху 
кругь О или нфт. 

1. Пусть прямая 2 не пересвкаеть кругъ О. Задача нифетъ шахйпии, потому. 
зто если переифщаль хорду АВ параллельно ху, отъ 0’ къ 0, она будеть изив- 
няться отъ нуля до нуля, а слфд. такимь же образомь будеть измфнаться и _ 



‚треугольника; _пжфеть, потому, шадилиш. Залвиь, зам- 
‘что если перемёщать хорду оть 0’ въ ЭТ, площадь треугольника будеть 

шчиваться, ибо увеличивается высота и осповане его. Въ другомъ полукруг, 
› мВрЬ удалешя. хорды оть центра, она 

‘уменьшается, высота же увеличивается, по- Хх У Р 

этому здфсь и слфдуеть искать шахииии. ПАРЫ 

Пусть хорда АВ ==2у, разстояне ея 06 
‘ть центра равно =, радуъ курга =В, 

° перпендикулярь РО = 4. Пусть максималь- 
ная площадь соотвфтствуеть 06 ==, эта 

площадь = (а--2) И — 2. 

По принципу Фермата имфемь 

(2) Ив — 7 
=@--2) Ив 

о  Возвышая въ квадрать, тотчась же Черг. 129. 
‘освободили бы ур. оть радикаловъ, но 
для опредфлешя & получили бы кубичное ур— ше. Слдующий премь позволяет 

_ привести вопросъ къ рЬшеншю квадратнаго ур— ня. Даемь уравнению видъ 

а(И В — 28 — ИЙ— 2) =а"И— 2" —хИ— а”. 

Умножая и дфля первую часть на сумму радикаловь этой части, а вторую 
на сумму членовъ второй части, имфемт: 

2—3 у бЫВАЫ. Ви" — 29) — (2). 

пя д" в рУв=ат "ий = ата м 

Раздфливь 008 части на 2” — 2”? и положивъ затёиь =” ==, по- 
лучаемь ур—не = 

а В. 

ЗУЮ я ую 
„ или 22а — №=0, 

откуда 

ео 
—а=уавтя. 

4 

Отрицательный корень отбрасываемь, ибо въ верхнемъ полукруг, съ пони 
нижешемь хорды идеть постепенное увеличеше площади А-ка. Итакъ, 2 с0- 
отвЁтствующий максимальной площади, равенъ 

—а-+У--888. 
4 

Корень этоть дфйствительно меньше В, ибо подстановка О и Е вуфето 2 
г триномь 22*-|-а2— В? даеть результаты противоположнаго знака: № 
Ва-Рав. 
к частномъ случа, когда прямая ху касается къ кругу, @ =, и 

ТВ. Когда точка Р совпадаеть съ 0’ (точкою касашя), треугольникъ 
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_ пока получится остатокь первой степени, вида Ме--\№; выражають, 

’АВ — равнобедренный и вписанный; площадь его = ву. Итакъ: изь веть 

‘равнобедренныхь вписанныхь ‘треуюльниковь правильный имтеть наи- 
большую площадь. 

1. Если прямая 29 пересфкаеть кругь, то для каждой части круга полу- 
чается шахииии. Къ большему сегменту относится разобранный случай; для 1 

меньшаго, изъ урны (2’— а) ИВ? — 23 = (2” — а) ИВ — 2" находимь: 

„а И-Евия, 
Ч А 

В 
- Пели параллель проходить черезъ центръ, то @=0, и НСТ 

650. Методъ равныхъ корней. Пусть кривая РАФ (черт. 127) изображаеть ходъ 
функщи /(2); давая функщы частное значеше 2% и ршая ур— ве 1 (2) —т=0, 
мы опредфляемь тЬ значешя 2, при которыхъ функщя получаеть эту величину 

_ т. (ъ тометрической точки зрьшя это приводится къ опредфленю точекъ, 
встрфчи кривой съ параллелью, проведенною въ разстоящи 7 отъ оси 22, Когда 
т мало разнится отъ тахшиии”а АВ, мы находихь для 2 двф величины ОВ’ 
и ОВ”, мало разнянйяся между собою; они дфлаются равными между собою и 
В, когда 7 обращается въ АВ. Итакъ, когда цфлая въ 2 фувкшя получаеть, 
при 2==а шахпиши 9, уравнене 7 (2) — '==0 нфеть два корня равные а, 
и слЬд. его первая часть раздфлится на (2 — а)*, Въ самомъ дфлф: если ур. 
1(=) —т=0 имфеть корни @’иа”, то (а) —т==0 и [(а”) —т=0; пер = 
вое равенство показываеть, что 7 (2)—% дфлится на 2 — а’, втрое, что тотъ 
же полиномь дёлится на 2— а”; сл. онъ двлится и на (2 — а) (7 — а”), и к 
при @'=а”, на (2—а)*. Отсюда правило: х 

Чтобы найти тазитит цълой функши, дълимь разность | (=) —т 
на (= —а)* или на 2 — Зав -|- 2, продолжая дъйствае 00 ттьть порь, 

что этоть осталтокь тождественио равень нулю при всякомь т, пола- 
зая М=0, №=0; ришивь эти уравнешя, и найдемь 2 == а, соотвът- 
ствующий тазлтит’у, и самый этоть тахатит. т. 

Очевидно, то же относится и къ шашиии’у функщи. 

651. Примзръ. 235 всъжз равнобедренныть 
‘треуюльниковь, описанныль около круш, найти 
трр—кь наименьшей площади. 

Если перемфщать вершину А по высоть ЛЕ оть 0 
до безконечности, то площадь /А-ка будеть измфвяться 
оть © 0 со, слфд. иметь шипит. Пусть половина 
основашя равна 2, высота =В--у; чтобы выразить У 
черезь 2, изъ Л АВЕ, по свойству биссектриссы, имфемъ, 
у: В=АВ: 2, или у; В*— [(у-- В) 2%] : 27, от- 
куда вайдемъ: 

__ В+ 22) 
= № ° 

Черт. 130. Подставляя это выражеше въ формулу ‘площади тр— ка, 

получимь 
(В? -- 27 28а ДВО ау В) 
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Вопросъ приводится къ нахождению шииплии”а выражена ее Прирав- 

нивая это выражение 77, получаемь ур—н® 

48 — т -- тв? = 0. 

Раздфливъ первую часть его на 2*— 292 -|-4*, находимь въ остаткв 
(34° — 2ат)х-|- (тВ*— 2а3-|-- ат), откуда, сл6дуя правилу, имбемъ 2 ур— я 

За? 203 -- ат 2ат==0, т® 0. 

3 
Изъ’ перваго находниъ: % = 5@; подставляя во второе, получаемъ: 2 = 

ВИЗ; слвд. т ВИЗ, а минимальная площадь = ЗВ2ИЗ: заключаемъ, что 

искомый треугольникъ— правильный. 

ааа -|- 5-е 
ИП. Махриа и пипиаа квадратной дроби ззебеНОЕ 

652. Первый методъ. Нужно опредфлить 2 лакъ, чтобы при всякомъ знак 
‘безконечно-малаго №, имфло мсто неравенство 

абе- ве ео < 0 
де -Ретю те ао >” 

тд знакъ <> относится къ случаю шахииаи?’а дроби, знакъ >> къ случаю ея 
мии? а. 

Умножая на произведене знаменателей, которое положительно, ибо полинозь, 
а (2 --®*--и(#-- В -- в, разнясь безконечно мало оть а'2%-- 92-е, 
имфоть одинаковый съ нимъ знакъ, находимь неравенство: 

[@(=-|- 1) -- КЕ На [а - 5-е] — 

[ое ие 
которое, будучи упрощено и расположено 
водится къ: 

Ее] аа 5-6) $0, 

по возрастающимь степенямь #, при. 

ыЗ М (а —9а') 2-2 (ав —са')е- вс 

Чтобы это выражеше не перемфняло 
№ долженъ быть нулежь; слёд. значешя 

65 |-| Наб =-ас'-—ва 50... (1). 

знака вифств съ №, коэффищенть при 
2, которыя могугь дать дроби макеи- 

мальное или минимальное значене, суть корни уравненя: 

(а5' Фа) | 2(ас' 

Итакъ первое услове, чтобы дробь и; 

са/)е | (6е' &)=0... (2). 

мфла тахиии или ши, состоить, 
въ томъ, чтобы ур. (2) имфло корни дфйствительные, т.-е. чтобы было 

(ас' — са’) — (ав — ва) ( Фе’ — сб) >00... (3). 



_ Ввявь, равенство, т.-6. полагая, что ур: о кор 
'ъ, что общая величина ихъ опредфляется равенствомъ: &=— Р 

откуда 
а(аб' — ва’) - ас' — са’ =0; 

а слфдуеть, что неравенство (1) привело бы къ равенству 0—0, каково 
ы ни было й: въ этомь случаВ, слдов., дробь не нифеть ни шахипит’а, ни 
ши? а. 

Обращаясь къ равенству (4с’ — са’)* — (а6’ — ба’) (6е' — с5') =0, вам. 
гь, что, какъ доказано въ 5 467, оно выражаеть услове, необходимое и 

чное для того, чтобы два ур—в а2--62-|-с=0 и а’2--Бажне=0 Е. 
: ас’ — ва’ 

общ корень, именно: 2) = — ай слЪд. оба члена дроби дфлятся 

— 2 и, по сокращенш, дробь приводится къ тЫ & это выражеше не_ 

еть ни махитии”а, ни шиушии?а ($ 591). 

`Итакъ, нусть существуеть неравенство (3), и пусть 2’ и 2” суть два корня 
ня (2), причемь 2<_ а”; сравнивая ихъ съ полусуммою корней, имфежь, 

бай 
и ыы <. 

1-й случай: а5’— $а'>0. Предыдущая неравонства эквивалентны слф- 

дующижь: 

(а — фа)’ ас’ — са’ < 0, (а — а)" - ас’ — са’ > 0. 

‘Отсюда выводимъ: 

аш (а 30, а — ва" + (ае' — вая > 0. 
$ 

_Первое усломе выражаеть, что величин 2’ соотвфтствуеть шахипит дроби, 4 
второе, что большему корню 2” отвфчаеть пипинита дроби. 

2-й случай: аб’ —а’<_ 0. Умножая на положительное количество, 

—@и—ы)), 

3-й случай: аб’ — м =0. Ур—не (2) въ этомь случа® дфлается 1-й 
пени, а потому дробь иифемь шахищий или шйшиии, смотря по тому, отри- 

льно ас’— са’ или положительно, ибо неравенство (1) приводится къ 
с’ — са’) 50. 

зеличину У при всякомъ 2. Этоть анализъ приводить къ слфдующему правилу 

_ пахождешя шахпнип“а и шшииити”а квадратной дроби: 

РО У Е 7 



(а5 ди -аеи — ее 6—0... (2). 

Если ею ‚корни равные или мнимые, дробь не имъеть ни таздтит’а, _ 
_ ми тбмтит’а; если эке корни дъйствительные и неравные, то ме Е 
_ щему корню соотвьтствуеть тахйтит, большему титтит, вели ко-— 
‘эффииёент» а’ — фа’ положителень; напротивь, меньшему корню отвт- 
чаеть о а большему талатит, если аб — 1! < 0; если же 
ай’ — а =0, дробь ‘имъеть тазтит или темтит, смотря по тому, 
ыы ии а — са’ < 0 или >0. 

ПРиязРъ 1, Найти тахфтит и питтит дроби ыы 

Уравнеше, аналогичное (2), въ данномь случай есть: — 2027 -|- 82 =0, | 
откуда: Я 

во, хо 

—=1 

Меньшему корню соотвтствуеть абсолютный шиитиии дроби, равный — 

_ большему корню— шахитии, равный те 

ПримфрРъ П. Найти тахйтит и уйтипит дроби ме 

Уравнеше, дающее значешя 2, обращающя дробь въ шаха и тайитиат, 
въ данномь случа ость 

Я а ож-Ь=0. 

Корни этого ур— я всегда дЪйствительные и неравные, ибо п 
108 количество есть сумма двухь квадраловъ. Такимъ образомъ, если и 
дробь иметь 

# 
и: 

пшадиии — Не-И ОЕ, а ео 

ве УЕ С - п пита Е при 2 = 

Обратно—если 6<0. 

653. Второй методъ. Приравнявъ дробь произвольному, но опредфленному 
количеству 7, опредфлимъ, при какихъ значешяхь перембннаго х она можеть 
‘ммфть эту величину 7. Искомыя значешя 2 дасть ур— не 

‚„ ай ее 

пе -- ес’ —т, или (а — ат)а -- ®— т) --е— ст =0, 

_ изъ, котораго Е ди 
„—=®=6т) =Уб- т) — ст), 

_ или, расположивъ подрадикальное количество по стененямь 9%, найдемь: 

Ут —Ь = У? — 49’) та - ас’ -- эс —Мт-е— 4ас. 
2(а — ат) 



ри ВЫ 

Положивъ 

53—40 р, За’-- о’ —5 —0, 5—4 = В, 

дадимьъ подрадикальному количеству видъ 

Рт-- 2-Е... (1). 

Для того, чтобы перемфнное 2 было дЪйствительно, необходимо, чтобы под- 
радикальное количество не было отрицательныхъ, т.-е. чтобы было 

Ри-|- 20т-|-В>0. .. (2). 

Итакъ, 7 можеть измфняться только въ предфлахъ, удовлетворяющихь этому 
‘неравенству; соотв тствующия значешя 2 получатся изъ формулы 

2—Т-Ь + Ури 20т-- В. .. (8). 

Здфсь могутъ представиться три случая: 0*—РВ> 0, (*—РВ=0 и 
*— РВ < 0. 

Первый случай: (* — РВ >> 0. Корни тринома (1) будуть дЪйствительные 
неравные: пусть меньшй корень будеть 7’, болышй т”. Извфстно, что при 
всякомъ значеши т, лежащемь внф корней, знакъ тринома (1) одинаковъ съ 
знакомъ коэффищента Р; при всёхь же значешяхь т, лежащихь между кор- 
ями, знакъ тринома противоположень знаку Р. Отсюда необходимость различать 
два случая: 

1. РО, т.-е. знаменатель изучаемой дроби имфеть дЪйствительные нерав- 
мые корни. Неравенство (2) будеть удовлетворено, если количеству 7 будемъ 
давать значешя, лежапия вн корней триноха (1); такижъ образомь дробь 7 
можеть принимать два ряда значенй: оть — 2 до т’ и оть т” до -- <, 
и не имбеть значеый между т’ и т”; такижь образожь ея значешя лежать 
въ областяхь (1) и (3): 

—_© т’ т’ + 

@) | [2 | ® 

- Черт. 131. 

(м. Зад. Ш, $ 658. 

Заключаемъ, что 7” есть напбольшее значеше перваго рада, а т”— 
наименьшее значеше второго ряда, т.-6. умьойтиию дроби равен меньшему 
корню тринома (1), а титит— большему ею корню; и дробь не нифетъ 
значешй между корнями тринома. Когда дробь принихаеть максимальное и 
минимальное значене, подрадикальное количество формулы (3) обращается въ 
пуль, и ; 

„— -Ь. 
2а — ат} 

подставивъ сюда 2’ вусто и, найдемъ 2, соотвфтствующй шахинит”у дроби, 
а замбнивъ 7% количествомь 7”, найдемь 2, соотвфтствующй шинииии?’у. 



-< м т” + 

(1) (2) 8) 

'Черт. 132. 

имфеть дфйствительныхь значешй въ областяхь (1) и (3). Заключаемь, что 
ива корень ‘тринома (1) весть тайтит дроби, а большяй—ея та- 

__ дтить Соотвфтетвующя значеня 2 вычисляются по прежней формул}. Каждо. 
_ 806 значеше между и” и т” дробь ‚принихаеть дважды, при двухъ различныхь_ 

_вначешяхь 2; и только значешя 7’ и 7%” принимаеть, каждое, при одном 
‘опредвленномь 2-с$. См. Зад. 1, $ 656 и И, $ 657. 

вю 
Примзры: 1. Найти тахйпит и птийтит дроби НЫ 

Приравнявъ данную дробь произвольному количеству %, рёшаемь ур— в 

т, ши ай (о бт)е- (14т-|-21) 0, 

&=1-- Зт-ЕУ9т* — 8т — 20. _ 

Корни подрадикальнаго тринома сут: 2 и —ъ: Такъ какъ въ дао 

случа Р>0, то заключаемь, что шахииии дроби равень меньшему корню, & 
е _ побои больш слд. 

шах. (т) = _® мии (7%) ==2. 

Подставивъ въ формулу 2 вифото т, сперва (- у} & потомь 2, и зам- 

чая, что при этихь значешяхь 7 подрадикальное количество обращается въ 
нуль, находимь: 

нк 1 аоыу= 1-8. 27. 

а — 52-1 = 
2. Найти тах. и тт. дроби г: 3 

Приравнявъ дробь количеству %, и рёшивъ полученное ур. относительно 2, 
__ имвежь 



шах. (т) =2 Ё ии ® =— 3. 

Вычисливъ соотвфтствующя значешя д по формул =) 

#щь. =-{ 1. 

Второй случай: 0 — РВ = 0. рен (1) имфеть корни АИОтвтольныо 

равные и общая величина ихь —— р; триномь принимаегь видъ Р("-- 3) . 

_а услоше дЪйствительности 2—видъ: 

ь. * 
р ("+ 3) 50. 

Заключаежь, что триномъ всегда имфеть знакъ количества Р. Отсюда: оо 
1, Р>0. При веякомь т триномь (1) остается положительнымь, а при 

—— р обращается въ нуль, слбд. дробь можеть имфть какую угодно вели- 

чину, и слвд. нфть пи махипита’а, ни топитиии”а. Это можно было предвидьть; 
_ въ самомь дваы 0 — РВ = (2ае'-|- 2са' — 55) — (62 — 4ае) (5 — 4а'е)); 

но въ данномь случаЪ это ие ==0, а мы видфли ($ 467), что при та- 
_ комь услови триномы а2® еси ай ое -о имфють одинъ облий 

_ корень, а слфд. оба члена Не Зы множителя; сокративъ его, найдем 

Отсюда видно, что задача всегда возможна; всегда найдемь для & одну в6- 
_личину, и только одну, при которой дробь принимаеть данную величину. 

2. Р< 0. Вь этожь случаф триномъ (1) будеть отрицателень при всякожь, 

т, кроиф т == — р; сад. какую бы величину дробь 7 ни имфла, крохф ве- _ 

` личины _в < остается инимымь, и только при ® = — р? онъ дЪйствите-. 

_ лень; слбд., набороть, всякая дфйствительная величина 2 должна дфлать дробь, 

Тавною (—р), иначе говоря, дробь должна имфть постоянную величину, а сл. 

по ижфеть Е: шах., ни ши. 

Можно доказать непосредственно, что когда совифстно изфемь РО и 
4: —РВ—0, то дробь имфеть постоянную величину. Въ самомь дьлЪ: 

й (а я 4а!с' —5" са’ и Рае [6 — о бе ем... (4). 

Но Р или 6 —44/с'< 0, слёд. 4а'' — 630, откуда 4 > 0; саб, 
— РВ есть сумиа двухь существенно-положительныхь количествь, и потому | 

‚можеть быть нулежь только тогда, когда каждое изъ этихь количествь въ от-, 
„дёльности = 0; итакъ, должно быть: 

__ В(ае'- са!) 0...) и 4—0 0... (2), 



въ (1) с’еюо величиною, выводенною из (2): 

2.1 Эри, ‘или 5-8 

„личину, не зависить отъ 2. 

Примъчане. ЗАДАЧА: найти прямо условя, необходимыя и 0д0- 

статочныя для тою, чтобы дробь И имьла постоянную ве- 

личину при всякомь 2? 

одну и ту же величину и для трехъ различныхь значенй 2, напр., для &=0, 
в—=—1 ин 2=--1; слфд. должно быть: 

64—64 _ аЪ фо 
вла е еее” 

‘откуда, по $ 309, найдемъ: 

#5 че _ во 
а=аче = 2, или, наконец, и = 

Эти условя, будучи необходимы, вифств съ тфиъ и достаточны; ибо какъ 
скоро они выполнены, то, назвавъ общую величину равныхь отношенй буквою 

т, ме а=а\, 6%, с=с\, и дробь береть видъ Е, 

Те. == А. 
2-й способъ. Пусть ая вирочемь, неизвфстная, величина дроби бу- 

деть №. Положить 2 Чье ей значить положить, что аа“ -|- 62 -|- е= 

= (аж -- с’), или (а а -- (6 —ВЮе-е—с®=0, каковь 
_ бы ни быль 2. Отсюда, по $ 72, заключаежь, что 

ь 
а—а=0, 6—5%=0, с—сй=0, или 9=у=е. 

Третй случай. (0 — РК < 0. Въ этомъ случа® корни тринома (1) мнимые, 
‚ триномъ всегда сохраняеть знакъ коэффищента Р. Отсюда: 
1. Р>0. Подрадикальное количество формулы 2 будеть при всякомъ % 

положительно, а слфдов. х дЪйствителень; такимь образомь дробь т можеть 
имфиь какую угодно величину, и слЁд. не имфеть ни тахниии”а, ни тии? а. 

2. Р< 0. Подрадикальное количество формулы х будетъ существенно-отри- 
‘цательно, слёд. при всяком 7 для 2 будетъ получаться мнимое значене; & 

. обратно, какое бы дЪйствительное значеше мы ни дали перемфиному 24, 
дробь т не можетъ получить дЪйствительнаго значеня. Но это заключен, оче- 

видно, нелфпо, ибо изъ ур—Шя т = и видно, что дВйствительному 

значению 2 соотвтотвуеть дЪйствительное же значене и и т. Стало быть, 
и: совифстнаго существованя условй: Р< 0 и 0% В < 0 невозможень. 

а " 47 

мы видфли ($ 468), что при этихь усломяхь дробь имфетъ постоянную вв- 3 

_ 1-й способъ. Оставаясь постоянною при всякожь 2, дробь должна имёть — 
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Впрочем, можно доказать это и прямо; въ самомъ- дфлф, изъ формулы (4) 
видно, что кома Р< 0, выражене (* — РВ представляеть сумму двухь ква- 
дратовъ, а такая сумма никогда не можеть быть отрицательною. 

Частные случаи. Когда Р=0, подрадикальное выражеше формулы 2 обра- 
щается вь 20т -- В. Чтобы перемфиное х было дФйствительно, необходимо, 
чтобы 20т--В>0, или 20т т Отсюда: = 

1) Ели 9>0, то "> — 50, сд. ша. (п) = —50: дробь иметь 

только шш., и ие иметь шах. 

2) ли 9<0, м т <— откуда шах. =: дробь имфетъ 

только шах., и не имфеть пит. 
3) Если 9—0, неравенство приводится къ №3 0: оно всегда удовлетво- и са" 

ряется; ибо въ этомъ случа 3—4 — @ У, тд ас’ 0, такъ какъ 

$3 — 44/'с' = 0. (лёд. всякому значению 7% отвфчаеть дЪйствительное значене 
2-са: дробь не имфеть ни шах., ни ши. 

Изслёдоваше приводить къ слвдующему результату: Козда корни тринома 
Рт?-|- 20т -- В мнимые мли дьйствительные равные, дробь не имъеть 
ни тах., ни тбт.; если же корни этою тринома дъйствительные не- 
равные, дробь имъеть тазлтит и таттит, выражаемыя корнями три- 
нома; соотвътствующая значешя 2 получалотся изъ формулы 

МА Ты 
=> 2а—ат) 

6» которой т нужно замънить корнями тринома. 
0 результатахь этого изслдовайя мы получимъ болЪфе ясное понят, изсл= 

дуя измфненя дроби при измфнени 2 оть — < до <. 

1. Изелфдоване измфнен!й дроби и, а-ро ПРИ изм$нен!и 

654. Ткорехл.— Квадратная дробь непрерывна при измънени 2 от» 
4 00 3, если только в5 промежуткь между а и В не содержится ни 
одинь изь корней знаменателя. 

Во-первыхъ, очевидно, что данная дробь дЪйствительна при всякомь дЪй- 
ствительномь 2, и что она конечна, если только значенше, данное 2-су, не обра- 
щаеть знаменателя въ нуль. Остается доказать, что если 2, есть нфкоторое зна- 
ченю 2, заключающееся между @ и В, то количеству 2, всегда можно дать при-. 
ращене №, на столько близкое къ нулю, чтобы и приращеше К дроби у; само 
было какъ угодно близко къ нулю. Имфемъ: 

„авт -Е ал -- с а (1-5 Ма -- В -е 
У: — питрыи-Е о’ ани” 

К Меса еее [а/с ас ННЕе (ава 6) 
[ааа Ее (ан 2) 

или, по упрощени числителя, 

Ка — мер -- Кай — вой ао’ — саг)рл-- ее — о-в — 59}, 
[аа + Р-Н аа Е ) (ат -Н а: с) 



= 939 — 

По ифрф приближешя й къ нулю чиелитель стремится къ нулю, а внаме- 
натель къ (а’2.*-- 6, - с). Но 2, не обращаеть этого тринома въ нуль, 
‘ибо интерваллъ оть @ до 8, содержашй 2,, не содержитъ корней знаменателя; 
слфд. вуфсть съ № и К стремится къ нулю; иначе говоря, можно приращентю № 
перемфннаго 2 дать значене настолько близкое къ нулю, чтобы и соотвЪтствен-. 
ное приращене К дроби было также какъ угодно близко къ нулю; что и тре- 
бовалось доказать. 

Примъчане. Бели 2-су дать значеше 2,, обращающее въ нуль знамена- 
теля дроби, то она вообще обратится въ безконечность, испытывая при этомъ 
разрывъ непрерывности, перескакивая изъ -Е<о въ З- со, если только корни 
знаменателя неравные, или если оба члена дроби не нуфютъ общаго множителя 
4—2. Бели эти исключешя не имфютъ мЪста, то слФдуетъ опредфлить знакъ, 
‘безконечности, когда 2 приближается къ”2,, возрастая, и затфиъ переходить 
чрезъ 2;. Для этого достаточно опредфлить знакъ числителя при 2==;; зная 
знакъ и знаменателя, будежь знать и знакъ дроби. 

655. При изучеши изифнешй дроби будемъ держаться слфдующаго порядка. 
1. Опредфляемь шахшит и шИишини, если таковыя имфются, и соотвЪт- 

ственныя значешя 2. 
2. Приравниваень нулю числителя, потомъ знаменателя и ршаемъ получен- 

ныя урны: корни перваго ур— ня, если они дфйствительны, дадуть тв зна- 
ченя 2, при которыхь дробь обращается въ нуль; второго—ть значешя 2, при 
которыхъ она обращается въ -Е >. 

. Опредфляемьъ значеше дроби "при #=0. 
4. Наконець, ищемь предфльныя значешя дроби, т.-е. при 2 ==-Е с. 
Расположивъ значешя 2 въ порядкф ихъ возрастаня, а противъ нихъ с0- 

отвфтствующия величины дроби, составимъ таблицу, ясно показывающую изм®- 
нен!я дроби по величин и знаку. Для наглядности такую таблицу будемь со- 
‚провождать графическихь изображешемь измфнен!й дроби. 

Задача Т. 

у 32 --2%—3 
656. Изсльдовать изминешя дроби даа 1ог7 "Ри непрерменомь 

возрастании 2 оть — со до <. 
Слфдуя вышеозначенному плану, опредфляемъ: 

. Махбтилт и титтит дроби.— Приравнивая данную дробь произвольному 
количеству у, получаемь ур—ве 

шли (3—4) 21-- (2--10у)2— (3-7) =0. 

изъ котораго (расположивъ подрадик. колич. по степенямь у): 

а = о (1) 
3—4 

д 

Приравнявъ подрадик. выражеше нулю и рьшивъ ур. 3 — 19у—10=0, 
‘находимь: у—— 0,488, у”—6,821; а какъ въ данномь случа® коэффищенть, 
при У* подъ радикаломь отрицателенъ, то заключаемь, что еы корень есть 
зиахииии дроби, неньшй — ея шиитит. Итакъ 

шах. (у) =6,321; ши. (у) =— 0,488. 

47* 



= —( + 5.6,821) (1-5. — 0,488) 
оные 3 — 4.6,821 3—4. —0,488 

_ Заключаемь; что дробь можеть измбняться только между — 0,488 и -{-6,821. 
и не имфетъ значенй, меньшихь — 0,488 и большихь 6,821. Всякое же зна- 
чене между этими предфлами она принимаеть два раза, при двухь различныхь 

_ значеняхь 2, потому что для каждаго у, ложащаго между —0,488 и-- 6,821, 
мы изъ формулы (1) находимь два различныхь дЪИствит. значеня 2. 
_ 2. Нулевыя значеня дроби, соотвфтствующия конечнымь значешямь 2. 

`Алиебранческая дробь р} обращается въ нуль, когда обращается въ нуль числи- 

лель А, знаменатель же В остается отличнымь отъ нуля; или когда В обра- 
щается въ со, причемь А остается конечнымь. Но В — выражеше цфлое отно- 
‘сительно 2, сд. оно не можеть обратиться въ ©о при конечныхь 2; остается 

_ приравнять А нулю. Положивь 32*-|- 22 — 3 =0 и ршивъ это ур., найдем: 

8 я —=— 1,387, #’=-- 0,721. 

3. Безконечныя значешя дроби.— Дробь не обращается въ со; въ этомъ. 
`Убфждаемся, приравиявъ знаменателя нулю, и рфшивь ур—н@ 42—102--7=0; 
_найдемь для 2 мнимыя значения, 

4. Значещя дроби при 2 = 0.—Положивъ 2 ==0, найдемь у ==. 

5. Предбъльныя значешя дроби.—Положивь 2—0, находимь, что У 

—  принимаеть ноопред. видъ 5, для раскрымя котораго дфлимь числ. и знам. на 

* и затфмъ полагаежь 2 — 50°, 

Такимъ образомь получаемь, что при & = <, у=--8. 

Результаты этого изслфдованшя дають слфдующую таблицу. измфненй дроби: 

Таблица измъненй дроби. Кривая измпненай. 

1,445; Яо. 0,291. 

Значошя 
у 

ый 

— 0,488 (пит, 

0 

+ 6,821 (тах.) 

+ 



— 4Т — 

Еривая измънений дроби. Взявъ оси координать 22’ и УУ’ и произволь- 
ю прямую за 1, наносимь на оси 2-овъ ОР’—= — 1,387 и получаемь точку 
",®для которой ордината равна 0, и въ которой, слд., кривая пересфкаеть 

‘ось отрицательныхь 2-овъ. Отложивь 04 —= — 0,428, нифемъ точку {, въ ко- 
торой кривая пересфкаеть ось отрицательныхь У-овъ. Нанеся ОР’= 0,291 и 
зозставивъ въ точкф Р’ перпендикулярь кЪ оси 2-овЪ, откладываемь на нежь 
Р’М=— 0,488 — ординату шицицие. Нанеся ОР, =0,721, получаемь другую 
точку Р., ВЪ которой кривая пересфкаеть ось 2-овъ. ОР”’— 1,445 даетъ точку 
Р”, въ которой, проведя перп. Р”М”= 6,821, имфемь наибольшую ординату. 

Наконець, отложивъ 01 = и проведя черезь точку 1 параллель оси 2-овъ, 

нифемьъ ассимитоту кривой, къ которой кривая неограниченно приближается, 
сливаясь съ нею на безконечныхь и оть оси у-овъ. 

Соединяя построенныя точки нОТрерывною кривою, получаемь линфю, пред- 
ставленную на черт. 133. Такъ какъ каждую свою величину дробь принимаеть 
только два раза, при двухъ различныхь значеняхь 2 (напр. у=3 при 2=0Т 
и 2=00), то всякая прямая параллельная 22’ пересфкаеть кривую только въ 
двухъ точкахъ. Исключене составляютъ шах. и ш!.: прямыя, параллельныя оси 
1 и проведенныя отъ нея, одна въ разстояни — 0,488, другая 6,821, ветр%- 
чають кривую, каждая въ одной точк®, иначе — касательны къ кривой. Таким 
бр., кривая не можеть представлять иныхъ изгибовъ, кромф указанныхь на 
чертеж. Чертежь наглядно показываеть, что — 0,488 есть наименьшая орди- 
ната или шшипит дроби, а -- 6,821 — наибольшая, или шахишии дроби. 

Задача 1. 

657. Изсльдовать измьненя дроби ВЕ при непрерывномь 'в03- 

‚растащи х оть — с 40 <. > 

1. Мазтит и тёитит дроби.—Прираввявъ дробь У-ку, получаемь ур. 

ааа =, ин (2—1 —49. 2-3 —5,—0, 

УИ Ви Е БА НЕЕ 
8—у 

Корни подрад. тринома суть: У’ = 0,48 и у" = 12,52, и какъ коэф. при 
3 отрицателенъ, то заключаемь, что 

шах. (у) =12,52; шимшлии (у) = 0,48. 

Соотвфтетвующия значеня 2 суть: 

п 2,38; ты, боба 0,68, 

Такиихь образожъ дробь можеть измфняться только между предфлами 0,48 
и 12,52, принимая каждое свое значеше между этими предфлами два раза — 
при двухъ различныхь значешяхь 2. 



предфлами 0,48 и 12, 
‘содержится нуль, то дробь ни при какомъ дЪйствительномь 2 не обращается 

- Это видно и изъ того, что, приравнивая числителя нулю, получйень 
--3=0, имфющее мнимые корни. 

Безконечныя, значеншя дроби.— Дробь не обращается въ ©, ибо корни 
теля мнимые. 

_ 4. Значещя дроби при =0.—Положивъ 2=0, пифехь у 8. бл. кри- — х 

я пересфкаеть кь у па разстояны -- 8 оть начала. 

5. Предъльныя значения дроби.—Какъ и въ предыдущей задач, найдежь, 
› при == <, у==2. Слфд. кривая неограниченно приближается къ ассими-_ 

‚ параллельной оси 2 и отстоящей оть неа на 2. У 
х 

Значешя 
у 

Г 
ВЫ 

+ 
исх ++ 12,52 (тах.) 

а 

Черт. 134. 

ОР’ = 0,63; ОР" = — 2,38; 
Р\ = 0,48; Р"М" = 12,52. 

-{ 0,48 (шит. 

+2 

658. Изслъдовать измюненая дроби аа при измънени х оть 

- 1. Махипит и тййтит. — Положивъ 

ау, или (1—9)? 4у. 2-5 1— Зу=0, 



Зу = ИУ -Е4у—Т, 
1—9 

_ Корни тринома у*-|-4у—1 суть: У’ == — 4,236; у’= 0,236; а какъ 
коэффищенть при У? положителенъ, то 

шах. (у)=—4,236; ша. (у) =0,236; 

_ 8. Дробь не обращается въ нуль, ибо числитель 2*-|-1 существенно поло- 
_ жителенъ. 8 

3. Дробь обращается въ со, или претерп®ваеть разрывъ непрерывности при 
'ъ значешяхь 2, обращающихь знаменателя въ нуль; именно при 27 =1 
=3. Для опредфлешя знаковь безконечности, замбчаемь, что числитель 

_ дроби при всякомь 2 положителень, сл. нужно изслдовать знаки знаменателя. 
Обозначивь буквою № произвольно малое полож. количество, замфчаемьъ, что’ 

_ #=1—йиж=3--й будуть находиться внф корней знаменателя, и сл®д. 
_ при этихъ значеняхь 2 знаменатель положителень, & потому и У>> 0; зат®мь, 

ес 1-й из=3 — 1 содержатся между корнями знаменателя, & потому зна- 
_ менатель и вся дробь при этихъ значешяхь 2 отрицательны. Отсюда видно, что. 

если изибнять 2 оть, — со непрерывно до --©о, то при 2=1 и при #=3 
_ дробь претерифваеть `разрывъ непрерывности, перескакивая изъ —- со въ — ©, 
ом ра случа, т.-е. при &=1, и изъ — <> въ --©2 во второжъ, т.е. 
при 2=3. 

4. При 2==0 дробь обращается въ . 

5. При 2= Ес она равна 1. 

Таблица, измльненй дроби. Кривая измъненй. 

Значеня 
у 

у 

0,236 \ оо.) 

+ 

—© 

— 4.236 (тах. ) 

© 

+ < 

1 



Кривая измъненй дроби.—Намфтивъ точки М’ и М", соотвфтствующя шах. 
и ш\. дроби, проводимъ чрезь нихъ параллели оси 2-овъ: кривая не иметь 
точекъ между этими параллелями. Затфмъ наносимь ОА = и ОВ = 3 и черезъ 
точки А и В проводимъ параллели оси У, которыя будуть служить ассимито- 
тами кривой въ мфетахь разрыва непрерывности. Такъ какъ при х = с, 
У-—=1, то параллель оси 2 на единичномь отъ нея разстояни будеть служить 
3-ю ассимитотою. Наконець, замфчая, что для воЪхъ 4-овъ, лежащих внё 1 

и 3, дробь >0, и < 0 для веть 2-овъ, лежащихь между Ти 3, заклю- 
чаемъ, что точки кривой для 2<1 и для %>3 находятся въ области положит. 

ординат, точки же кривой для 1<2<_3 находятся въ области отрицат, 
ординаль. Такимъь образ. получаемь кривую, изображенную на черт. 135. 

Задача ТУ. 

: 29 —55—4 
659. Изсльдовать изминеная дроби 53;— 82—10 "Ри орон 

‘измънени х оть —со 00 -|- ©. 
1. Мастит и тиийтит.— Положивъ 

ЕН ши @— 56—84. 10,0, 
НАХОДИМ, 

= Ву у26А— 40у--57. 
2(2— 5) 

. 
Убфдившись, что корни подрадикальнаго выражешя мнимые, заключаемъ, 

что оно всегда будеть положительно, а потому дробь не нифеть ни тшах., 
ни ши. 

2, Приравнивая числителя пулю, найдемжь значешя 2, при которыхъ дробь 
‘обращается въ 0; эти значеня суть: 

21 ——0,638 и д” = 3,188, 

® 

3. Приравнивая знаменателя 0, получимь значеня 2, при которыхъ дробь. 
обращается въ со; эти значения суть: 

1, =—0,824 и, = 2,494. 

Для опредфлешя знаковъ безконечности, даемъ дроби видъ: 

2(2 + 0,638. .) (# — 3,138) 
У — 5ё--08..) @—249..)" 

Такъ какъ 2 == — 0,824 —1 лежить какъ вн корней числителя, такъ и 
вн корней знаменателя, то и числ. и зн. дроби, а потому и самая дробь, по- 
‘ложительны: 2—— 0,824-|-й находится внф корней числителя и внутри корней 
‘знаменателя, слЪд. при этомъ значеши < числитель > 0, а знаменатель < 0 
а потому дробь отрицательна. Заключаемь, что при переходв 2 чрезъ — 0,824 
дробь претерифваеть разрывъ непрерывности, перескакивая изъ --©о въ — ©. 
Подобнымъ же образомь уббдимея, что когда 2, возрастая, проходить чрезь — 
- 2,424, дробь перескакиваеть изъ --©2 въ — <, Ее 



пу 
Здаеь 
+3138 
=> р Черт. 136. 

Таблица измфневй дроби показываоть, что величина дроби постоянно уве- 
личивается, но претерифваеть два, раза разрывъ непрерывности: одинъ разъ при. 

_ переходв < чрезь — 0,824, другой разъ при переход 2 чрезь 2,424: въ томь, 
и другомъ случа дробь перескакиваеть изъ -- со въ — ©. 

Кривая измпненй. тложивъ на оси У линйо к—--> проводимь че- 

_резь точку К параллель оси 2; затфиъ, отложивъ на оси 2 лини ОН =— 0,824 _ 
- и 0В—=--2,424, проводимь черезъ точки Н и В параллели оси У. Такимъ обр. по= 

_ лучаежь три ассимитоты вфтвей кривой. Отложивъ на оси 2 лини: 0А —=— 0,638 _ 
и 06 = 3,138, получимь точки, въ которыхь кривая пересфкаеть ось 2х-овъ. 
0сь у она поресфкаеть въ точк® К. 

Задача \. 

660. Изсльдовать измъненя дроби Но 

измънени 2 оть — < д0 -- ©. 

1. Мастит в тийтит.—Положивъ 

Сони, ши (ул Та — у)--31 —4/) 0, — 



— та ЕЕ 
2-9 - 

_ Вамфчая, что у?--10у--25 —(у--5)% и что, слёд., подрадикальное выра- 
жеше всегда положительно, заключаемь, что дробь не ижфеть ни шах., ни пи. 

Если У-ку дадимъ какое-либо значеше, то для 2 найдемьъ два ооотьбтствон- 
значеня; только при у— — 5, 2 принимаеть одно значеше =—3. Итакъ, ь 

зсакую свою величину дробь принимаетъ при двухъ различныхь значешяхь 2, р. 
ом величины, равной —5. Значешя =, соотвфтствующя данному у, сут: — Я 

ы 
а - у 5) 1—4, р 

= о —, или х=3 их 2—9’ Я 

— ИЗЪ которыхъ первое не зависить отъ у. Эта особенность объясняется тфиъ, 
_что числ. и знам. дроби имфютъ. общ корень 2 =3 и саёд. при 2—3 0% 

дроби равны 0, а дробь неопредфленна. 
Вели сократить дробь на 2—3, она прижеть видъ 

2—1, 1—4. 
=> —4'’ откуда = 5; 

`вслкой величин У соотвфтствуетъ ен одно значеше 2, слфд. при возра- 

"стали хоть — <> до --© дробь 1 проходить только один разъ чрезъ ›— 

всякое свое значене; обращается въ О при 2—1, и въ < при =4; а при 

—-Нсо обращается въ 2. Замфтивъ при этомъ, что при 2=4— й, У=— 5, 
в при 2=4--й, У—=--с5, выразияь ходъ изифненй сокращенной дроби 
таблицей: 

Черт. 137. 

Чо касается дроби СН, то какъ она принимаеть какую угодно | 

величину при 2 = 3, к а О зе ВИЙ 
НЫ ст-Н параллельную оси ОУ и пересфкающую ось 2-овЪ. 
въ разстояши ОА =3 отъ начала координатъ. : 



ача ут. _ 

Изсльдовать измъненя дроби а, при непрерывном 

пънени х оть — < 40 ©. ‘ 
__ Положив 

2 —6215 _ 
За — 942-45 

(1 — 35) 2 — 8 (1 — 3у)=2-- 15 1— 

и (1 — 35) (2 — 82-15) =0, 

_находимъ, что ур—не удовлетворяется при всякомъ У, когда 2 — 82-15 
_ равно нулю, т.-е, когда х=3 ин 2=5, и, кромф того, при всякомь 2, если 

_личину, и кромё того У=1 при какомь угодно 2. Это объясняется тфиь, что. 

_ оба члена дроби имфютъ одинаковые корни: 

—@-29е-9. 

при 2=3 и 2==5 величина дроби неопредфленна; а если сократить дробь 

на (2—3) (# — 5), то у дблается =, каковь у 
_бы ни быль =. 

Совокупность рёшенй ур— ня 2*— 82-15 = ы 
9(32'—242-|-45), или (2#—82-|-15)(Зу-—1)=0 1 

_ Гвометрически изображается двумя параллелями и ——— 

_У, отстоящими оть начала на ОА=З и 0В=5, Г? В У: 
параллелью оси 2, отстоящею отъ начала на 

=: 
662. Задача. На продолоюени стороны Черт. 138. 

АВ даннало прямоуюльника АВСТ взять та- 
кую точку М, чтобы сумма площадей треузольниковь АММ и СХ была 

я Когда точка М движется по прямой ВМ отъ А внизъ, В _ С 

_ сумма площадей, вначал® равная э прямоугольника, на- 

чинаеть уменьшаться: такъ для точки М’ треуг. СА 
замфняется меньшимь МАЗ; но когда точка М зай- 
мегь положене №, при которомь АЁ=АВ, сумма 

площадей снова становится равною я прямоугольни- 

ка, сл. при переифщени точки М отъ А къ Е эта 
пережфнная сумма прошла черезь ини. 

_— Пусть АВж=а, Вб =, АМ=; выражеше 
суммы У будетъ: 

__#ЖАМ ‚ ахом Е у 



НЫ, (а? 22) 
УРОН и’ ми Уи 

Опредфляемь < такъ, чтобы суниа площадей имфла величину %. Для этого 
„беремь ур— ше 

Ба -| #2) 
2-Е =) —т, шли 62 — 2тх-- а(аб — 2т) =0, 

„—т= ЕС 3т) 
- (1. 

_ Чтобы сумма площадей могла пифть величину 7%, необходимо и д т 
ы этой величин 7% отвфчало дфИствительное и положительное и. а 

Но = будоть дЁйств., -если т? — а6 (аб — 2т) 5 0, 
х 

о щи та-- ат —а1>0... (3). 
ы 

А рмом видно, что корни тринома (2) дфйствительные, неравные и проти-. 
_ воположнаго знака; слёд. неравенство (2) будеть удовлетворено такимъ поло- 
жительнымь 7, которое не меньше положительнаго корня тринома; т.-е. не- 

_ обходимо, чтобы т> а6(/2— 1). Итакъ, сумиа площадей не можеть быть 
< 46 (2—1); смотрииъ, можеть ли она равняться аб (У2 — 1). Когда № 
‘достигнеть этого предфла, тогда будетъ 

«ру —1) - 

< _это значеше 2 положительно и сл. можеть быть взято; поотому пати и 547 
_ 4 (2—1) а соотьбтствующее значене 2—а (у —1} 

Поввркл. Полагаемь 2—а(у?. —1)-Е 4, гдь № произвольно мало, и под-_ 
‘ставляежь это значене 2 въ выражене функщи. Найдежь 

@— Узазь каму —1-- 9% 

р а 

Вопросъ приводится къ провфрк® неравенства: 

(@— Иза-Еакуа — ть 
В и аь >ауз—1 

которое, р серр ан 

что вфрно. . 

у= 



‚ Произведене двужь перемънныхь множителей, сумма которызь 
а и равна а, возрастаеть по мтръ тою, какь абсолютное | 

‘чеке разности перемънныхь уменьшается. 

ДоказАТЕЛЬСТВО. Пусть переифнные множители будуть 2 и у, а иъ. 
остоянная сумма пусть будеть а: 

= у=а...(1. 

Взявъ тождества (2-- у) = 2 уху и (#— 
вычтя второе изъ перваго, найдемь (2 у) — (2— у)* = 

Заифиивь 2-- У, въ силу услошя (1), равнымь количествомь а, нифемь, 
(#— у)* = 4ху, что можно написать такъ: 

уч 69%. . . (2). 

а 

Такъ какъ уменьшаемое -5- сохраняеть постоянную величину, то произведеше 

деть изифняться съ измфнешемь вычитаемаго, и именно, по фр уменьшеня 
_  (@—9), паи, что то же, |2-у|, ‘произведене ту будетъ увеличиваться. 

да слЪдуетъ, что 2у достигнеть шахниии?а, когда |2— | достигнеть 1 
_пиии”а, и мы находимь теорему: 

ий двуть перемънныхь множителей, ИЕ Гроизведенле 
стоянна (и равна а), достиаеть наибольшей величины, кода абсолмют- 
_ное значеше ить разности достииаеть свбей наименьшей величины; в 

_ частности, если эта разность можеть обратиться вз 0, т.-е. если 
ожеть сдълаться = у, то произведеще будеть имлть талйтит, хонда, 

‚множители сдълаются равными. 

ели нифеть мфсто послбднй случай, то шахииит будеть при а=у=5» 

а самый таза будеть 

„Примьчане. Для этого послфдняго случая можно доказать теорему еще 
такъ. Пусть одинъ множитель ==; другой будеть «—2; произведено ихъ 
выразится формулою у=2(а—2) вли — 27? -|-а2; это есть квадратный 
триномъ, свободный членъ котораго =—0. Изслфдуемь измфнеше тринома при 
изибнени хоть —< до со. Удобную для такого изслфдовашя форму мы 

‘найдем, придавая и вычитая 7’ ‘0 даеты 

х ; 2 1% или у (= * | @. ) 4 

"Шри &=—© и ры. у=— ©. При увеличены 2 отъ — © до 5; > у 

"возрастаоть оть —© лю 17; затиь при увеличены 2 оть ю > У 



а>0 

Черт. 140, №: 

ь Итакъ, произведеше сперва возрастаеть отъ — <> до > а затфиь умень- 

‘шается отъ г до — 5; сл6д. оно не 52 штииит”а, но имфетъ С шахнаии: 

2+ СоотвЪтствующее значеше 2 есть > а другого множителя: а—5 пи 

- т.-6. произведеше получаеть наибольшую величину, когда оба множителя д 

лаются равными, предполагая, что ихъ можно сдфлать равными. 
Косвенное доказательство. Вифсто того, чтобы изслфдовать измфнешя про- 

‘изведешя 2(а — 2), соотвфтствующёя изифненю 2 оть —©5 до -<о, можно 
_ предложить себф вопросы: при какомь значени 2 это произведеше получаеть. 

_ для опредфлешя 2 нифемь ур— не 

2(а—2)=т, или 2'— а2--т=0, 

== т. 

№ х Чтобы 2 было дЪйствительно, необходимо, чтобы подкоренное количество, 

_ не было отрицательнымь, т.-е. необходимо, чтобы < 4. О что. 

‘откуда 

еее ар ВВ НЫЕ ; слёдов. оно 

_^ иифеть шицшнии”а, но имфеть шахнаии =. Но когда "=, радикалъ обра- 

: щается въ 0, 2—5; поэтому и другой РЕЯ. — 

щается въ 5› ст. произведеве иифеть шахинии, когда иножители равны. | 

‘пе всегда 2 ножеть принихать значеше 5° соотвфтствующее алгебраическому 

хииии”у. 



е двухъ множителей, которыхъ сумма _ ыы 
оть нифть вс величины отъ. Е до-- 36; а произведен р 
а соотвтствующие множители равны, каждый, 6. т 

_ И. Произведене двухь множителей, которыхъ сумма равна = — 12, можеть 
ить всф величины отъ — со до --36; слёд. шахищий произведеня =. 

— --36, каждый производитель = — 6. 
665. Задлчл 1. Изь всьзь прямоулольниковь, вписанныхь вь дай 

треуюльникь, какой иметь наибольшую площадь? 
Если основане ПЕ прямоугольника передвигать отъ вершины тр—ка до его 

_ осповавя, то площадь прямоугольника будеть измфняться оть нуля до нуля, 
_ и с25д. проходить чрезь шахииию. Пусть би # будуть — основан и высота, 

_  даннаго треугольника (черт. 37), х и ‚У основаше и высота вписан 
‘наго прямоугольника РЕР@. Площадь прямоугольника = 2. Изъ подобя тре- 
3 е #_№—у Й у 

_угольниковь АВС и ПВЕ имфемь: =-ь ›‚ отвудь у=У@—2); слЪдов. 

площадь 2у выразится произведенемь; 

^ 526 —4). 

^ е . 
Такъ какъ постоянный множитель Ъ Не вишеть ва услошя шахт., то во- 

просъ приводится къ опредфлению шах. произведеня 2(® — 2). Сумма множи- 
телей фи 6—2 равна постоянной величинв 6, слЪд. произведеше ихфеть ша- 

хИщий, когда множители равны, т.-е. когда х==Ь — 2, откуда 2—5; №0 въ 

такомъ случаз изъ ур—вя УЕ — 2) найдежь == самая же макси- 

мальная площадь 2 равна ыы т.-0. половин площади треугольника. Итакъ: 

наибольший изъ вефхъ прямоугольниковъ, какой можно вписать въ треугольник, 
имфеть основаше и высоту вдвое меньшя основашя и высоты треугольника. 

ЗАДАЧА П. Изъ всъхь конусовь, отисан- 
_ мыюь около даннаю шара, какой имтеть нам- 

‚меньший обземь? 
Пусть будетъ АВС конусъ, описанный около шара 

0№. Если его вершира А будеть перемфиаться по 
‘оси РА отъ М до безконечности, объемь конуса бу- 
детъ измфняться отъ со до ©, и сл6д. пройдеть 

чрезъ шиипиии. Чтобы найти этоть тититии, 06о- 
значимъ высоту ОА буквою 2, объемь будеть: 

1 
= т. 009.4. 

Подобные тр—ки АСП и АОМ дають; не Е 

но А№? — (5 — 28); слд. 



тому У имфеть наим. вел. при тёхь же обстоятельствахь, какь и бд. № 

шиииию этой функийи соотвфтствуеть шахипии?у обратной: эВ, которую УНКЦ Е: 
; 1/ 28’ Е 
можно представить въ видЪ: 1-=ы } наконець, мы не измфнимь условй 

тахииии”а, введя постоянный множитель 2В. Такимь образомь вопросъ приве- 
день къ опредфленю шах. функщи 

= 
Замфчая, что сумма перемфиныхь факторовъ Е и1 — 8 равна постоян- 

_ вой величин 1, заключаемь, что произведеще достигнеть В величины, 

когда оба фактора сдфлаются равными, т.-е. когда 2; =1— 5; откуда 2=48, _ 

- _ 910 не несовмфстно съ свойствомъ задачи. Итакъ, описанный конусъ имфетъ наи- 
_  ЖОНЫШЙ объемъ, когда высота конуса вдвое больше маметра; самый же объемь 

. = К, т.-е. вдвое больше шара. 

Е _ 666. Вь предыдущихь параграфахь мы не разъ дфлали оговорку, что пере- 
— Мбнныя 2 и У, сумма которыхь постоянна, не всегда могуть быть сдфланы 

равными, по свойству самой задачи; таковы, напр., ифкоторые вопросы геоме- 
тр. Въ такихъ случаяхь, произведеше достигаеть шахишии“а, когда абсолютное 

_ вначене разности перемённыхь достигаеть шиишилии”а. Вотъ нфеколько задачь, 

раметра, постоянна; но эти отрфзки не могуть быть 

"ЗАДАЧА П. Найты тазётит произведеная (3 — 2) (7 21) 

дет» друая прямая, перпендикулярная кь МХ м переспкающая круз 

иллюстрирующихь подобные случаи. 

Е с ЗАДАЧА 1. Дань круз м хорда АВ; провести 
В Фаметрь такъ чтобы произведене отръзковь СМ 

и ОМ, образуемыхь на немь хордою, имъло наи- 
большую величину. 

Сумма отрёзковъ СМ и МО, при всякомъь положен 

сдфланы равными; слфд. ихъ произведеме достигнеть 
‘наибольшей величины, когла разность ихъ будеть наи- 
меньшая, з это будеть тогда, когда отрфзокъ МО до- 

р Е стигнеть своего наименьшаго, а отрёзокъ СМ своего наи- 
Черт. 142. большаго значения, т.-е. когда даметръ станетъ перпен- 
Е хдикуляренъ въ хордЪ. Требуемый даметръ есть ЕЁ. 

г. Сумма факторовъ постоянна и равна 10; приравнивая ихъ, получаем ур— не 
— 8—2 =7-- 47, или 2*= — 2: равенство невозможное ци при какомъ дфй- 
Е _ ствительномъ 2. Итакъ, находииъ шшипии абсолютной величины ихъ разности: 

2-|-4. Мшиший этого бинома, очевидно, есть 4, достигаеный при 2==0; 
_ лёд. шахииши произведешя равенъ 21, при 2==0. 

ЗАДАЧА Ш. Даны: крую 0 и внъ ею прямая МХ. Пусть АВС бу- 

в5 точкать А и В, а прямую М\—в5 точкъ С. При какдмь положени 
прямой АС произведене АВ ̀ЖВС достилает» наибольшей величины? 



т 

Проведя чрезъ пентръ параллель РР’ къ лини МХ, пересфкающую АВ въ Е, 

_ замфчаемт, что АВ ВВ. Такимъ образомъ, во- 

‘просъ приводится къ изучено измфнеюй произве- 
дешя ЕВ ВС, котораго множители имфють по- 
стоянную сумму, ибо 

ВЕ -- ВС = ЕС = ОН = (пост.). 

Нужно различать два случая: 

_ 1. 09 < 0Н.—Перемфщая точку В по окруж- 
ности, замчаемь, что ВЕ всегда остается меньше 
‘00, а ВС всегда больше ФН; слёд. 

ь ВЕ < 09 < ЧН < ВС, 

потому ВЕ< ВС. Такимъ образомъ, сомножи- 
лели ВЕ и ВС никогда не могуть сдфлаться 
равными; заключаемъ, что ихъ произведене до- Черт. 143. 
‘стигнеть шахииии’а, когда разность ВС — ВЕ 
Достигнеть пиаипии’а; а это будеть тогда, когда уменьшаемое ВС достигнеть 

ы ыы тайиииии”а. он, а вычитаемое ВЕ — своего шахниии”а 09, т.-е. когда. 
\ ЕС приметь положее ОН. Итакъ, тахипит про 

$ О НН — В), если положить 00 =В и ОН—=а. 

П. 09>> 9Н.—Вь этомь случа существуеть два положеня сфкущей, при 
которыхь будеть КВ == ВС; ибо средина 

прямой ОН лежить въ этомъ случа 
_ между О и (, и потому параллель къ 

_ ММ чрезь $ пересфчеть окружность въ 
точкахъь Ри РЁ, и сЪвущя Е, 

дають 

ЕВЕ = ЕР = РР = ОН 

^ Такимь образомъ, произведене полу- 
чаетъ относительный ахти въ двутъ 
положешяхь сБкущей; эиоть тахйтит 

вх и=2.1.8 9. 

Кромф того, въ этомъ случа сЪку- 
щая ОН даеть относительный тётапит. Въ самомъ дфлф, изибнешя про- 
изведеня, отвфчаюния измфнешямь разности ВС — ВК при поремфщених точки 

_В ре РФР’, видны изъ слёдующей мн 

48. _ 



Когда точка В нахо- 
дится въ. Я РЕЯ еде ор Рес. 

Разность ВС—ВК=4 умен. до О увел. до |2В—@| умен. до О увел. до, 4. 

Произв. 2ВК.ВС...0 увел. до О умен. до 2В(а— В) увел. до О у, до 0. 

Итакъ, дЪйствительно имфетъ мфсто относительный шшипит = 28(@— В), 
когда В находится въ (. # 

667. ТеорЕмл. Промзведене нъсколькить положительныхь множи- 
телей, сумма которыть постоянна, и которые никакимь друшмь усло- — 
в1ямь не подчинены, ие можеть быть больше произведеня, получениало ь 
от» замъны каждало изь этихь множителей ихь ариеметическою сре- 
диною. 

Эта теорема была нами доказана для случая дву2ъ перемфнныхь множите- 
лей, сумма которыхьъ сохраняет постоянную величину, причемь не было необхо- 
димости налагать условя, чтобы множители были положительны. 

Но распространеше теоремы на опредфленное число множителей, большее 
двухъ, требуеть, чтобы множители могли принимать только положительныя зна- 
ченя. 

Обычное доказательство теоремы, которое приведено было въ 1-мъ издани я 
нашего курса, не свободно отъ нкоторыхъ возраженй, и потому замфнено было, — 
почти одновременно (въ 1887 т.), строгими доказательствами; одно изъ ниъ 
дано академикомь Г. Дарбу (деканомъ парижскаго Факультета Наукъ), другое— $ 
профессоромь Сорбонны Гурза. По строгости и изяществу пруемовъ оба доказа- 
тельства принадлежать къ образцовымь, оба заслуживаютъ одинаковаго внима- 
я; приводимь и то и другое. 

ДоказАтЕЛЬСТВО ДАаРБУ. Пусть дано т независимыхь перемфиныхь- 
положительныхь и имфющихь постоянную сумму 

&>0, у>0,..., #>0, #30, зу. . Рес. 

Покажежь сначала, что если теорема вфрна для т множителей, то она бу- 
деть вЪрна и тогда, когда число множителей будеть вдвое больше (доказатель- 
ство оть т къ 2т). Присоединихь къ ® даннымь множителямь еще 2 поло- 
жительныхь множителей: 2’, У’,...2’, Ги пусть будеть произведене 

Рау. „Г... и, 

состоящее изъ 2т положительныхь множителей. Пусть будеть а — ариометиче- 
ская средина этихь 2т множителей: у 

эта ау. рае у. яь 
пусть, далфе, будеть $ —ариом. средина т первыхь, ’—арием, средина % при- 
бавленныхь множителей, т.е. з 

ть—а-у--- а т=я-у р... е-е. 

Очевидно, имфемъ, 

т --Ь) =2та, ит БЫ, 

а этим доказано, что @ есть арием. средина В и 5". 
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Помня это, замбчаемъ, что какъ, по допущению, теорема справедлива для 
случая 7 множителей, то 

ву. ма. “оу... = 

Перемноживъ почленно, имфемь 

Р< (№)". 

Но а есть арием. средина для Би В, и теорема доказана для двухъ мно- 
жителей; то 

ЪЬ' < а?, 
и сл5д., тЬмь болфе 

` Р< а”; 
\ 

этимъ доказано, что теорема взрна для 2 множителей, если она вфрна для т. 
Но она доказана для двухъ множителей, слфдов. доказана и для 4-хъ; а если 
такъ, то и для 8-ми, 16-ти и т. д., вообще для случая, когда число множи- 
‘елей есть степень 2. 

Теперь уже не трудно распространить ее на какое угодно число множите- 
лей. Въ с. д., пусть будеть Р-—произведенюе 9 положительныхь множителей 
(т-—какое угодно), и пусть ихъ арием. средина = а. Пусть, затфмъ, 9 будетъ 
такое цфлое число, чтобы т--9 было степенью 2-хъ. Присоединяя къ т мно- 
жителямь произведешя Р, 9 множителей равныхь а, получимь новое произведе- 
не, Ра”, состоящее изъ т--4 множителей, которыхь®рием. средина опять = а. 
Такъ какъ число т -|-4 множителей этого новаго произведешя есть степень 2, 
то по доказанному имфемъ: Ра < а”4ч, откуда, по сокращени на положитель- 
ное число 4", что не измфнитъ смысла неравенства, найдемь 

Рха", 
что и требовалось доказать. 

_ 910 доказательство показывает, кромв того, что нроизведеше Р остается 
‚меньше а”, пока есть въ немь множитель отличный оть @; въ с. д., 10 имф- 

«ть иЁото для двухъ множителей, слёд. будеть ить мфсто и для вефхъ слу- 
чаевъ. 

Итакъ, произведене равно а”. только тотда, когда всЪ множители равны. 
Отсюда теорема: 

произведене нъсколькихь положительныхь перемънныхь множите- 

лей, сумма которыхь постоянна, имъеть тазлтит, кода всь множи- 
зпели равны (если только ихъ можно сдфлать равными, что бываетъ не всегда). 

Доказлтельство Гурзл. Удерживая прежня обозначешя, замфчаемь, 
что произведеше Р=2у.. .2 есть функщя %— 1 независимыхь перемфн- 
ныхь, ибо количествамь у, #...( можно дать кая угодно положитель-’ 
ныя значешя, лишь бы сумма ихъ была меньше та, а затфмъ 2-су даемъ зна- 
чеше та — (у-|- 2. .---0). Между различными системами значений, кавя 
можно давать нашимь перемфннымь съ соблюдешемь сказаннаго условя, есть 
одна, и только одна, когда вс значеня равны, и слфд. каждое = а. Произве- 
деве Р, приметь тогда значене а”; а соотв®тетвующую систему равныхъ пере- 
мфнныхь назовемъ 

аеыа. .. (1). 
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Пусть будеть взята другая система положительныхь множителей: 

Зе У Ва 

сумма которыхъ постоянна, и пусть произведеше ихъ будеть Ру: 

Р= у, .. . 94. 

Теорема состоитъ въ томъ, что Р, будетъ необходимо меньше а”. 

Между значешями системы (2) необходимо существуеть, по крайней мфрь, 
одинъ множитель большй а, ибо положивъ, что вс они не больше а, т.-е, что. 

1 <а, и <а..., ч<а, ц&а, 

то какъ не дано, что всф они равны а, т,-е, 

1, =а, у =4а,..., &=а, &—а, й 

а. Е... Ра < та, 

что противно условю. Подобнымь же образомъ убфдимся, что въ числ значе- 
НШ системы (2) необходимо хотя одно будеть < 4. Пусть это будуть значены 

мы иифли бы 

2, =в--%, у=а—1, 16 №>0, Оха. 

Не трогая другихь множителей производешя Р., замфнимь а-|-# чрезь а, 
ни а—й чрезъ а--#—, получим систему 

а, а--%—№..., 4... (3), 

въ которой всф члены положительны, & сумма не измнится, ибо не измнилась 
и сумма ивмфненныхь членовъ системы: какъ, прежде, такъ и теперь послёдняя 

—=2а--й—®. Новое произведене 

Р =а(а--й— №). . 24, 

р =@--№@-—№... 24. 

(а-- 1) (а—Ю=а--а%—Ю— №, 

а(а-+ ® —®) =а*--а(%—й); 

слвд. мы замфнили положительное произведеше двухъ факторовь большижь про- 
изведешемь, не измфняя положительнаго произведешя прочихь ®— 2 факто- 
ровъ, а слЪд. произведеше вефхь 7 факторовъ мы увеличили. Такимъ образонъ 
Р, >Рь. Крожь того, въ систем (3), по крайней иёрф, однимь фактором, 
Тавнымь а, стало больше, нежели въ системв (2). 

Еели всф значешя, составляющя систему (3), равны @, то теорема доказана, 
ибо тогда Р, =а”, между тёмь какъ Р, <а”. Въ противномь случа оне- 

а предшествующее 

Но 

тогда какъ 



} ‚надъ системою (3) такъ же, какъ мы оперировали надъ (2): составимь 
новую систему (4) значенй, положительныхь и имфющихь данную сумну; этой 
‘систем будеть соотвфтствовать значеше Р, произведеня, большее Р;,, и въ немъ 
_будеть, по крайней мфрЪ, однижь значешемь, равнымъ а, больше, чёиъ въ си- 
стеиф (3). Бели всё значешя системы (4) равны а, то теорема доказана, ибо 

_ тода Р, будеть=а”, между тёиъ какъ Р, <Р, < а”. Если же ить, то 
зачинаемь снова ту же операцию, и кончимь тфмъ, что получимъ систему (1); 
а какъ каждый разъ значеше произведеня увеличивается, то его начальное зна- 
чеше Р, навфрное меньше окончательнаго значены 4”, которое, слФдов., и есть 

_ искомый тоахитит. 

668. Задлчл 1. Какой мзь всъхь треуюльниковь одинакова пери 
метра имтеть наибольшую площадь? 

` Пусть перемфнныя стороны будуть 2, у, 2; 2р-—постоянный периметръ; по 
‘условшю, «Ру == эр. 

Площадь 3 треугольника по тремъ сторонамь выражается формулою 

$=Ир—=)(р-У(р—2). 

Функщя $ инфеть шахшиии при тёхъ же обстоятельствахь какъ и ея ква- 
драть; приэтомъ, откинувъ постоянный множитель, мы опять не измфнимъ усло- 
вй шахшиии’а; так. обр. приводимь вопрось къ опредфлению шах. произведе- 
вя (р—2)(р—у)(р—2). Каждый жножитель этого произведен!я положителенъ, 
стима ить — (р— 2) --(р— у) --(р—2)=3р- (#--у-- 2) = р—вели- 
чин постоянной; слфд. произведеше достигнеть шахипиш”а, когда вс множи- 
‘ели сдфлаются равными, т.-е. когда р — 2 =р— у=р —2, или 2 =у==а, 

лфд. искомый треугольннкъ—правмльный. Каждая сторона его = 5р, а пло- 

Е паль =. 
669. Задлчл П. Какой из» всъхь прямоуюльныхь параллелопите- 

008», имьющихь одинаковую полную поверхность, импеть намбольшёй 
‘объем? 

Пусть 2, уи2 будуть пережфнныя измфрешя отихъ параллелопипедовъ, 
$—данная полная поверхность; нифемъ: 

$—2лу-- 2жг- 2уг. 

Пережфнный объемь 0 = 2уз, Его шахниии будеть при тёхъ же условяхъ, 
какъ шажитиии его квадрата: 0 — (25) (22) (у2). Но эти три положительныхь 

хьожителя иифють постоянную суниу 5> слёдов. шакшиии нифеть хфсто при 

ФУ = 28 = 2, откуда: х=у==2. Это значить, что Вы объемъ имф- 

етъ кубъ; величина максихальнаго объема Не: ( ». 
6] 

670. Задача Ш. Зная, что та? пу ри’ = 4, найти тазитит, 
произведения 2? ув гл. 

_ Пронзведеме 2” УЁ2Т нифеть шахншши при тёхь же обстолтельствахь - 

хакъ и тир. 2 И т.е. какъ и (та) (пу’)(р2); но сумма факторов, 
этого послфдняго произведеня постоянна (и равна 9), слфд. это произведеве, 
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а съ нимъь и предложенное, имфеть шахишии, когда множители равны, т.-е. 

когда тай — пу — ва! —= 1. Такимъ образом, максимальное значеше предло- 

‚женнаго произвезешя = тб 

Напр., найдемь, что произведеше 2у, при услоыи 32--4у=12, имфеть 

шахиниш = 3, пи &=2 и у 2 ' — Шрюизведене 22у2*, при условш 

З21-|-5у-- 72315, имфеть шахишии = 35.21.15, при 2=У35, у=?1, 
#=715. 

671. Примьчане Т. Въ теоремь ($ 667) было дано, что перемфнныя 2, 
у, 2,. . . подчиняются только одному условйю, чтобы сумма ихъ была по- 
стоянна; если же эти перенфнныя будуть подчинены еще другижь условямь 
(выражаелымь равенствами или неравенствами), то мы уже не нифемь права 
замфнять два множителя а--й, а— №, одинъ числомь а, другой числомь 
а-—-й—\, не изибнля другихь, ибо новое произведеше можеть уже не удо- 
влетворять прочимъ усломяиъ, кромф относящагося къ сумм. Слфд. приведен- 
ное доказательство было бы неприложимо. Вообще, множители не могутъ быть 
равными, имфть постоянную сумму и удовлетворять еще другимъ условямъ; такъ, 
что теорема $ 667, вообще, не будеть имфть мфста: шахиииит произведешя 0у- 
деть вообще меньше той величины произведешя, какую оно имфеть при равен- 
ств множителей. 

Разсмотримъ, наприм., произведене трехъ положительныхь чисель 2, У, &, 
сумма которыхъ постоянна и== 12, слфд. удовлетворяющихь условю 

а-ну--#=12...(1). 

Пусть, кромф того, числа эти связаны еще условемъ 

бу 22 =а. .. (2), 

тд а—постоянная величина. Назовемь перемфиное произведене, удовлетворяю- 
щее этимъ двумъ условямъ, черезъ Р. Разсмотримъ также произведеше ( трехъ, 
положительныхь чисель 2, 9, 2, удовлетворяющихь только услово (1). Мах 
шит произведен ( будеть имфть при 2 ==у==2==4; самый же шах. =64. 
Что касается перемфннаго произведеня Р, область его значенй будеть ограни- 
ченнфе области значенй 0: произведеще Р не можеть принимать вефхъ значе- 
нй, которыя можеть имфть @; въ самомь дфлЪ: для составлешя © нужно оты- 
скать вс системы положительныхь рфшен!, удовлетворяющихь неопредфленному. 
ур— ню (1). Для составлешя же значенй, которыя можеть принимать произве- 
ден Р, нужно изъ вефхъ сказанныхь системь выбрать только т, которыя удо- 
влетворяють и ур—нвю (2). Отеюда очевидно, что, во-первыхь, шахиниш (Р) 
не можеть быть больше шахипиш”а (, во-вторыхъ, что только въ исключитель- 
номь случа Шахин произведешя Р будеть равенъ шах. (0), вообще же ша- 
хищий Р будеть меньше шахипиига (. 

Сказанный исключительный случай—тотъ, когда ур—н (2) удовлетворяется 
величинами х—у=2==4, что имфеть мото при а=4--5 Ж4--2Ж4=32: 
вЪ отомъ случав 64 будеть находиться въ числ значенй, которыя принимаеть, 
Р, а такъ какъ шах. (Р) не можеть быть больше шах. (4), и 64 есть шах, 
произведеня (, то тёмъ болфе 64 будеть служить шахииит’омь и Р. 
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Обобщая это разсуждене, заключаемъ, что если факторы произведеня по- 
_ ложительны, имфють постоянную сумиу и подчинены еще другижь условямь, 
тахищий произведеня вообще меньше той величины его, какую оно получает, 
если всф множители сдфлать равными; этой послфдней величин шахниши про- 
изведешя равенъ только въ томъ исключительномь случа, когда вс условя, 
которымь факторы подчинены, удовлетворяются, когда сдфлать эти факторы 
равными. 

Интересный примфръ на этоть исключительный случай представляеть произ- 
ведеше 2”у”2", состоящее изь % множителей равныхь 2х, я—равныхь У, ир 
множителей равныхь 2, съ условемь, что сумма тх-- пу-|[-р2 вобхь множи- 
телей равна постоянному 4. 

На основаши сказаннаго выше, это произведеше будеть имфть шах., когда 
вс множители равны, если только равенство факторовь будеть совуфетно съ 
остальными услошями, которымь множители подчинены. 

Равенство 2% множителей 4-су дасть т — 1 соотношене; подобно * этому 
нифемь еще Ти р— 1 условШ, что составлять т----р— 3 усло- 
я; присоединивь еще равенство сужмы всфхъ множителей количеству а, полу- 

о чимь т--п--р— 2 соотношения; присоединяя еще два урны 2==у=4, 
всего будемь имбть т--®--р ур—н@ для опредфленя столькихь же коли- 
чествъ, & это вообще возможно. Слфд., въ этомъ случаф панбол. вел. произве- 
дешемъ достигается при 

а 
тир. 

672. Примьчаше П. При доказательствв теоремы (667) мы предполагали, 
что вс множители положительны. Но теорема, очевидно, нифеть мфето и въ 
томъ случаф, когда вс множители отрицательны, если только число ихъ чет- 
ное. Если же всЪ множители отрицательны и число ихъ нечетное, то произво- 
деше будеть шИимииии, когда всё множители равны. Въ саможь дл, если, 
взявъ произведене нечетнаго числа положительныхь множителей, перемфнимь у 
нихъ знаки, то и знакъ произведешя перемфнится. Но если функщя 0 ижфеть 
махииит М, то функшя (— 1) имбеть шийтиии (— М); потому что, если М 
есть шах. (0), то | < М для всвхъ значенй этой функщи, близкихь къ М; & 
изъ неравенства 0 < М имфемь — 0 > — М, слёд. —М есть шииииши функ- 
щи (— 0). 

Наконець, если не всё множители отрицательны, то произведене не имло 
бы шахиоши’а, ибо при постоянной сумив множителей ихъ абсолютная величина, 
могла бы увеличиваться неопредфленно; и если число отрицательныхь множите- 
лей четное, произведеше было бы положительно и могло бы быть какъ угодно 
велико. 

673. Примпчаше ТП. Для двухъ множителей теорема о шах. произведе- 
я была доказана еще Никомахомь 100 лёть спустя посл Р. Х. 

674. Когда множители, ния постоянную сумму, не могуть быть сдфланы 
равными, прямое приложене теоремы (667) становится невозможно. Однако же, 
методъ неопредфленныхь коэффищентовь даетъ возможность непрямого прим%- 
неня теоремы. Приводимь въ пояснени сказаннаго слдующую задачу. 

ЗАДАЧА. Вё прямоуюльномь картонномь листъ, стороны которало 
равны а и В, требуется вынуть по умамь таюе равные квадраты 
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АЕКТ,..., чтобы, залнувь всъ четыре прямоуюльника ЕКМХ. . .перпенди- 
кулярно къ плоскости КМЗТ, составить коробку намбольшей вмьсти- 
мости? 

Пусть АР=а, АВ=Ь, АБ =а; стороны 
АЕ М В обновашя коробки выразятся формулами @ — 22 
т =] иб— 22, высота =. Объемь У коробки (кавъ 
ыы К прямоугольнаго параллелопипеда) 

Е т У= (а— 22) 6—2). =. 

| т Чтобы сдфлаль сумму множителей постоянною, 
р ы С введемь множитель 4 (введене постояннаго мно- 

жителя 4 не вляетъ на усломя шахииии”а); 
Черт. 145. получим: 

4У = (а — 24) (6 — 25) 4%, 

1.-6. произведее положительныхь пережфнныхь множителей, которыхь сумма 
(а— 22) -|- (6 — 22) |4 равна постоянной величин а-|-6; но какъ 6 >а, 
то ни при какомъ 2 нельзя сдфлать а— 25 =6— 2х, и теорему (667) въ 
данномь случа нельзя примфнить непосредственно. Чтобы найти шахииии про- 
изведеня (а — 22) (6 — 22), замвтимъ, что, не изиёняя условй тшах., мы мо- 
жемъ умножить два изъ этихъ трехъ факторовъ на произвольныя постоянныя 

количества, напр., первый на @, второй на 3, и искать тахишии произведенйя 

Уа8 = (аа — 294) (63 — 282) =. 

Пользуясь неопредфленностью постоянныхь @ и 8, можно выбрать ихъ такъ, 
чтобы сумма вофхь трехъ множителей была постоянна. Представивь эту сумму 
ВЪ видЬ 

: ва-- 53 — (2а-- 23 —1)=, 

находимь, что она будетъ независима отъ 2 и слфдовательно постоянна, когда 
25--283—1==0. Такимь образомь & и В должны удовлетворять неопредфлен- 
ному ур—н!ю, и слд. существуеть безчисленное множество паръ значенй @ и 
8, двлающихь нашу сумму постоянной. Но изъ этихъ паръ надо выбрать такую 
пару значешй @ и В, при которой множители были бы равны. Итакъ, для опре- 
дфленя а, В и 2 имфемь 3 ур— ня: 

2а--28—1=0...(1) а(а—22)=2...(2) 10—20) =х... (3). 

Имя 3 ур—вя съ 3 ноизвфетными, мы получимь опредфленныя значеня 
для а, В из; но намъ нфть надобности опредфлять @ и, а только 2; съ этою 
цлью исключаем изъ урн (1), (2) и (3) аи В, чтобы получить ур- не 
съ однимъ неизвфстнымь 2. Изъ (2) и (3) имбемъ 

Ею =“ 
бар РБ 

подставивъ въ (1) эти значешя @ и 8, имфемь ур. 

2% 2 
аа в 1 0, 



2 чае =о.. 4), 
ур—н® и даеть такой 2, при которожь Уа8, а сл. иУ имфеть шахишии. | 

это ур., нибежь 
„а =УРЕиа, СЕНЕ 

‘Оба корня дЪйствительны, ибо а*-|- 63 — а —= а*-|- 53 — 246 -|- 46 = 
_ @—5)*-- 46 — количеству положительному; они положительны, такъ какъ про- 

_ изведеше и сумма корней’ положительны. Но чтобы корень ур—нйя (4) давать 
_ Р№шене задачи, недостаточно, чтобы онъ быль дЪйств.. и положит.; и еще, 
й чтобы онъ быль меньше половины меньшей стороны прямоугольника АВСО. Пусть 
_ а; тогда можно взять оба или одинъ корень, схотря` по тому, будуть ли оба 

а 
ни или только одинъ заключаться а Он р Подстановка въ первую часть 

ур—шя (4) вифото 2 количествь о, 4 и . даетъ, 

На, а(а—5), 6 —а): 

° первый результать положителенъ, сл. О заключается внф корней; второй рез. 

отрицателень (ибо @ < Ъ), сд%д. 5 лежитъ между корнями; трешй результать 

_ положителенъ, сл. 8 вн корней. Такижь образомь, называя 2” менышй ко- 

_ ронь, 2” больш, ижфемь 
<< << 

_ откуда слёдуеть, что больш корень 2”, какъ больш 5 не можеть служить 

отвфтомь; менышй же корень 2”, будучи меньше 5’ и служить отвфтомь на 

„ задачу. Итакъ высота. коробки нанбольшаго объема равна 

ие -иИИ а, СЕНЕ 

Когда а=, т.-е. И имфеть форму квадрата, прямо изъ послёдней 

формулы находимъ: #= 5. 

Примъчате. Если произведене содержить % перемфнныхь множителей, за 
висящихь оть 2, то произвольныхь постоянныхь надо брать % —1; вистф съ 2 
они составять ® неизвфетныхь. Требоваве, чтобы сумма факторовъ равнялась 
постоянной, даеть 1 ур., а сравнеше % множителей дасть ® —1 ур—нй, всего 
® ур—нЙ, т.-е. сколько неизвфетныхь; поэтому, метода — общая. 

Приложене способа неопредфленныхь коэффищентовь къ вопросамь о шах. 
и ша. принадлежить Грилье. 

_— 675, Творвмл. Еслы сумма нюсколькить положительныхь перемтн- 
мыхь 2, у, 2 постоянна и равна а, то произведенае тРу?а", здь р, 4, * 
'данныя положительныя числа, имъеть тазтит, кофа перемтнныя 



_ что 2%, у и 2 моцуть удовлетворить этимь условямь. 

° Пусть, во-первыхь, 2, 4 и” будуть числа цфлыя. 

Замфчая, что введеще постоянныхь множителей не измфняеть условй шах 
ииш’а, заключаемь, что данное выражеше будетъ нить шах. при такихь жеж, 

рат’ ши Ц] 
о ы 

Произведеше это состонть изъ р-- 9-Е” множителей, которыхь сумма по- 
‘стоянна и равна а, такъ такъ РВ . ирер-р=, а. >: 

и. 9=у п Е. . Нек. а. Прижфняя сюда теорему $ 667, _ 

аж, что произведене достигнеть аш а, когда хножители сдвлаются 
равными, т.-е. когда - 

: Пользуясь извфстныхь  свойствомь фравныхь отношешй и помня, что 
&--у--2==а, имфежь: и 

= я 24 МБ: 2 а 
ват" Ура ра” 

самый же шахипии = а 
к РИ а ” 

"б» биг ) : 

Мы предполагали, что показатели р, 4, ” — числа цфлыя. Но это предио- 
ложене не необходимо, и теорема остается вфрна и въ томь случаЪ, когда по- 
казатели будуть положительныя дроби. ЕЕ эти дроби къ общему знамена — 
телю, пусть онф будуть 

‘то произведеше будеть 



676. Заллчл 1. Какой мзь всъьхь конусов», вписанныхь въ данный 
эщарь, имъеть наибольший объемь? ` 

_  Уббдившись & реют, что разсматриваемый объемь имфетъ шахипит, обозна- 
чимь радусь основашя Ба буквою 2, разстояне центра шара отъ этого осно- 
зашя буквою У, и буквою В радусъ шара. Имфемъ, 

ау, Ууый(в--У) 
у ли, замбнивь 2 ого величиною №? — у*, найдемъ, 

Ува у и-ну уяВ-Ну 9). 

Отбросивъ постоянный множитель ны и разсматривая произведен (В --у)*. 

`(В—У), заибчаежь, что сумма первыхь степеней хножителей, т.-е. (В-|-у)-- (Ву) 
„равна постоянной 2В, слёд. произведеще имфеть шахишии, Н перемфнныя. 

24 
2 В-Ру и ВУ пропорщональны своижь показателямь, 1-6. ^^ =, 

В 
откуда У=з” 

677. Задлчл И. Описать около даннао цилиндра конусь наимень- 
шало а. 

ели вообразимъ (черт. 115), что вершина А перемфщается по оси АТ, отъ точки 
Н, то объемь конуса вначалв безконечно-великъ, ибо основаше его какъ угодно’ 

_ велико, а высота близка къ НГ; по мфрь удалешя точки А въ безконечноеть, 
объемь снова приближается къ безконечности, ибо высота стремится къ безко-_ 
‘нечности, а основане — къ конечной величин основашя цилиндра. Измфняясь. 
ть © до со, объежь конуса проходить чрезь шипит, 

Пусть Ни В — высота и радусъ основашя цилиндра, © и У — высота и 

`радтусь основанйя конуса. Объемь конуса будеть У = Пу, но у: В =: (#-— Н), 

что слфдуетъ изъ подойя тр—ковь АВЕ и АЕН; слбд. 

И р Утв "е-н" . (1). 

у ‘Отбрасывая постоянный множитель аква, ищемъ шпишиии выраженя ИЕ , 

соотвфтотвующий шахипит”у выраженя в, которое можно представить въ 



Сумма первыхь степеней производителей Е и 1—8 есть величина посто- 

‘анная 1, слёд. по теорем $ 675, шахииит ихфеть ифето, когда 

‘когда 2 = ЗН. 

Итакъ, объежь конуса достигаеть шиушии”а, когда высота конуса дфлается 
Е _ тр больше высоты цилиндра. Пооставляя ЗН вифето 2 въ (1), находижь, что. 

_ минимальный объежь = Я ВН, т.е. составляет : объема цилиндра. 
678. ЗадлчА Ш. Какой мзъ всъль конусовь, описанныть около дан- 

нало полушара, имъеть наименьшую боковую поверхность? 
Какъ и въ предыдущей задачф, сначала & рмом убфждаемся, что разсма- 

‘триваемая поверхность ихфеть шиипиий. - 
Пусть радусъ шара будеть В; 2, у и 5— высота, радусъ основашя и 60- 

ковая поверхность конуса; имфемъ: 
у $ = лу АС. 

Подобные тр—кн А0С и АОК даютъ: 

‘обратной фувкиди г, которой можно дать видь (1 . Возвысивъ, 
квадрать и умноживъ на В, что не изифнить условй шахипии?’а, приводимь 
вопросъ къ нахождещю шахипип”а выражешя > 



# круь, вращается около касательной ХУ, параллельной ео осно- 
каковы должны быть размпры треуюльника, чтобы объемь, имь 

описанный, имъль намбольшую величину? 

_ Пусть ОТ= 2, ТА =. 0бъемъ выразится 
разностью между двойнымь объемомъ усфчен- 
‘наго конуса, описаннаго трапещей АОЕС, и 

идромъ, описанныхь прямоугольникомь 
т.е. 

т = 482 (В--=у--ОВ(В—2)]-=(В-а)е.2у; 

замфнивъ У его величиною УЕ? — 2% и упро- В А 
стивъ, приведежь выражеше къ виду х Л у 

Аа ет У=зт(2В — 2) ву". Черт, 147. 

и, 

_. Можежь искать шахиший квадрата этого выражешя, или, отбрасывая по- 
_  стоянный множитель, —выраженя ро 

(В--2)*. ®— 2). ОВ 2). 

Помноживь В-|-2 на 2, мы сдфлаемь сумму первыхь степеней этихь мно- › 
ре ыы г примфнене теоремы $ 675 поведеть къ равенствамь 

= и. которымь нельзя удовлетворить никакимь значе- 

‘Шемь 2. Поэтому обращаемся къ способу неопредленныхь коэффищентовь; по-. 
хноживь В--2 и К — 2 на произвольныя постоянныя @ и $, замчаемь, что. 
сумма а(В--2)-- В —2)--(2В—4) будеть постоянна при а —В—1==0; 
и тогда шахниии будеть имфть мвсто при услови 

(В -2) 25 8—2) _ 28 
ИЯ 

Выражая отсюда @ и В черезь 2, находимь 

__ 328 — =) 28-6 
“— и’ #— 9’ 

Подстановка этихь величинь @ и 8 въ ур—не я —8 —1==0 даеть: 

а 



© видфть, корни дфйствительны и. о положительны; но 
_ можеть отвфчать только тотъ изъ вить, который < К. Подстановка. т. 

вую часть ур—вя даеть результать (— В): заключаемь, что В находитея 
о между корнями, т.-е. больш корень больше, а женышй — меньше В. Откидывая 
больш корень, соотвфтствующи знаку -- передъ радикаломъ, находимъ: 

58 2582—1282 _В5—9УЗ). 
в 6 

680. Творвмл. Сумма 0вухь перемьнныхь, которыть произведеще 
равно положительному постоянному, импет» тазятит, кофа оба сла- 
заемыя отрицательны, и ттёпит, коба они положительны; при чемь 
зпатипит и тайтит имъють мюсто, кода оба количества равны 
между собою, если только они моцуть быть сдъланы равными. Сумма 
эке двухь перемьнныхь, которыль произведеще равно постоянной отри- 
_цательной величинъ, не импеть ни талдтит’а, ни тттит’а. 

Прямое доказательство. —Пусть произведеше ==, а одинъ изъ множителей 

_ 00==4; другой множитель будетъ 2 а сумма ихъ 

у==--Е. 

1-й случай: „< 0. Назвавъ абсолютную величину произведенйя 22 черезъ 2’, 
имфемъ 

аи. 

°Будежь изинать 2 оть — со до -Н сэ. При #=— <, у=—©®-- 

Е по фр приближешя 2 къ 0, первый членъ, оставаясь отрица- 

`чельныхь, увеличивается до 0, второй членъ ( › оставаясь положительнымь, 

ичивается до -- <; сафд. и ори у увеличивается оть — <о до Ч. - 
[родолжаемъ увеличивать 2 оть 0 до --©о. При 2 немного большежь нуля, 

первый членъ суммы весьма малъ; и членъ, будучи равенъ — р’, двлен- 
_ Юму на весьма малую положительную величину, будеть равень отрицательному 
_ числу съ весьма большою абсолютною величиною; слФд. при переход 2 чрез. 
0, функшя претерифваеть разрывъ непрерывности, дфлая скачекъ изъ —- © въ 

у — ©. При дальнфйшемь увеличеши 2 до --©о, первый членъ возрастаеть до 
_ Е, второй, оставаясь отрицательным, приближается къ 0: оба члена опять _ 

увеличиваются, потому и сумма ихъ возрастаеть отьъ — <> до >. 

Такияъ образомь при увеличени 2 отъ — <> до -Н сэ, у получаеть дважды. 
всякое данное значеше при двухъ значешяхь 2, дающихь въ произведени р; 

_ при двуть равныхь и противоположныхь значешяхь 2 функя принимаеть два’ ы 
_ равныя и противоположныя значеня, образуя 2 вфтви: въ той и другой у 

й Пк се от р р разры- 
Ы < вохъ непрерывности, нфющимь ифсто при т—=0. Функшя не имфеть, слЁд.,. 

ни шахпиии”а, ни пушиаопрРа. 



16 -> 

Таблица измъненй у. Кривая. измъненй. 

Е | у 

—© —© М 9 0 

Е/ [0 /их 
0—1 + ® 
о» =: 

| м Р 

| Черт, 148. 
> | Ч 

065 вфтви изображаются ординатами кривыхь МХ и РО, имфющихь ассими- 
тотою ось у; 06ь 2 они пересфкаютъ въ разстояяхь оть начала, равныхь -- И. Г 

и —УР: ибо изъ У=О слёдуеть =— = 0, откуда 22 =’ и 2=-ВИР. 

Кривая симметрична относительно точки 0. 

2-й случай: р>0. Въ этомъ случа 

у-а--Ь. - -() 

Этому равенству послёдовательно даемъ видъ: 

5-И ЕН -И7+-=+«-Уе+ 
Вудемь увеличивать 2 оть О до -- о. При увеличены 2 отъ О до Ур, 

функщя =—, по предыдущему, увеличивается отъ — <> до 0, а слдоват, 

(=—2) уменьшается оть -Р сэ до 0. При возрастаны 2 оть --Ур до 

+ <, 2—в возрастаетъ, а вифстф съ тфмъ и квадратъ этой функщи, отъ 0 

до --©о. Функщя у, оставаясь положительною, уменьшается сначала оть —-о 
до -2Ир, а затьиъ увеличивается отъ -Е2Ир до --©о. бад. у проходить 
чрезь шиишит --2Ир, при *=-Н Ир: 

Изъ (1) непосредственно ясно, что при двухъ значешяхь 2, равныхь по 
зеличин, но противоположныхь по знаку, У имфеть величины равныя, отли- 
зающяся только знаками. Слфд. въ интервалль изибненй 2 оть — <> до 0, 

функшя возрастаеть до шахииш?а — 22, при 2==— Ир, & затёиь при 



увеличени 2 Г , У уменьшается оть фр ю —=®. 
ПТО тииьлии ИГН 

ОМ = ОМ! = И; 
МУ = МХ = Ир. 

Непряное доказательство.— Обозначивъ данное произведене перемфнныхь 2 

2 буквою р, а сумму ихъ 5, нифемь ур— не 

1. р<0. Услоше > 4р всегда будеть удовлетворено, каково бы ни. 
ю 5; слёд. сумма двухь факторовъ, о которыхь равно постоянной. 
| тельной величин, можеть ифть вов величины оть — < до ЗН; — 

ма 3 не иметь ни шах., ни ши. 

Ц. р>>0. Неравенству 8 > 4р можно дать видъ 

@--2И96—2/8)> 6; 
оно ев удовлетворено, если оба множителя. т нифть Е 
слёд. должно быть: 



— 769 — 

1) Или: >И, откуда: ши. (3) =2У р; причень 2-8 Ур дру- 

той множитель также == Ир. 

2) Или: 3<—2УФ, откуда: шах. (3)=— 2; причень 2=5=-—Ув 

ЕЯ другой множитель 2 — — Ир. 

Итакъ: шнипииа и шахиший суммы имфють мфсто при равенствф слагае- 
зыху. 

681. Задача 1. Изз веть прямоуюльниковь одинаковой площади 
какой имтеть наименьиий периметр? 

Обозназая перемфнныя измфревшя прямоугольника черезь 2 и у, имфемъ, по 
условйю: ху = а*, гдф а* постоянно; найти шюйлши периметра 22--2у, или 
миитиие (2--у). Такъ какъ 2 можеть быть сдфлано равнымъ у, то площадь 
тогда получить ванженьшй периметръ, когда будеть х=у==а, т.-6, когда 
прямоугольникь обратится въ квадратъ. Самый шшипиш периметра равенъ 4а. 

682. Задача И. Дамы 06» параллели и точка А между ними, слу- 
жащая вершиною прямош ула прямоуюльнаю треуюльника, которо 
друмя деъ вершины лежать на каждой изь параллелей. Какое поло- 
эжене нужно дать треузольнику, чтобы площадь была тиита? 

Проведехъ общ перпендикулярь ВЕ къ параллеляхь, и пусть: АО =а, 
АЕ=Ь, ЕС=х. Углы БАС и АВО равны по перпендикуляр- ^ 
ности сторонъ, слфд. треугольники ЕАС.ПАВводобны, и пот |) В 

” 
АС: ЕС ==АВ:АО, или АС:х=АВ:а...(1) 

— 
Унножая оба предыдуще члена на АС, ихбемь Аб: х = 

АВ. АО: а; д. удвоенная площадь треугольника АВС, или 
УС — 

АВ. 0 ^09; шо Аб = 8-24, откуда: 

2. ВС %[--) ==). 

Произведеше положительныхь членовъ —- и = равно постоянному 6, слЁд. 

ори 2 пифеть шшиший, когда Е 2, пли 21—61, откуда 2=6. 
„Но въ такомь случав ВО =а, и задача рышается весьма простымъ построе- 
емъ. 

683. ЗадлчА Ш. — Опредълить намвьподнзьйшее соединене элемен- 
706» залъванической баттарем три данномь внплинемь сопротивлени. 

Пусть всёхъ элементовъ М; электровозбудительная сила каждаго Е, внут- 
реннее сопротивлеше каждаго элемента р, данное внфшнее сопротивлеше х. 
Раздфлимь элементы на 22 трупп по ® элементов въ каждой: М==т. ж; 
въ каждой групи соединихь полюсы параллельно (цинкъ съ цинкомъ, уголь 
съ углем), и полученныя группы соединижь послфдовательно; составится бат- 
тарея какъ бы изъ т болышихъ элементовъ. Электровозбудительная сила каж- 
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даго изъ нихь =, всей батареи — 2%; сопротивлеше каждаго изъ такихъ^ 

элементовь, = внутр. сопр. всей баттареи = . Ё. Сила тока 

Числитель МЕ этой дроби есть величина постоянная, знаменатель — содер- 
жить перемфнное ®; дробь будеть имфть шахшиии, когда знаменатель достиг- 

М2 
т неть шийнит’а. Но произведеше положительныхь переифнныхь Ри 7® есть 

величина постоянная (№57), слёд. сумма будеть имфть шшииии, когда 

1.78. сила тока достилаеть тазхтит’а, козда внутреннее сопротивлеше 
баттареи равно внплинему. 

684. Тоть же вопросъ о минимальномь значени суммы можно рёшить еще 
такъ. Можно доказать слёдующее 

Предложение, Сумма двух» положительныхь перемънныхь, произ- 
ведене которыхь сотраняеть постоянную величину, измьняется въ 
томь же смысль, какъ и абсолютное значеше иль разности. 

Въ самомь дфлф, пусть даны два перемфнныхь положительныхь числа ®и у, 
произведеше которыхъ равно постоянной а. 

жу = а*. 
Тождество 

(#-- у) = (2 — у) --4=у 
даетъ ` 

ору ее. 
(тсюда прямо видно, что (2-|- у)%, & слбд. и #-- у измфняется въ томъ же. 

смысл какъ (2 — У)? или |&—У| — при увеличени 2— у увеличивается — 
2--у, и наобороть; значить, кола |2— У | принимаеть нанм. значене, 

тома и =-- У достигаеть шиишиии’а. Такимъ образомь нмбемъ заключение: 

Если пережьнныл положительныя слалаемыя, коить произведеще 
постоянно, не мозуть быть сдъланы равными, тийтит изь суммы 
будет» импть мюсто тозда, кода абсолютное значене иль разности 
достианеть титтит’а. Вели эже они моцть быть сдъланы равными, 
то иль сумма будеть тётта, кода они сдълаются равными (и рав- 
ными иль звометрической срединь). 

Такъ, въ задачв предыдущаго $, если внутреннее сопротивлене батареи — 
не можеть быть сдлано равнымь внфшнему, токъ получить наибольшую силу, — 
когда внутреннее сопротивлене будетъ возможно меньше разниться отъ внфи- 
няго. Воть еще примфръ, иллюстрирующий случаи подобнаго рода. 

685. ЗаАдлчл [\. — Имюемь перемънный ромбь, описанный около 
даннало крум, и вписанный прямоулольникь, вершины которало нахло- | 
дятся в» точкаль касанёя сторонь ромба. При какомь положени прямо- = 
ууюльника сумма площадей обоижь четыреулольниковь будеть ттита? 



СЫ 

Когда точка А будетъ удаляться по лини ЗА отъ точки $ въ ‘безконечность, 
площадь ромба будеть измфняться оть безконечности до безконечности; слёд. 
суний обфихь площадей сначала уменьшается, затиъ начинаеть увеличиваться, 
слфд. проходить чрезъ пушииии. Затфмтъ, легко 
доказать, что произведеше площадей остается 
постояннымь; въ самомъ дфлЬ, обозначая 
площадь ромба буквою 7, площадь прямо- 
тольника 2’, и замфчая, что = 4ААОЮ, 
" — ЗАОРЕ, имфемь, /:27 — ОРЕ:А00 = 

> 

= 83:40; во 1=АО.28, слёд. :2й = 
—48*:172, откуда 7.7 = 881 — величин® 
постоянной. Хотя произведеше разсматривае- 
мых перемфнныхь, и постоянно, но какъ мы 

не можемъ площади сдфлать равными (ибо они 

всегда раздфлены площадью круга), то для 
опредфлешя шшишит”а 1-7’ должны искать 
тайциций разности #— 7—4 (0Е4 -|- АЕР). 

1 Кы Но ПБУ = а 
в АЕР = 27 сяфл. 

Черт. 151. 
1—и 

Замбчая, что 2% -|- у? — В*, имфежъ отсюда: 21 -|- у = В — 22%у?, сдфх. 

И ых 5 
ЕТ 

Очевидно, это выражеше имфеть шшииит, когда 2%? нифеть шахииии; но 
сумма 2*-|-у* равна постоянной В, слфд. 239% имфеть шахшиии при 2 =. 
Итакъ, искомый шнтиии суммы 2-- имфеть фото тогда, когда прямоуголь- 
никъ обращается въ квадратъ: тогда и ромбъ обращается въ квадрат, и ве- 
личина шт. (#-|- 1) = 6. 

686. Творвил. — Сумма п положительныль перемъиныхь, кото- 
‚рыль произведене постоянно, импеть тпийтит, кода эти п коли- 
чествь равны между собою (полагая, что они могутъ быть сдфланы равными). 

Пусть будуть 2, у, 2... .Ё м— п положительныхь перемфнныхь, под- 
чиненныхь единственнымь условямъ: 

(1) #>0, у>0,.. .17>0, и>0; зу:. ..Р.и=а”, 

тд а — данное положительное число. Ихъ сумма 

В=а-у-а--. ..-РЕЕи 

есть функщя »— 1 независимыхь перемфнныхъ. 

Между системами значенй 2, у,. . . м, удовлетворяющихь условамъ (1), 
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) ‹ И р ны ‚- 

ужин, . виа; 

 соотвфтственное значеше 8 есть иа. 

Пусть будеть 
у.м, 

система значенй, удовлетворяющихь условямъ (1), но отличная отъ системы (2). 
И пусть 

ужа... м. 

Докажемь, что 5’> па. Въ самомь дфлЪ, числа 2, У’, 2’... см, но вс 
_ равны между собою, слфдовательно ихъ ариометическая средина больше твоже- 

р рекой средины (5 339); слфдовательно 

">И, 

или >, или > па 

что и требовалось доказать. 

Примпчаще.— Эта теорема, вообще, перестанеть быть вфрною, если пере- 
ифнныя подчинены инымь условямь, кромф неизифиности ихъ произведеня. Но 

_ @сли новыя услошя дозволяютъь перемфнныхь 2, у,. . . сдвлаться равными, 
_ теорема имфеть мфсто. 

687. Задлчл 1.— Изз всъжь треуюльниковь, имъющиль одинаковую 
площадь, какой имъет»ь наименьшй периметра? 

‘Обозначивь стороны черезь =, У, 2, а постоянную площадь буквою 4, | 
Нем, 

(#-Ру-- 2) ау @е-у--) (ау =16%. 

бумну 2-Ну--2 можно представить въ вид: 

Зея Й в руя | ие р еоя я. 

Произведеше четырехь членовъ, заключенныхь въ скобки; равно постоянной 

та 3 ®, слфд. сумма имфетъ шипит, когда ея члены равны. Найдемъ, что они — 

пы. при &=у==2. (л6д. минимальный периметрь принадлежить правиль- — 
ному треугольнику, а самый ши. = 2/27. 0. 

_наковамо объема какой имтеть наименьшую полную поверхность? 

‚ Пусть переифиныя измфреня параллелопипедовъ, сохраняющихь одинаковый 
бъемь а°, будуть 2, У, 2; иифеь: 

туг =а3. 

Ищемь шИишш. полной поверхности $==2 (ху -- 2г -- уе); замфчая, 
у. ла. уе=ай у. 28—48, находниъ, что сумма достигнеть шишиии” 

ВУ у 
РТУ, ТРИ 
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при. 2у — 22 = 2, или при #==у==е==а, 1.-е. когда параллелопипедь бу- 
деть хуУбъ; самая минимальная поверхность равна ба. 

2 
Повърка. Взавь 2=а--й, у=а—№, и сд. 2 а найдем: 

А 
$ = баз -|- 21° -- в что больше баз. 

689. Задача Ш. — Зная, что а7ут == пост. 4, найти таттит 
суммы та? -- пу? -|- рат. 

Изъ услошя 27умт == имфемь (7427) (пу?) (рт) = ттра; слфдов. мы 
должны найти шицииии суммы, зная, что произведеше ея членовь постоянно. 
Искомый шшишии имфеть место при тат = пу = рат = у/ттра, а самый 
пуиииии — 3 И тп. ы 

Напр., зная, что ху == 16, найдемь шнитиш 32-|-12у, разсуждая такъ: 
изъ услошя ху = 16 имфемь: (322) (129) =16.3. 12 == (24)%; слёд. данная 
сумма ижфеть шиупиии при 32 = 12у = 24, т.-6. при 2=8 и у=2; самый 
мИИииие — 2. 24, т.-е. 48. 

Еще прихфръ. Зная, что гу = а*, найти шт. 2-- ху--у® Изъ гу = а 
заключаень 21/3 — а‘, илн 2*.. му. уз = а‘; произведеше слагаемыхь по- 
стоянно, слфд. шшиший суммы имфеть мфсто при 2*==2у==у®, т.-6. при 
&—у—а, ибо ху — а*; самый шипит = За. 

690. ТЕОРЕМА. — Если произведене данныль степеней нусколькихь 
перемънныхь 2, у, 2 иметь постоянную величину: 2?" = Р, то 
сумма первыхть степеней этихь перемьнныль, х- у--2, иметь тий- 
тит, кода числа ж, у, & пропорщональны своимь показателямь, т.-е. 

р еслм только числа эти мозуть имъть тамя значешя. 

Раздъливь 00% части равенства 27у‘а” ==Р на постоянное количество 
2'.4.”', найдемь ы 

Сумма производителей первой части равна .р-- т .4 + -® или 2-у--, 
р 

т.е. искомая, произведеше же ихъ — постоянно, >), слЪд., по теорем 

$ 686, эта сумма будеть шишша при равенств ея частей, т.-е. при 

(2) а-я (2) 

Соотвтетвующйя минимальной сумм значешя перемфнныхь имфемъ изъ 
урн (1) и (2), именно 

н/о р ры Р р Р 
2 у у Ури 2 Иа: 



ен 
=(р--а-Е”). р пан 

691. Е 1. — Зная, что аут =, найти пттит тт -- о 
НЕТУ ви 

Изъ мт пифемь: 

. ие и, тов. (адм (я (ен ею, 
слфдовательно ь 

г (та) (пуб) ( ра) те ие рим фам... (1). 

ри вопрось приведень къ нахождению заиушита”а суммы 
тен -- 22°, зная, что произведеше различныхь стененей ся членовь по- | 
стоянно; по теоремф $ 690 искомый пишит нмфеть мфсто при 

х тай ту ре. 
без — а в 

соединяя эти два ур мя съ (1), найдемъ, при какихь 2, у, 2 имфеть И 
_ шим данной суммы, и самый шипит. 

ПРриязръ. — Знал, что 2у? —а°, найти таитит 32-|-Зу. 

Изь 2998 — а° иифемь: (32) (2у)* = 9% 8 Жа\ слвд. по теореф $ 690 

_ заключаежь, что искомый шишиий имфеть мото пр 9=%, выражая от- 
в’ 

{ : сюда 2 и вставляя въ услово, имфемь: | уаз, откуда узар В ; 

49 10а 5/73): 
_ самый пипииии воть > 2у, 1.4, зо - у (5) . р 

692. ЗАДАЧА П.— Найти типйпит полной поверхности ниши дан- у 

_ мало объема ту. 

Ниша есть тФло, образуемое вращенемь па 180% около. оси 
АС фигуры, состоящей изъ прямоугольника, ВОС0, завершающа- — 
тося квадрантомь АВО. Пусть радусь 0А =, высота 00 пря- 
`моугольника равна У; поверхность ниши у и. 

хера ый ван Бай 39), 
таз лаз а — 223 

Но 6 залу - 3 откуда у= Ба 

слЪд. поверхность ниши 

* = пост. 2044, сдфдоват. 



693. Задача Ш.— Найти тбйтит суммы та" 5 

й Всегда, можно найти таыя два числа @ и $, чтобы а2==03; найдя ихъ, 

‘имфемь тождество (2^)* = (2°)°, откуда (та“)”. (’-= . 18. Такимъ об- 

`разомъ, вопросъ приведень къ нахожденю шупипит”а суммы, зная, что произ- 
одеше двухъ степеней ея членовь — постоянно; по теор. $ 690 ши 

етъ мфето при 
п 

Эна 2% т 
а ’Т76. При а ат 

«Н/У а+ь РО 
#= а самый шшишии = (@-|-5). () (") а 

694. Теоремы $ 686 и 690 обратны теоремамъ $ 667 и 675. Этотъ резуль- 
тать встрфчается часто, и его можно формулировать такъ: 

ТЕОРЕМА. — Елмы Ом \ суть функщы нъсколькить перемънныть 
2, У, 2... .; сли, затъмь, при постоянномь значещи А функши 1 

функшя У импеть тахтит В; если, сверль тою, В измюняется 
45 томь же смысль какь и А, то обратно: П будеть имть ттитит 
‘равный \, козда \ будеть сохранять постоянное значете В. 

2, у. 2,. . . не опредфляются, такъ какъ они должны удовлетворять только 
одному ур— но й 

=А; 

‹<лфд. функшя У можеть принимать безчисленное множество различных значенйй, 
въ числ которыхь наибольшее, по условшю, есть В; отеюда ясно, что если, 
наобороть, мы дадимь функши \ постоянное значеше В, то въ числё без- 
‘численнаго хножества значенй, которйя можеть принимать 0, будеть нахо- 
диться и А. И легко показать, что не можеть получить никакого значеня 
‘менышаго А; въ самомъ дфлВ, допустивъ, что 0 можеть принять значене 
А'< А, мы найдемъ, что наибольшее изъ значенй У, совмЪстное съ П==А’, 

о будеть меньше В, въ силу того услошя, что Ви А изибняются въ одномъ 
смысль. СлЪд. А есть дфствительно шиншит функщи 0, когда У сохраняет 

_ постоянное значеше В. 

`ПРиМЗРЪ. — Пусть 

О—ж-руа-РЬ У=ау 

о по теоремв (667), если Г сохраняет постоянную величину А, то У получаеть 
"наибольшее значеше при 

я=у=#=, 

о Вь самомь дЬлф, когда П получаеть значеше А, то этнмь перенфнныя — 



— 776 — 

а самый ототь шахииит В = (#) Но Аи В измфняются въ одномъ смысл 
НЕ: 

(ибо =, у, 2, (-—положительны), слфд. когда У сохраняеть значене @ ‚ то 

наим. изъ значений, принимаемыхь 0, будеть А; этого значешя П достигаеть, 
слвд., при 

695. Въ заключеше приведежь еще нфсколько примфровъ тёхь аналитиче- 
скихъ уловокъ, при помощи которыхъ можно элементарно находить шах. и ши. 

функщй высшихъ степеней отъ нфсколькихь перембнныхь. 

1. Найти тутйтит Е зная, что «+ у=2а. 

Имфемъ: Е = Е Очевидно, эта дробь будеть ижфть шутит 

тогда, когда знаменатель ея достигаеть шахииии’а; но 2-|- у=2а, слёд. ху 
иметь шах. при 2 = а; при этихъ значешяхь хи У данное выражене 

и имфемъь шшиший ==. 

И. Найти тритит ®--у, зная, что ОН 

ег будеть нифть пыт., когда (2-Р У)* имфеть шипит. Но, по усло- 

вю, ву =, откуда 

аа-руй ау (у ау = ву (8 - 2). 

Очевидно, это выражеше нифеть пшпипит, когда 2 иуфеть шина, 

7.-0. КОТА ту, ® ПОТОМУ И дур ИфОТЬ Шах, Но 5. г ий о того, что 

= = те. 

при 2=у=ау2. При этихь значоныхь 2--у и имфоть пиипит, равный 
2а из. 

Ш. Найти трйтит =*-|- у*-|- 27, зная, что в-- у #=3а. 
Тождественно имфемъ: 

аут ая еда Я Вис пении 

сумма этихь производителей постоянна) имфеть шах. мт 

Отсюда видно, что данное выражене имбеть шшиии тогда, когда иметь 
шшипит (2 — у)*-—- (2 —#)*-- (у— 2); но эта сумма существенно положи- 
тельна, слёд. ея шипит есть нуль, и имфеть ифсто при 2 = 
и данное выражеше имфетъь ши. при 2 =у=4==4; самый пищит 

Ту. Доказать, что если & -|- у = 2а, сумма &" -|- у" имтеть таттит 
при &=у=а. 

Во-первыхъ, замфчаемь, что теорема справедлива для т == 2, ибо 

2 у? = (®-Еу)* — 22у==4а* — 2зу, 

откуда ясно, что какъ уменьшаемое постоянно, то разность имфеть ши., когда, 
вычитаемое имфеть шахипиш, т.-е. при 2==У. 



УНАРИЕ 

Затвуь, допустивъ, что теорема справедлива для показателя т—1и для 

веЪхъ предылущихъ, докажежь, что она справедлива и для показателя т. 

Различаемь два случая: т==2и/ и ж==2т/”-- 1, 
Положивь т ==2/, имфемъ: 

дует ум — ту, 
но положению, 2””—|- у’ имфемь тицииию при 2 =; съ другой стороны 2” у” 
или (2у)” имфемь шахишии при #=у. Слбд. 27” -- у?" нифежь пупиоать 
при =. 

‚ Положивъ т = 2%" --1, нибежь: 

а уе (ал | у) (д ут) — ттт (ду) = 

ау) (ей учи) — За (ту, 
Первая часть этой разности имфеть шийшит при 2=9, ибо, по положению, 

'0б& ея множителя — ши!та при 2 =; вторая часть нифеть при 2==у шах 
таща. Слфд. 2” | уз" +1 имфемь шпипиии при 2 ==. 

На этомъ основани заключаемь такъ: теорема зёрна для т ==2, слёд., 
по доказанному, вфрна и для т==3; будучи врна для т=2 и т=3, 
вфрна и для т = 4 ит. д. Слфд. она вфрна для всякаго т. 



ОТДЪЛЪ ЧЕТВЕРТЫЙ. 

АНАЛИЗЪ СОЕДИНЕШИ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ. 

ГЛАВА ХиШ. 

Размфщешя, перестановки и сочетаня безъ повторен и съ повторенями, 

_ 696. Опредфленщя. — Если изъ и данных предметовъ, напр., изъ т буквь аа 
а, 6, с, а,. .., 1, 1 ваять К буквъ, гдф Е 3 т, и написать нхъ другь за. 
`другомъ въ какомъ-нибудь порядкЪ, то получится соединеше, называемое разлиь- 
ащенемь изь т буквь по №, или размьщенемь изь т буквь 1-ю порядка. 

_ Такимьъ образом одно размбщеше отличается отъ другого или самыми буквами, 
‘или только порядкомъ ихъ. Изъ данныхь 7 буквъ можно составить нфсколько. 
азмфщенй #-го порядка; число ихъ обозначають сихволомъ А, ТАБ нижин, 
указатель % означаетъ число вефхъ предметовъ (элементовъ), верхый &— число 
элементовъ, входящихь въ каждое разифщеше. х 

Если въ составъ каждаго соединешя мы возьмемь вс данныя буквы, то. 
одно соединеше будеть отличаться оть другого уже не буквами, а только по- 
раядкомъ, въ которомъ онф написаны. Таюя соединеня называются яереста- 

_ новками. Число перестановокъ изъ т элементовъ обозначаютъ символомъ В 

Изъ опредфлешя слфдуеть, что Р„, = Аж. 
Если, взявъ 7% различныхь буквъ, мы составииъ изъ нихъ соединешя по’ 

® буквъ въ каждомъ, такъ, чтобы одно соединеше отличалось отъ другого #0. 
_ крайней мпръ одною буквою, то получимъ такъ-называеныя сочетания 

тт буквъ №-го порядка. Число ихъ обозначають символомъ (1 

Займемся указашемъ способа составлешя и опредфлешя числа соеди 
_каждаго рода. 

Размфщен!я (аггапхетеп{$). 

697. Способъ составления и опредфленше числа размьщенй.— Пусть 6; 
9%, 6,4... +, 1 данные т элементовъ. Число разифщенй изъ э 
т буквъ, по одному Злементу въ каждомъ, очевидно, равно числу 5. 
блвд. Ат. 



гого нужно взять поочередно каждую изъ т сы и приписать къ ней — г 
каждую изъ остальныхь 7 — 1 буквъ; такимъ образомъ получимь таблицу: 

Чтобы доказать, что такимь образомь получатся 
всф размфщеншя 2-го порядка, надо доказать, что ни. 
одно разибщеше не было опущено, ни одно не по- 
вторено два раза. И въ самомь дфлЬ: 1) возьмемь 
каков-ниб. размфщене, напр., с4; для составленя вер- 
тикальныхь колонн мы ставили по-очереди каждую. 
букву на первомь мбетф; слФд., въ частности, была 
валта и буква с; справа отъ этой буквы ставили каж- 
дую изъ остальныхь буквъ, слфд., въ частности, и 
букву 4; что и дало размёщене с4. Слфд. ни одно 

_разивщене не было пропущено. 2) Сравнимь два кавя-нибудь разифщеня таб- 
_ лицы: они будуть находиться или въ одной и той же вертикальной колонн®, 
и въ такожь случа будуть различаться послфдними буквами, или же будуть 

_ содержаться въ двухь различныхь вертикальныхь колоннах, — и ВЪ такомь 
случа® будуть различаться первыми буквами. Убфждаемся, что вс размщешя 
различны, т.-е. что таблица не содержить повторенй, Итакъ, послёдняя содер- 
ЖИТЬ всё разибщешя 2-го порядка. к 

Опредфлихь ихъ число. Очевидно, вефхъ вертикальныхь колоннъ столько, 
сколько всфхь разифщенй 1-го порядка, т.-е. сколько вефхь буквъ, слфд. т; 
въ каждой колоннф тр— 1 размфщенй; слфд. вефхъ двойныхь разуфщенй 

_т(т— 1). Итакъ, Ав == (т — 1). 
Составимь тройныя размфщеня изъ 9% буквъ. Для этого нужно взать по- 

очередно каждое двойное разибщене и приписать къ нему послфдовательно 
тр— 2 остальныхь буквъ; такимъ образомь составимъ таблицу: 

Докажемъ, что ни одно тройное размущене не 
аб аб. . ба . .Йа было пропущено и ни одно не повторено лишний: 
64 ава. . а. . И разъ. И въ самомъ дл: 1) возьмемь какое-ни- 
абе . в . Не будь разибщене ИГ. Для составлешя вертикаль- 

о ныхъ колоннъ мы брали поочередно каждое двой- 
ное разибщен!е; сл, между прочимъ было взято и 1. 

ы Къ нему приписывали послдовательно каждую изъ 
0%...  остальныхь буквъ, сл. въ частности была припи- 

а ар... в. #® сана и буква /, что и даеть @/. СлЪфд. таблица 
не содержитъ пропусковъ. 2) Сравнимъ два какйя- 

‘нибудь разифщеня таблицы. Или они находятся въ одной вертикальной колонн», 
и тогда различаются послЪдними буквами; или— въ двухъ различныхь колоннахъ, 

_и въ такомь случаз различаются, по крайней мфрф, порядкомь двухъ первыхь, 
буквъ, какъ 4сё и са. Заключаемь, что всё размфщешя таблицы различны. 
Итак, она содержить всЪ разибщешя 3-го порядка. 

Опредфлижь ихъ число. Вебхь вертикальныхь колоннъ столько, сколько 
двойныхь размфщешй изъ 2 буквъ, т.-е. А» или т(т— 1); въ каждой ко- 
лоннф содержится т — 2 размбщеня; слФд. вофхь тройныхь размфщенй 

т(т — 1) (т— 2). Итакъ А =т (т — 1)(т— 2). 

_ Равсматривая формулы Аз, Аж, А», замфчаемь, что всБ он составлены 
_ о одному и тому же закону: каждая представляеть произведеше чисель, по- 
слфдовательно уменьшающихея на 1, начиная съ 2% и кончая множителемь, 



‘равпымь числу олементовь, мннусъ ‘размщенйй, 
_ множителей равно порядку а, Докажежь общность этого закона, и для 

этого выведемь формулу, выражающую зависимость, , ЖожАТ зислани размфщенй 

двухъ смежныхь порядковъ, напр., связь между № №. Вообразижь, что’ 
мы оставили вов разифщеня Ё— 1-го порядка, число которыхъ выражается 
символомъ, 5 ‚ и желаемжь составить разифщешя #-го порядка. Для этого бе- 
ремъ поочередно каждое разифщеше &— 1-го порядка и приписываемь къ нену — 
тЫ дно каждую изъ остальныхь буквъ, число которыхь =7— (&— 1), ии 

| -- 1. Такимъ образомъ составимъ столько вертикальныхь колоннъ, сколько 
у И ® — 1-го порядка, а въ каждой колоннф т — #-|-1 размфщени. 

р Докажемъ, что ни одно размфщене Х-го порядка не повторено два раза и чо — 
ви одно не пропущено. Въ саможь дфлф: 1) сравнивая два как/я-нибудь раз- 
мфщеня, найдемъ, что они или находятся въ одной и той же вертикальной 
колониф, и въ такомъ случаф разнятся послфдними буквами, или же принадле- 
жать двумъ различнымь колоннамъ, и въ такомъ случаф разнятся, по крайней 
мврф, порядкомь А— 1 первыхь буквъ, какъ ас... и с#...бай. 2) Ни одно 
разищене Ё-го порядка не а пропущено; въ самохъ да, пусть взято 
размфщене Ё-го порядка абс... й. Для составлешя этихъ размфщенй мы брали 
поочередно каждое разифщене 1-ю порядка, слФд. въ частности было взато 
и разувщеше абс...й; къ нему приписывали послфдовательно каждую изъ осталь- 
ныхь буквъ, слёд. приписали, между прочимъ, и букву №, что и даеть а6с...2#%. 
Итакъ, указанныхь способомь составлены всё разуфщеня #-го пор. изъ % буквъ. 

Для опредфлешя ихъ числа, очевидно, нужно помножить число колоннъ, 

т.-е. число разибщенй &— 1-го пор. или АБ | ва число разуёщенй въ каж- 
дой колонн, т.-е. на ж— #--1, Ижфемъ: 

. МА и 

ь Это и есть формула, связывающая числа Ан и №1. Такъ какъ формула эта— 
и о общая, то можемъ давать въ ней  всЪ цфлыя значеня отъ 2 до Ё. Получим: 

ЗИ (=) 
№=А%(т— 2) 

ак. 

АА (т — 1). 

Переиножиеь ам эти разевства, сокретивъ въ обфихъ частяхъ общаго 

множителя Аж. А ль А и замфнивъ 75 его значешемъ 7, найдемъ: 

Ан =т(т—1)(т—2)(т— 3)... т—&41...() 

Отсюда 

ТЕОРЕМА. Число размпщенй изь т буквь по К равно ЕН 
® цълыхь чисель, уменьшающихся послпдовательно на 1, изь которыль. 
первое равно т. : 



В 1. Околько можно бы было составить словь изь 20 с0- 
_ масныхь и 6 зласныхь, если каждое слово долэено заключать 3 созлас- 
‘ных и 2 зласныхь, причемь послъдная моууть занимать только второе 
‘и четвертое мьста? 

20 согласныхь дадуть размёщешй по 3 буквы въ каждомь: А; въ каж- 
о домь изъ этихь разубщенй 6 гласных, пожфщаеныя по-парно на второхъ и 
четвертом сть, мот быть размуфщены ТН способами; слфд. число иско- 

_ мыхь словъ АХ 48 =20.19.18Ж6,5=205200. 

Перестановки (регти{аИот$). . 

г: 699. Способъ составлен и опредфлене числа перестановонъ. — Переста- 
°  мовки различаются отъ размфщенй только тфиъ, что берутся вс® буквы. Изъ 

_ этого прямо слФдуетъ, что для составлешя перестановокь изъ 2 буквъ надо. 
изъ этихь буквъ составить всЪ разуфщешя по 2, изъ нихь размёщеня по 3 

пока не дойдемь до размфщешй по 7%. Отсюда также слбдуеть, что для 
С пробния числа перестановокь изъ т буквъ нужно только въ формул 
Ат==т(т —1)(т— 2)... (т—--2)(т—®--1) положить ==. 
Такижь образомь найдем 

Р.=А=1.2.3...(т—2)т— т. 
Отсюда, 

Творемл. Чмсло перестановокь изь т элементовь равно произведено 
натуральныхь чисель оть 1 д0 т. 

Можно доказать эту теорему независимо отъ формулы числа разибщени. 
Въ ‘самомь дфлф, пусть составлены перестановки изь *%— 1 буквъ а, Ь, с, а, 
‚КА, и пусть число перестановок будеть Ри-1. Чтобы составить перестановки 

_ иЗЪ т буквъ, беремь каждую перестановку изъ %—1 буквъ и вводим въ нее 
_ т-ую букву 1, помфщая послфдовательно слфва и справа этой перестановки и 
_в0 вс промежутки между ся буквами. Такимь образомь мы составихь вс 
перестановки изъ 7 буквъ, безъ повторенй и безъ пропусковъ. Безъ повторе- 
иЙ—потому, что одна перестановка будеть отличаться отъ другой или поряд- 
комъ  — 1 первоначально взятыхъ буквъ, или мфстомъ, которое занимаеть 
новая буква 1. Безъ пропусковъ, ибо, взявъ перестановку аБ...й, напр., замф- 
чаежь, что она произошла изъ перестановки абс...К, составленной изъ т— 1 
первоначальныхь элементовъ, въ которую буква 1 введена на 3-е мфсто; слёд. 

о такая перестановка была получена. 

Итакъ: указаннымь способомъ получимь всЪ перестановки изъ 9% буквъ. 
‘Опредфлимь ихъ число. Каждая перестановка изъ т —1 буквъ даеть т пере-_ 

_ становокъ изъ 2% буквъ, ибо буква { можеть занять въ первой # различныхь, 
месть; сад. \ 

з 

Ри тРы: 

од бинекьй |“. \ 



куча те общею: давая” въ ней т. нь всЪ значеня 
_ до т, находимъ: 

Р.=Р,.2; Р,=Р,.3; Р-Р, . 45. . 3; Р.= Ри. т. 

Перемноживъ эти равенства, уничтоживъ обще множители въ обфихь ча- 
_ стяхь, и замфчая, что Р, = 1, находимъ: 

Р„=1.2.3,4...(т—1).т... (1). 

Такое произведеше т’ первыхь натуральныть чисель часто встрёчается въ фор- | 
мулахь анализа: ему дано особое назваше — факторала т. 

700. Примъръ. Сколькимы способами 5 лошадей молуть быть га- 
пряжены в дилижансь? 

Очевидно, искомое число есть число перестановокъ изъ 5 предметовъ; слЁд. 
_ оно равно 1.2.3.4.5, инди 120. 

Примъчате. Помощию перестановокъ въ прежнее время отыскивались ана- 
зраммы фразъ и словъ. Такъ, изъ имени Генриха Ш Валуа, Нешу 4е Узю5, _ 

_ выходить: УШаш Негойе, 3.; изъ имени убйцы Генриха Ш, Руёге Засдиея ©16- 
шеш выходить: с’е5ё Гешег ий ш”а стёб; изъ словь Бошиз езениа (домь Ле-_ 
щинскихь) Яблонсьй составиль слфдующия фразы: А4ез шеойшие, опн8 65 
шеЧа, шапе $48 1061, 55 сомшшиа Ое!, | зсапе зойиш; въ послфдней ана- 
грами было предсказаше: Станиславъ сдфлался королемъ польскимь. Нахожде- 
Ше подобныхь анаграммъ весьма затрулнительно, такъ как число перестановокь 
изъ довольно значительнаго числа буквъ бываеть чрезвычайно велико; напр. 
число перестановокъ изъ 12 предметов будетъ 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12; это. 
число представляетъ, напр. сколькихи способами могутъ 12 лицъ вы у 

_ на 12 мфстахь; положивъ, что 1 пересадку они усибвають сдфлать въ 1 ми- 
путу, что въ сутки они употребляютъ на это 12 часовь и въ годъ 360 дней, 
найдемъ, что всф пересадки могутъ быть ‘окончены чрезъь 1848 лётъ. 

Сочетан!я (сот шта15015). 

_ 701. Способъ составлен и опредфлеше числа сочетанй.— Пусть дано т 
_ буквы а, В, с, 4,..., АВЕ это будуть сочетая изъ т буквъ по 
< одной. Для составаешя двойныхь сочеташй беремь каждую букву, крохб по- | 
_ сльдней, и приписываежь къ ней послфдовательно каждую изъ слёдующихь за — 

нею. Получииь таблицу двойныхь сочетанй: 

., мы, ы 



Этим мы изъ разифщенй выбрасываемь тавя, которыя оть имфющихся уже 
отличаются только мфстами буквъ, и сл. получаемь сочетан!я. Но изъ способа, 
составлешя сочетавй трудно опредфлить ихъ число; легче это сдфлать при по- 
мощи слфдующей теоремы, 

ТЕОРЕМА. Число размъщенй изз т буквь по № равно числу соче- 
тан изь т буквь по Ё, помноженному на число перестановокь изь № 

буква, т.-е. А.Р. 
Вообразимъ, что мы составили таблицу сочетавй изъ т буквъ Х-го порядка; 

чнсло ихъ выражается символожь С». Взявъ каждое изъ этихь сочетаний (со- 
держащее Х буквъ), сдфлаежь въ немъ всевозможныя перестановки, число кото- 
рыхь (изъ одного сочеташя) будеть Р,. Докажемь, что такимь образомь мы 

_ составимь вс разуфщешя изъ т по К, безъ пропусковъ и безъ повторен. 
Въ самомь дфлф, если взять изъ составленной таблицы два члена, то: или они 
происходять оть двухъ разныхь сочетанй, и въ такомь случа различаются 
буквами; или же происходятъ изъ одного и того же сочетая, — И въ таком 

случаф разнятся порядкомь буквъ. Слфд. таблица не содержить повторенй. Въ 
ней ить и пропусковъ. Въ самомъ дфлЪ, вообразимь нфкоторый членъ # груп- 

пы А», не обращая вниманя на порядокъ буквъ въ немъ; этоть члень пред- 
ставляеть нфкоторое сочетане изъ т буквъ по №, и слёд., если не обращать 

вниманя на порядокъ его буквъ, онъ находится въ групи (%; такъ какъ бук- 
зы этого сочетая были перехфщены всфми возможными способами, то 2 не- 
обходимо содержится въ числ полученныхь разибщенй. Зная это, замбтимъ, 
что одно сочетане порядка Ё даетъ Р, перестановокъ, сл®д. 

=. Рь 
откуда : й 

Щ_ АВ _ тя —бя—2). . св) 
р ЕЕ: >. 1 

Итакъ, имфемь тЕОРЕмУ: число сочетаний пзь т буквь по Ё равно тро- 
‘изведемю К цълыхь чисель, послъдовательно убывающить на 1, первое 
из» которыль —= т, дъленному на произведеме натуральныхь чисель 
от» 1 40 Г. 

Можно доказать эту теорему независимо отъ форхуль числа разибщенй и 
числа перестановокъ. 

Пусть дано # буквъ а, В, с, 4,... Обозначивъ число сочетанй порядка 

сииволомь СЕ и, выразивъ двумя способами число буквъ, содержащихся во всей 
совокупности этихъ сочетанй, приравняежь другъ другу результаты счета. Каж- 

Дое сочетаве содержить Х буквъ, а вебхь сочетанй 0%: са. вобхь буквь вв 

нить будеть ВХ 0*...(1). 7 

тя 



ЛЬ сочетан ®— 1-ю. ряда, Жели къ 
те.  пришеать букву а, то составятся сочеташя А-го порядка съ буквою @; 

‘ихъ будеть, слфдовательно, — Итакъ, во всей Я сочетавий 1-0 
порядка число такихъ, въ которыя входить буква а, будетъ и: Подобныжь 

ке образожь число сочетанй, въ которыя входить буква ©, будегь СА, ит.д. 
‚для каждой изъ 7% буквъ. Сльдовательно, число вех буквъ во вевхь сочета- 

зшяхь Ё-го порядка, будеть о .(2): 
я Приравнивая числа (1) и (2), имфемъ 

® 

&. Ж=т. #1 откуда в=таь 

а. к. эта формула общая, то можно написать 

т— а —@ —= Е —фа—1 у = аби ° 
$ ( 

я — Шодотаоаяя вифсто @ числа 0, 1, ы ..., #— 2, получимъ 

Перемножая эти тождества и’ сокращая въ обфихь частяхь 
_ тели, найдемь 

#="®и—. 

а какь ыы т — №--1, такъ какъ оно означаеть число сочетавй изъ 
т—&-|-1 буквь по одной въ каждомь и, слЬд., равно числу этихъ буквъ, 

_ 10 легко видфть, что. 

—_тт—1(тр— 2)... (тб 
= ав : 

702. Примъры.—Т. В» обществь изь 12 лиць выбирають коммисет. 
чз» 5 членов, для разработки нъкоторало вопроса; аа и > 

коммиссёя можеть быть составлена? 
Такъ какъ одинъ составъ комисйи должень отличаться оть другого и пе 

одержать всфхъ тёхь же лиць, то, а О АО ЗС ие 

в. 



число воть число сочетаний изъ 10 злометокь 10 2, уменьшенное — 

О стор. ное), ис. = — 10 1- —10=35. у 
703. Число С* есть необходимо число цфлое; поэтому изъ формулы (Ш) 

фямо получается 

ТЕОРЕУл. Произведеще ® посльдовательныхь цъьлыхь чисель дълится 
без» остатка на произведене первыхь Ё цълыть чисель. 

› 704. Формула (ПГ) можеть быть представлена въ другомь вид. Помноживъ 
‘ея числителя и знаменателя на (# — &) (т —#-—-1)(т— #— 2)...3.2.1 или, 
чо то же, на 1.2.3... (т — ®), найдемъ 

В —10и-2).. .т—#--1)т—Ют-&—1...3.2.1 = * 
У 1Т.2.3,..АХГ.2.3...т-Ю 

Прочитавъ числителя въ обратномь порядкф, находимь, что онъ предета= 
вляеть произведене натуральныхь чисель оть 1 до 2; слфд. можно написать: 

Е НВ, 
8, и № в вк"). 

\ Замфчая, что [,-3 есть число пфлое, изъ послфднихь формуль прямо нахо- 

иь слфдующую теорему. 
ТЕОРЕМА. Промзведене ряда натуральныль чисель оть 1 40 т 

на произведеще 1.3.3..., на произведеще 1.2.3...(т-— 1) 
 произведенйе этиль двуть произведенай, полагая & < т. 

705. Свойства сочетанй.—1. Умсло сочетанёй изъ т буквь по № равно 
числу сочетанй изь т буквь то т— Ъ, т.е. =, 

Въ самомь дв, по формуле ТУ имфемь: 

А На Р, Р, 
ру, ри и “= Ре $35 

откуда прямо сльдуоть равенство 0% = 0 —*. 

_ Можно доказать эту теорему еще такъ. Пусть въ урну положено т буквъ. 
Вынемъ изъ урны какя-нибудь А буквъ. Эти № буквъ образуютъ одно, и только. 

, сочетане изъ т буквъ по №. Оставийяся въ урн % — ® буквъ образують 
_ своей совокупностью одно, м только одно, сочетавйе изъ этихь т буквъ по =. 
о Такниь образомь всякому члену трушы 0% соотвётствуеть одинъ, и только, 

одинъ, членъ группы т и обратно: слёд. число членовъ обфихъ трушть оди- 
наково. 

П. Число сочетанй изъ т буквь по № равно числу сочетанёй изъ Г 
т —1 буквь по №, сложенному съ числомь сочетанйй изь т — 1 буквь по. 

брт... р 
о Вь самомъ дьлЪ, по формул ТУ можемь написать: 

м 

я 

в 1.2.85: (т) ОЕ 
6 т... и" 1-8. 



Складывая, находим: 

се и] 1 1 
я -® у ( 5а и Е: 

но 

слЪд. 

= ив =" 

Теорема эта можеть быть доказана иначе. Члены группы С могуть быть 
разбиты на дв части: пусть первая содержить всф тф сочетаня, въ которыя 
не входить буква @: изъ число будеть 0%_ь. Другая группа будеть содержать 
сочетаня съ буквою а. Вынеся въ нихъ за скобки букву а, получимь въ скоб- 

кахь, безь пропусковъ и безь повторен, всё члены группы СУ, составлен 
ные изъ буквъ В, с, 4,... №, #, 1. Итакъ, дЪйствительно, число 0% ть сухма — 

Ы й—1 
чисель (т и (и. 

706. ЗаАдлчл 1. Вз числь сочетанй изъ 12 букв а, Ь, с, 4... по 5 
сколько такижь сочетанй, каждое изь которыхь содержало бы 8 опре- 
дъленныя буквы, напр. а, 6, с? 

Для рышеня вопроса напишемь подрядъ буквы @, 6, с; къ этимъ буквамъ, 
нужно послфдовательно приписывать парныя сочетаня изъ Чен 9 буквъ. - : 

Искомое число и будетъ число парныхь сочетавйй изъ 9 буквъ, т.- 9 или 36. 

ЗАДАЧА П. Вь числь сочетанёй изь т буквь а, Ъ, с,... по Ё, сколько 
такиль, которыя не содержать ни одной изь р опредъленныхь буквь 
ТВ, "6.4 

Отдфливъ эти р буквъ, которыя не должны входить въ составъ требуемыхь, 
сочетаний, изъ остальныхь т—р буквъ составииъ сочетая 1-го порядка: ихъ 

число и будетъ искомое, т.-е 

(т—р)т—р-1.. (тр -У, 
..й 

ЗАДАЧА Ш. В» чмелю сочетанй из» т букв» а, В, с,... по №, сколько 
таких», которыя содержать, по крайней мтръь, одну изь опредъленныхь 
р буквь а, В, с,...2 

Очевидно, искомое число есть разность между полнымь числомь сочеташй 
_изъ 7 буквъ по и числомь сочетанй, не содержащихь ни одной изъ 2 опре- 
двленныхь буквъ, т.-е. 

тт —1)(т— 2)... (тб) _ ®-ртфр— 0... тб. 
Е с ЕЗИЕТЕИРЩЯ 

Соединен!я съ повторен!ями. 

707. Разиъщешя съ повторениями. — Размёщешя называють полными или 
‚5 повторевями, когда буквы въ размёщешяхь могутъ яовторяться нЪоколько 
`разъ. 



_ Пусть дано т буквъ: @,6,4,...,/,Ы. Чтобы составить изъ нихъ двойныя 
размёщешя съ повторешями, нужно къ каждой изъ буквъ приписать послфдова- 

_ | тельно каждую изъ данныхъ буквъ безъ исключеня; такимьъ образомъ получим 
_ Двойныя размыщеня: 

съ буквою а въ начал: аа,арас. ...., ай, ай; 
съ буквою ® въ началЪ: 64,6, ....., БЫ: 
съ буквою с въ начал»: са,с6,66 ....., 6й, 61,6; ит, д, 

Способомъ, которымъ пользовались выше, докажемъ и здфеь, что полученныя. 
ея всЪ различны и не содержать пропусковъ. Легко найти число ихъ. 

‘ь каждою буквою въ начал имфемъ т размьщен, и какъ каждая изъ эт буквъ 
поочередно ставится въ началф, то всбхъ размъщешй будеть эж . т или т. 

Для составлешя тройныхъ размфщешй беремъ одно двойное, напр., аа и при- 
писываемъ къ нему каждый изъ данныхъ элементовъ без» исключения; двойное 
‘размфщене аа дастъ тройныя: Ч 

ааа, аа, пас,. ..... . ‚ ааа, аа 

двойное размфщен!е аб дастъ тройныя: 

м ара,аБь, абс, . +... абъат, а; и т. д. 

Извфстнымь образомь локажемъ, что, поступая такъ, ни одного тройнаго 
‘разм. мы не пропустимъ, и ни одного не повторим лиший разъ. Число ихъ 
опредфлить легко. Одно двойное размфщеше даеть эи тройныхъ; слфд. та двой- 
ныхъ размфщенй дадутъ  Ж т? тройныхъ. 

Вообще, число размфщен!Й 7-го порядка, обозначаемое символомъ 2%, будеть 
зи". Доказать это значить доказать, что если число размфщенИ! 7—1-го пор. есть 
эи"—1, то число размыщешй порядка г есть т”. Въ самомъ дфаф, послёдйя мы 
получаемь, приписывая къ каждому размфщеню “—1-го пор. каждую изъ т 
буквъ; такимъ обр. одно размёщеше х— 1-го пор, даеть 2 размфщен! порядка, 
, слд. т’-й размыщенй х— 1-го пор. дадуть тЖт"—1 или т" размфщенй по- 
рядка, г. 

ПРимфры.—1. Сколько можно написать трехзначныть чисель изь девяти 
Мир» 1,2,..., 92 Е 

Очевидно, столько, сколько можно сдфлать тройныхь размёщешй съ повто- 
ренями изъ 9 элементовъ, т.-е. 93 или 729, 

П. Сколькими способами моуть вскрыться 3 ипральныя кости (костяные 
кубики съ нумерованными гранями)? 

Очевидно, 63 или 216 способами. 

3 708. Перестановки съ повторенйями. -- Вообразимъ э буквъ, въ числ кото- 
рыхъ буква а повторяется а разъ, 6—8 разъ, с—1 разъ и т, д., причемъ а-{-}-- 
4+. ‚ равно или меньше ть т,-е. что каждая буква, повторяется, или что есть 
и неповторяющяся буквы. Группы, получаемыя отъ всевозможныхь перестано- 
вокъ этихъ 7 буквъ, называются нерестановками съ повторешями; число ихъ 
будемъ обозначать символомъ: №», 

Обозначимъ на, время число ихъ буквою 2 и опред®лимъ его, Въ каждой групп 
поставимь у а буквъ, равныхъ а, значки 1, 2, 3,..., в. Переставимъ эти значки 
всевозможными способами; такъ какъ изъ а элементовъ можно сдфлать В пере- 

‘становокъ, то получится новая таблица, въ которой будеть 2.Р, груштъ. Эта 
от таблица содержить всф перестановки изъ т буквъ, въ числ которыхъ 8 буквъ 

равны 6, т буквъ равны с,. ..,а друмя различны. Въ самомъ дёль: 1) каж- 
< дыя двф группы этой таблицы различны, ибо если они получаются изъ одной и 

той же группы первоначальной таблицы, то разнятся порядкомъ значковъ 
12,...:, 2; а если происходять оть двухь различныхь грушть, то отличаются 
‘порядкомь буквъ. 2) Какая угодно перестановка изъ т буквъ, въ которой В 
буквъ равны 6,7 равны с,. . ., остальныя же буквы различны, находится въ 
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этой второй таблицё; ибо если въ этой перестановкз уничтожить значки 
1,2,..,, а, то получимъ группу первой таблицы; а, по предположению, буквы 
а въ этой грушт6 были снабжены индексами 1, 2,..., чи послЬдые перем®- 
щены всевозможными способами. 

Затьмь, въ каждой групи 2-ой таблицы поставимъь у буквы 6 значки 
1, 2, 3,...,Ви перемфотимъ эти значки всевозможными способами; получится 
3-я таблица, число членовъ которой равно &, Ра. Рз. Какъ и выше, докажемъ, 
что эти члены суть различныя перестановки изъ и буквъ, въ числь которыхъ 
1 буквъ равны с ит. д. 

Продолжая такимъ образомъ, получимъ вс перестановки изъ 7% буквъ числом 
&.Р..Р8.Ру... Но когда вев равныя буквы замфнятся неравными, то’ 
образуются а, изъ т буквъ, безъ повторен; число такихъ переста- 
новокъ равно Р„. Итакъ: 

5 Е Ри я.Р». Р.Р; ...=Р,, ' откуда 5: ее ищите ес 

1.2.8... 
19, тан е я 

ПРИМФРЫ: 1. Сколько можно составить пятизначныть чисель цифрами 
Зи 6, изь которыть первал повторлется 2 раза, вторая 3 раза? 

3.4 
Искомое число, оче: о. - Я т.-е. 10, о ло, очевидно, воть ов» Т.е. 10, 

П. Какъ велика сумма цифр во всъхь перестановкахь из цифръ 122334? 

№ 

Число вобхъ, перестановокъ = р, т —180; въ каждой перестановкВ сумма, 

цифръ =15, слд. во всвхъ перостановкахь она = 15 Х 180 = 2700. 

Ш. Ве урн 10 шаровъ: 3 бълыхь, 4 красныхь, 2 черныхь и 1 син. Сколько 
‚можеть быть перестановокь изъ этизль шаровь? 

Число искомыхъ перестановокъ = Рю —12600 Ру. Р.Р 
709. Сочетая съ повторенями.—Имфя эж данныхъ буквъ а, 6, с, 4,..., 

аа № с. . ИИ и взяв букву а, присоединимь къ ней пооче- 
а № а. .# редно всф буквы, не исключая и буквы а; затВмъ къ 6 
ае 4... присоединимъ послёдовательно вс слфдуюция за ней 
а буквы и самую букву 6; къ с— всЪ за ней слёдующя 
м ь 6 ис, ит. д. Получимъ группы, раздичающияся, по край- 
.ыа ней мВрЪ, однимь элементомъ и называемыя сочета- 
9 Ц ями изъ т буквъ 2-0 порядка съ повторешлми. 
& 

Залфмь, взявъ каждое сочетаню 2-го порядка, припишемъ къ нему букву» 
которою оно оканчивается и каждую изъ слфдующихъ буквъ; составимъ группы, 
ааа 45. . ‹. м Ш Ш разняццяся, по крайней мёрЪ, однимъ элемен- 
ааб ас - ет томъ и образуюция сочетая изъ т элемен- 
в... ‘товь 3-0 порядка съ повторешями, и т: д. 

Въ простыхъ сочетаняхъ порядокъ # быль 
необходимо < т; въ случа сочетавй съ по- 

Я а й вторен!ями порядокъ ихъ м. б. какой угодно, 
ай аы . . . т.-6. ® можеть быть 3 т. Напр., изъ двухь 
буквъ а и 6 сочетан!я съ повтореншями могуть быть и 3-го, и 4-го и т. д. поряд- 
нь полныя сочетая 3-го пор. изъ двухъ буквъ @ и 6 будуть: ааа, ааб, 

» 655. 
Чтобы опредфлить число полныхъ сочетанй изъ т буквъ #-то порядка, с0- 

считаемъ двумя различными способами, сколько разъ какая-нибудь опредфленная 
буква, а напр., встрёчается во вофхъ этихъ сочетаняхъ, и приравняемъ одинъ 
другому результаты счета. Обозначимъ искомое число [сочетаний знакомъ Г», а 
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сочеташяхь будеть ый но это же число буквъ равно 22; слфд. 

Вт, 
те= ВТ», откуда 2=—,”. 

Вычеркнемъ букву а по одному разу изъ всфхъ сочетанй, въ которыхъ она 
вотрфчается. Урфзанныя такимъ образомъ сочетан!я будуть составлены изъ дан- 
ныхъ т буквъ, но въ каждомъ будеть только по &—1 буквъ; способомъ, не разъ, 
‘уже указаннымъ, докажемъ, что совокупность этихъ ррныхь сочетажйЙ пред- 
‘ставить вс» полныя сочетан!я изъ т буквъ по К—1. число, согласно приня- 

той нотащи, будеть ГА-1. 
‘Они будуть содержать и букву а; и чтобы выразить, сколько разъ вотрЪ- 

чается въ нихъ буква а, нужно только вм. & подставить # —1 въ вышенайден- 

ную формулу. Найдемь о р 

Такъ какъ буква, а изъ сочетанй съ повторенями изъ т буквъ по № была 
зычеркнута Г-1 разъ, то 

1 #—1 #—1 4 
2=1Г*: ИН 1 ги, 

Приравнивая одно другому два выражен!я для 2, имфемъ 

ВЫ ть 
Е Ги-\, откуда 

т В 

Подставляя сюда вмото поочередно №, &—1, #—2,..,, 2, и замфчая, 
что Г\, =, найдем 

ге — ИА тЫ)... тт, 
и 1 

Очевидно, что = [2-1 + и слвдовалельно, можно высказаль теорему: 

Число полныхь сочетанй изь т элементовь К-о порядка равно числу соче- 
тан безь повторенй изъ т-- ® — 1 элементовь по К. 

`Можно еще замфтить, что, какъ по свойству обыкновенныхь сочеталйй, 
= Сы то 

О * 

Первая формула удобне для случаевъ, когда < т—1, вторая—въ про- 
тивныхь случаях. 

Нижесл$дующее, иное, доказательство дано профессоромъ Валецкима. 

Найти число сочетанй съ ИЕ изъ т буквъ а, 6, с,. .., 1 по- 
рядка К. Всякое такое сочеташе м. 0. изображено одночленомъ а” 53. ..В, 
тд а, },...,) суть т цфлыхъ, положительныхь или равныхъ нулю, чиселъ, 
которыхъ сумма =. ВсЪхъ сочетанй будеть столько, сколькими способами 
можно распредфлить # единиць между т числами, нульными или положительными. 
Чтобы представить одно изъ такихъ распредфленй, расположимъ въ рядъ т—1 
какихъ-либо знаковъ, напр., 0; затёмъ напишемъ единицы числа а передъ пер- 
вымъ 0, единицы $ въ первомъ промежуткВ и т. д., наконець, единицы числа, \. 
за посльднимь 0; не ставя ничего, если показатель есть нуль. Такимъ образомъ 
‘получатся группы въ родЪ: 0.110. . .01, состоящя изъ ® единиць и т—1 



четанйй столько, упть этого, 
число ть, и. о: ‘изъ рае уквъ, въ числ к 
`рыхъ находится & единиць и т—| значковъ 0. Такимъ образомъ, обозначая 
мое число сочеташй знакомь Г*, получимъ: 

1.2.3... (®-Е—1) 
1.2.3... (т-ПХхТ.2.3...В 

ори можно представить въ другомъ вид%, сокративъ на1. 2,3... (т-—1); 

—_ ттт). НН . ©) 
1.2 ЕЯ р * 

=ЩН... 6), 

Въ самомъ дфа\,. на основанш формулы (1) имвемъ 

ее) о АИ 
та Ее Ра 
а эти дроби равны. 

12 
> Напр, Гы =-р-а- = 66. 

711. Примъръ. На сколько способов» моцуть вскрыться 2, 3,... злраль- 
_ныя кости? ; 

_ ДВ кости мотуть векрыться на столько способовъ, сколько ориетаубть 
_парныхь сочетанй съ повторешями изъ 6 одементовъ, т.-е. на №8 =) гв 

Три кости кости могуть вскрыться на, Ге ев способовь и т. д. 

ГЛАВА ХЦ. 

Биномъ Ньютона. 

вод, ды бинома Ньютона для ифлаго положительнаго показателя. — Свой с 
этой формулы. —Степень полинома.. Е треугольникъ НН 



5. (#-- а) (5) (а) =а-а| а а | =-- абс; 
НЫ +4 
Че 

3. (#--а)(® Р-Н е)(в-- а) = ж-ра | 2-6 | 2*-- а |5-|-абеа. 
| а - аа 
| аа аа 

ь Ча -+ы| + 
цы 
- а 

итд. 

‘и Внемательное разсмотрве этихъь произведеый обнаруживаеть слёдующие 
законы ихъ состава: 

1) Число зленовь каждаго произведешя единицею больше числа перемно- 
жаемыхь биномовъ. 

2) Каждое произведеше расположено по убывающимъ степенямъ общей буквы 
4 биномовъ, причежь: показатель буквы 2 въ первомь член равень числу 
перемножаемыхь биномовъ; затбмъ показатели 2 идугь постепенно уменьшаясь 
ив 1, до послфдняго члена, который не содержить буквы 2, или, что тоже, 
содержить х въ нулевой степени. 

3) Коэффищенть перваго члена равенъ 1; коэф. 2-го члена равенъ сумиб 
вторыхь членовъ биномовъ, или, что тоже, суммф сочетанй перваго порядка 
изъ вторыхъ членовъ; коэф. третьяго члена равенъ сумиф двойныхь сочетаний 
изъ вторыхъ членовъ; коэф. четвертаго члена — сумм тройныхъ сочетанй изъ 
вторыхь членовъ, и т. д. Наконець, послфдый членъ равенъ произведению вто- 
рыхъ членовъ вофхь биномовъ. 

Докажемь общность этого закона. Для этого, допустивъ, что законъ вфренъ 
для т— 1 бинома, докажемь, что онъ останется вфрень и для произведеня, 
содержащаго однимъ биномомь больше, т.-е. для биномовъ. 

Итакъ, пусть будуть 2-на, 2-НЬ, 2--с..., 2--№ э--% ть 
тр— 1 биномовь, для которыхь, о допущению, вышеуказанный законь в- 
р Обозначимь символами: $; — сумму вторыхь членовъ этихь биномовъ, 
— сумму двойныхь сочетанй изъ нихъ, 8, — сумму тройныхь сочетаний, 

вообще, 5, — сумму сочетанй #-го порядка, и З»-1— произведеше вофхь вто- 
рыхъ членовъ. По допущению, произведеше этихъ 2% — 1 биномовь дастъ: 

(2-0) (#0 @--9.. ее ата Зита 
РЕЗ"... Зона... Зы. 

Введя т-го множителя 2-|-1, найдемь отсюда: 

(е-рое--О.. еде" ЕВ аа 
И + 

Е, ЕВ 2-Е 

| -Е8-и 

1. Видияъ, что показатель буквы 2 въ первомь числ фавень числу 
перемножаемыхь биномовь, что въ слфдующихь членахъ показатели буквы 2 
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идуть, послфдовательно уменьшаясь на 1, до послфдняго члена, гд$ этотъ по- 
казатель есть муль, т.-е. тдЪ 2 не входитъ. 

2. Изъ закона показателей прямо слфдуеть, что число членовъ произведе- 
я равно ®-|-1, т.-е. на единицу больше числа биномовъ. 

3. Коэффищенть перваго члена есть 1. 
Коэф. втораго члена составлень изъ суммы 8, вторыхь членовъ первыхь 

т— 1 биномовъ, сложенной со вторымьъ членомъ, 1, т-го бинома; слбд. онъ 
равенъ сумм вторыхъ членовъ всбхъ 7 биномовъ. 

Коэф. третьяго члена составляется изъ суммы 5, двойныхь сочетанй вто- 
рыхъ членовь *— 1 первыхь биномовъ, сложенной съ произведешемь 5,7 
сунмы вторыхь членовъ этихь же 7% — 1 биномовъ на второй членъ # послд- 
яго т-го бинома; другими словами, этотъ коэф. ‘составленъ изъ суммы такихъ 

двойныхь сочетанй 7 буквъ, въ которыя не входить 1, -|- сумма двойныхь 
сочетаний % буквъ, въ которыя входить й; а это даеть полную сумму двой- 
ныхь сочетанй изъ 9 буквъ. 

Коэф. червертаго члена равенъ сумм 8, тройныхь сочетанй изъ вторыхь 
членовь первыхь %—1 биномовъ, сложенной съ произведешемь 8, суммы 
двойныхь сочетанй тфхъ же буквъ на новую букву { введеннаго бинома; другими 
словами, этоть коэф. составленъ изъ суммы тройныхъ сочеташй вторыхъ буквъ 
биномовъ, сочетанй, не содержащихь 1, -- сумма тройныхъ сочетанйй изъ твхъ же 
буквъ, но содержащихь ; это даетъ полную сумму тройныхь сочетанй 7 буквъ. 

Вообще, коэф. при 2”—*, или коэф. (&-| 1)-го члена, составляется изъ сужиы 
8, сочетан й #-го порядка вторыхь членовъ первыхь ® —1 биномовъ, -- про- 
изведене 8л-1. Г суммы сочетанй (#—1)-го порядка изъ тёхь же членовъ на 
второй членъ { новаго бинома; т.-6. этоть коэф. слагается изъ суммы соче- 
тавйй -го пор. вторыхь буквъ 7% биномовъ, сочетанй, не содержащихь 1, = 
сумма сочеташй -го порядка изъ тёхъ же буквъ, но содержащихь #; эго даетъ 
полную сумму #-хъ сочетанй  буквъ. 

Наконецщь, такъ какъ З»—1 есть произведене вторыхь чденовъ %— 1 пер- 
выхь биномовъ, то 5,1. { есть произведеше вторыхъ членовъ т биномовъ. 

Итакъ, законъ, допущенный для т — 1 биномовъ, оказывается вфрнымъ 
и для произведешя, содержащаго однимъ биноможь больше. Но мы непосред- 
ственно доказали его для двухъ, трехъ и четырехь биномовъ, слфд. онъ вБренъ, 
и для 5; будучи вбрнымь для 5, вБренъ и для 6 биномовъ, и т. д.; слЪд. онъ 
вфренъ для какого угодно числа биномовъ. 

713. Формула бинома.— Итакъ, имфемъ тождество: 

(#-а)(#--5)(е-- 9... (е-Н)е-Рд = "Еве" ат-а--.., 
„Е Выа-ы-...-Н 8. ... (1) 

полагая, что число -биномовь есть т. При этомъ: 

Я =а-Н6--е..... Для вывода изъ этого тождества фор- 
ба =аб-ае-- ....-; мулы бинома, т.-е. (2-- а)", стоить 
5, або афа-- №; | только положить, что во воть т би- 
4 мае ’| номахь вторые члены равны, т.-е. что 
о а=Ь=е=...=$==1. Первая часть 

ы кн у. тождества обратится въ (2-- а)”. 
ЗН аа ЗатЪмъ, найдемь, что; 

$„ Ре: $, =а-а-а-[-...- а; 

а какъ вебхь слагаемыхь здфсь т, то №: = 74. 



т = а*--а*--а*--... а; причежь слагаеныхь здёсь столько, 
_ сколько двойныхь сочетаний изъ т элементовъ, 1, слдовательно, 

8, =а'--аз--.. .--а; причемь аз повторяется слагаемымь столько 

'разъ, сколько есть тройныхь, сочетавй изъ т элементовъ, т.-е. т, 

{ _тт—1 "— 2) в 
1238 . 

_ Вообще, В, =4^--а--... 4 причемь слагавнымь 4“ берется 
столько разъ, сколько есть сочетанй #-го порядка изъ т элементовъ, т.-8. 

такъ что 8; = 

т(®—1®— 2)... ®-&+1. т т—П. НЮ р, 
Тв ЗОЖ. 8, ео 

Наконець, 8"=а .а.а. . .а, гдф а повторяется множителемь т разъу 
=а4' : 

ый ь 
° Тавимъ образомъ, тождество (1) береть видъ: 

отпал” ола да... 

: и -5.. АО аа... а”. ые 

Это и есть знаменитая Ныютонова формула бинома; пока она доказана 
нами для случая возвышеня бинома въ какую угодно степень цълалю по40- 
экительналю порядка. Вторая часть вя называется разложенщемь первой. 

714. Эйлерово доказательство формулы бинома. —Приводихъ доказательство. 
формулы разложешя (а--65)”, независимое отъ теорш соединенй, Оно дано 
зеликимъ аналистомь ХУШ вЪка Эйлеромъ. Замфтимь, что если въ биномв 
а--Ь вынести за скобки а, то найдем 

[а (а (1+) ма)", 

_ положивъ а. Вопросъ приводится такимъ образомъ къ разложению (1-%)". 

Въ своемь доказательств Эйлерь береть исходнымь пунктомь слфдующее ; 
_ тождество. Взявъ произведее ® биномовъ 

2) = (1-Е а2)(1-- ве) а -Н а)... (1-Н а”)... (1), 

_ подставимь 42 вмфсто 2; найдемъ 

(аз) = (1-02) (1 аз) (1-54)... (1--а”а) . (тама); 
а помноживь об части на 1-- ах, имфемь 

(1-2) К(аа) — (1--а2) (1-92). . .(1-ра"з), (а-а" На), 



@--а9) . Каз) = а-Ра"На) . ©) 
Если перемножить ® биномовъ (1), то, очевидно, получится иногочлень, 

_ визшый членъ котораго будеть 1, а высший будет наи д”. Расположивъ — 
его чдены по восходящииь степенямь 2, получимь ы 

е=п А-а... -НАа,. . . (3), 

_ и ве ДБО сводится къ нахожденю коэффищентовь А,, Аз,. . ., А». Для 
‘этого въ тождеств® (2) замфнимь /(а2) и /(2) ихъ разложешями, выполнихъ 

_ унножене и расположимь члены по восходящимь степенямъ 2; такимъ образом, 
получится тождество 

3% 1-Е Аза | 2-Е Ааа... Аа”... 
а| --А,а* А-а” 

ие |. =’. 
4" | май Е Ара" 

Приравняемь теперь коэффищенты при одинаковыхь неренять Я УЗИ Е 
_фищентовь при 2” найдехь равенство 

дур до — А Ам, 

_ Пережвожая эти равенства, сокращая 00$ части на 4, А. А 
замфчая, что а*. 2. 4*. . а? = а. Ра" 2 

т ат а —1 
Е ат” Е а ы 



р КР, сы р ыы . 

теперь а=1; А, будеть представлять въ этомъ случа 

‚р дробей, изъ коихъ каждая ‘обращается въ 5: Но, сокращая 

@—1 и полагая затфиь а==1, найдемь итъ истинныя значеня, а именно — - 

(СА. =е--нееч. . а-я 
ЕТ) Га"—? -- ап-3--. 

__ [аа +... 
о ар ат... 

Слфдовательно 
д —""—1(и—2)...М-Р+У, 
еб ег Я ант 

она я ее ыы 3... 0..7, найдемь вс коэффитенты А,, Ре 
(3), тдв первая часть, [(2), есть произведене 

де Кера НЫ . (1-Е а"2), обращающееся при @=1 въ 
2)". Такимь образожъ, равенство (3) даетъ 

ее... О. и. 
154... -2 

о ели подставить сюда обрато 2 вифсто х, то получится выше найденное 

_ разаожене (а-- 5)". у 

715. Свойства формулы бинома. — Формула бинома [бережь разложене, 
(#-|-а)"] обладаеть слфдующими замфчательныхи свойствами: 

Т. Члены ея расположены по убывающимь степенямь буквы 2 и [по воз- 
растающимь буквы а, причемь показатели буквы х идуть, послфдовательно, 
‘уменьшаясь на 1, начиная оть т и до нуля (въ послЪднемь член), а пока- | 
затели буквы @ идут, послфдовательно увеличиваясь на 1, отъ О (въ первомъ 
‘член%) до т; сумма же показателей при хиа постоянна и равна въ ее ;. 

членф показателю 7 степени бинома. 
П. Число членовь равно т-|-1, т.-е. единицею больше показателя р 

ма: это непосредственно видно изъ закона показателей. 
11. Коэффищенты бинома суть: 

тт—1), тт—1т— 2) тт... = В+1, 
1. 2 РЕЗОВ Вы. веть 

-в. коэффищенть тервио члена равень 1, а коэффищенты членовь, 

_ ТУ, Обыкновенно (#-- 1)-й членъ, формула котораго есть 

тт—1)(т—?2)...(тр—Е+И 

Ты» 1.2.8... @— а‘"\, 



_- < мазывается общим» членом» разложешя, потому что изъ него можно получить 
всВ члены разложены, начиная со 2-го, полагая # равнымъ послЪдовательно 
1, 2, 3, 4,...,т. Вь самомъ дЪлЬ, полагая 

—=1, находимъ Та Та", а это есть второй членъ; 

> >’ та, т.е. трей зленъ; 

, > и а34"-3, т.-6. четвертый членъ; 

тт—1)(т—2)...2.1 
2 &=т, > Тен Т.В, и а" — а”; а это — по- 

4 «аЪдый членъ. 

Такимь образомь для получешя изъ общаго члена—какого угодно члена 
ны нужно только положить #==числу членовъ, предшествующихь опре- 

ляемому, 

У. Коэффищентия членовь крайнихь и равно-удаленныть оть край- 
нить равны между собою. Въ самом ДЬлЪ, коэф-ты 1-го и послфднаяго члена 

| равны 1. Затбмъ, возьмежь чдены: #-|-1-й оть начала и #--1-й отъ конца. По 
”. свойству Ш, коэффищенть перваго изъ этихъ членовъ равенъ числу сочетанй 

№-го порядка изъ т элементовъ, т.е. [,-3 Замфтивъ, что отъ послфдняго до 
у &-—- 1-го члена отъ конца включительно имфется #--1 членъ, а вефхь чле- 

к новь т-|-1, заключаень что (#--1)-му чдену оть конца предшествуеть 
т -— @&--1) ян т— чаеновь, а потому его козф., по пунк. Ш, ра- 

вонь 0% *. Но мы знаемь, что 0—0" * ($ 705, 1). 

УТ. Если показатель т есть число четное и = 2р, то число членовъ раз- 
‘ложешя будетъ нечетное 2р-|-1, а потому въ срединф разложеня будетъ коэф- 

с фищенть не повторяющийся, съ обфихъ сторонь котораго козффищенты равны 
и расположены въ обратномь порядкЪ. Очевидно, въ этомъ случаф придется 
вычислить р-|-1 коэффищенть. 

Если же показатель т есть число нечетное, напр., 22-1, то число чде- 
$ ‘новъ будеть четное и = 2р-|-2; коэффищенты второй половины будуть тже, 

что и въ первой, но расположены въ обратномъ порядкЪ, а въ средин® разло- 
жешя находится рядомъ два равныхъ коэффищента. Вычислить придется поло- 
вину, (р-- 1), всётъ коэффишентовъ. 

УП. Вычислеше членовъ разложешя слфдуеть вести по слдующему пра- 
вилу. Подставивь въ формулу #-|- 1-го члена 

тт—1... + ® + и 
ее НЫ и, 

# &—1 вибсто &, на основаны п. ТГ\, найдемь №-ый членъ 

т, = ти т вен... 



в чтобы изь К-ю члена вывести (№ -|- 1)-й члень, надо коэффишенть 
помножить на показателя т—-&--1 буквы х въ этомь члень ш 

раздълить на число К членовь, предшествующихь опредъляемому; за- 
Эпъьмь, показателя буквы а увеличить на 1, а показателя буквы х умень- 
шить на 1. 

зРы, 1) Разложить (2-- а)". 
Число членовь —=7--1==8; поэтому вычисляемь 4 коэффищента, & для 

другой половины разложешя ставниь тв же коэф-ты въ обратномь порядк®. 

Найдежь, примфняя правило УП, первые четыре члена: 27-|- 7а2'-- 7 блзь 

} тр ат, или 27-- аж -- 21432 -|- 354824. Все разложеше будеть: 

я а)'= 27-|- Таз‘ -|- 21433 -|- 35а%4 —|- З5аа?-- 21аал -- Табе -- ат. 

2) Разложить (х-- а)*. 

Вефуь членовь 9; вычисляемь 5 первыхь: 2* -|- 8а2” -|- ее а* -|- 

8 р 1.8 7 5 айлА, или 2*-|- Заз” -|- 28328 -|- 56а? -|- 704124. 
ВА 1 

_ Вее ̀разложеше будетъ. 

(дра)-аз--вазл-{-29а96-|- ббаза-- Той ббазай-{-2Вабал-|-Вала-|- ав. 

УШ.— Коэффишенты идут» увеличивалсь до средины разложешя, а 
_ затюмь уменьшаются. 

_  Соотношеше (3) пунк. УП показываеть, что коффищенть #-- 1-ю члена 

о получается изъ козф-та #-го члена умножешемь на дробь Е . (лёд. 

когда этоть множитель >> 1,`коэффищенть (#-{- 1)-й будеть больше №-го; когда 

Е будеть == 1, оба коэф-та будуть равны; наконець, при аа <1 

_ послфдующий козф-ть будеть < предшествующаго. Опредфлене; при какихь № 

_ множитель м будеть >>1, приводится къ рЬшенйю, относительно №, 

неравенства 

т—&-1 
Е >1, откуда, замёчая, что #> 0, имфемъ: кк С. 

5 Различаемь два случая; 7 — число четное, 7% — нечетное. 

‘Первый случай.— Пусть % число четное и = 2р, Вефхь членовъ въ раз- 
_ ложенш будеть 2р-|-1; одинъ изъ нихъ занимаеть среднее мфсто: тотъ, передъ. 
которымь находится р членовь и за которымъ слфдуеть р чденовъ, т.е. р-- 1-й. 
Подставивъ въ нер. (1) 2р вифсто т, найдемъ 

В+ 



я сло мрьлое,, п ово должно быть меньше + это хожеть быть 

&—=0,1,2,3,. . .,р:т.-е. коэффищенты возраставигь отъ начала до ре 1-го 
включительно, т.-е. до средняю, который и будеть наибольший. Изъ п. У за- 

_ ключаемъ, что дальнфйиие коэф-ты будуть идти уменьшаясь до конца разложе- 
Ня. Итакъ, въ срединф разложешя находится один» члень съ намбольшиемь 
кооффищентомъ. 

_— Второй случай — Пусть т-—число нечетное и =2р-- 1. Число членовъ 
_ разложешя будеть 2р--2, такъ что оно распадается на двф половины по 

_ Р-Н коэффищенту въ каждой. Неравенство (1) даетъ 

Екрь 

откуда слфдуетъ, что для полученя возрастающихь коэффищентовь надо давать 
_ № значеня 0,1,2,. .., р; т.е. коэффищенты идутъ возрастая въ первой по- 

„овинф строки. Если затфмъ дадижь  значене р-|- 1, для вычисленя перваго 

_ коэф-та второй половины разложешя, то множитель ыы обратится въ 1; 

слбд. (р-|- 2)-й коэф. = (р-Н1)-му (что слфдуеть и изъ пун. У). 

Итакъ, при % нечетномь, въ срединф разложеня находятся 06а равные 
коэффишента рядомь, большие остальныхь. о 

ТХ. Сумма всъхь коэффишентовь разаоженя (2 -- а)" вседа = 2", 
Въ самомь дВлф, положивъ въ формулв бинома 2==а = 1, замфтимъ, что пер- 
„вая часть обратится въ 2”; а во второй части всф степени буквъ аи обра- 

_ татся въ 1, такъ что въ этой части останется сумха коэффищентовъ; именно: р 

а 
Примьчанще. Замфтивъ, что коэффищенты, начиная со второго, суть числа 

сочетавй изъ 2 элементовь порядковъ 1-го, 2-го,, . .,т-го, и перенеся 5 
въ первую часть, можемъ предыдущее равенство написать въ вид: р 

Е... 

Это значить, что полное число сочетавй изъ эт элементовъ, порядковъ отъ 
_ 1-го до т-го, равно 2”— 1. 

Х. Разложене (2— а)” получается изъ (2-- а)” подстановкою (— а) виф- 
©то а; такимъ образомъ, 

ео тт а адыиыЕ 
о. дом та" ран. от... (0). 



Е пу, . ЕО р, 

_ подъ которымь онъ самъ собою принимаеть надлежащ знакъ соотвЪтственно. 
_ всякому частному значению №. Подобно этому и послфднему члену, 5 а”, -цфле- 
сообразнфе дать видъ: -- (— 1)”. а". 

Такъ, общёй члень разложешя (1 — 2)° будеть 

Я 
^ Х. Ели въ формул (а) положить 2 ==@==1, то она дасть 

ЕЕ и има Ех ЕЕ] 

‘или, собравъ положительные члены въ одной части, а отриц. въ другой: 

ь тт—1) | т*—1т—2) т—3) с т(т—1) (®— 2) 
ИН р Я р ЕИНИ 

т.-0. сумма коэффишентовь нечетныхь мпсть равна сумм коэффишен- 
зтовь четныхь мъсть. 

Примъчанще. Написавъ послфднее равенство въ вид 

1-Е. =...) 

заключаемь: если изъ % предметовъ составить сочетания вофхь порядковъ оть 
1-ю до эи-го включительно, то число’ сочетанй, въ составъ которыхъ входить 
нечетное число предметовъ, единицею больше числа сочетанй четнаго порядка. 

716. Задача |.— Разложить (Та? — За), 

Положивь 74% — м, 35 — 0, имфемъ: 

БЕ 
Е 

(и— 6) = и — б0м Зи Ва | 55 — 03, 

Подставивь вмфсто ши © ихъ величины и выполнивь вс вычисленя, 
найдем: 

(Та —3а5)°—16807а5°—36015а'5°-|-30870487—13230а76%-{--2835а85° 

Задача И, Найм седьмой члень разложенёя (а* -|- 327)! 
`Искомый члень == 0% . (325). (@*)13 = 19779228 289 98, 

Задача !!!. Найти 12-й члень разложеная (2 — аз), 
Искомый члень == 0 (—а) И. 24 = 0%, 16, (— 4) = — 21840412, 

— 243а\ 1. — 



` Задача дима 218 ве мы. 

Данное вар. [а (1—6) ]' — 08 (>) и какъ 2576 будеть 

_ иножитедень каждаго члена разложешя |1 — аз) то нужно найти въ этомъ 
я к 

разложеши коэффищенть члена, содержащаго св’ или г › 1-6. 7-го чя. 

образомь, искомый кооффищенть =4°. 0%. (8 ° — 84а1ъ°. 

Задача У. Найти коэффищенть при х’ в5 разложени (==) 

Пусть 2” встрёчается въ &-|-1-мъ членф. Этоть члень = 

ь 
=... (55) =. 0. = 

новь аъ должно быть 2”, слбд. т — Зё ==”, откуда # = "р Итакъ, 
т м 

искомый коэффищенть = (— 1)? .0. 3, что можно представить въ форув 

"-— 0 я. 

1,2... Г. 1.2.. РА 

и Задача \!. Найти численно-наибольший члень въ разлоэкенди М 
®--1-ый членъ получается изъ #-го умножешемь послёдняго на, 

+1 а = 

Множитель, а — 1, очевидно, уменьшается по ифрв возрастаня #; слфд. 

и численное значене "= )-* уменьшается при возрастани , а потому 
та 

® 
®-|- 1-ый чл. не всегда будеть больше #-го. Вели - 2 Ши икото- 
ух 1 будеть меньше 1, то ®-- 1-й чл. будеть меньше №-го. Сдбд., чтобы 

членъ былъ численно больш, необходимо должно быть 

я! а о Е > 

т.-е. 

ЕЕ кат 
1+2 1+2 

1 и сл5д. будеть не Если ® будет але тогда будетъ 
1+2 

_ одинз наиб. члена, а два, Ё-ый и &-|-1-ый, которые будуть равны между. 
‘собою. 

н Такъ какъ мы ищемъ наибольшй по численному значенно членъ, то наше’ 
‘разсуждеше одинаково примбнимо и къ разложению (2— а)", такъ что ЧЕ: 



ВОО 

ныхь примёрахъ нфть надобности обращать внимашя на знакъ второго члена 
бинома. (Само собою разумфется, что удобнфе каждый примбрь рфшать незави- 
симо отъ общихь формулъ. 

ПРИмФРЬ 1-й, Найти наибольшей члень разложеная (1-|- 4<)%, если 
т #=.. 
З 

№-ый членъ будеть наибольшимъ, если будет Е <! и те >! 

Такъ какъ 

8—1 8—&—1-1 ТЕ. 40.1, и ЕВЕ. 4. 

10 д. 6. удовлетворены неравенства 

9—№ 4 10—^ 4 
ЕАИС ЗЕ-ИУ ЯНЬ 

изъ которыхъ найдемъ: >>. Слфдовательно, наибольшй членъ будеть 

зместой. Величина его = 

6 ()'=а ; (м 
3 3. 248 * 

ПРиизРЬ 2-й. Найти наибольший члень разложешя (3 — 2)*, 
еслы д =1. 

Ты = Е ыы = ХТь численно, 

и 
т,= а ы. ) Е Х Ть-1, численно. 

Должно быть, 

откуда 5>#>4. Но при #=4, Тьа==Т,; сл. въ данномь случав два 
члена, 4-й и 5-й, численно равные, больше остальныхь. 

Ихь общая величина = 

3. (2)*. 38° =84 8. 729 = 489888. 

717. Приложенте.— Теоремы Эйлера и Фермата. 
1. ТеорЕмл ЭйлЕРА: если р есть число первоначальное, а т— ка- 

жое-улодно цтълое число, то разность т? — т дълится на р. 
Если р — число первоначальное, то коэффищенты разложеня (2-- а)” суть 

цфлыя числа, содержапуя (кромё 1-го и послздняго членовъ) множителя. р 
Въ самомь дфль, представляя числа сочетанй, коэффищенты необходимо суть 
числа цфлыя; сверхъ того, число р, будучи первымъ, не входить въ знаменатели 
1.2, 1.2.3,..., 1.2... (р-— 1) коэффищентовь. 

Такимь образомъ, имфемъ право написать 

т = [1+ (т— 1) Р=1-Е крат. р-- (т— 1), 
‘откуда, вычитая по т, имфемъ: 

т? —т=(т— 1)" —(т— 1-ю. 2; 
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и слёдовательно 
т? —т=(т-— 1)" — (т— 1) кр. р 

= (т — 2)" — (т— 2) кр. р 
. . =? —1- ар. РЕКр. р, 

и теорема доказана. 

П. ТЕОРЕМА ФЕРУАТА есть простое слФдотые теоремы Эйлера и выра- — 
жается такъ: еслы первоначальное число р не дълить числа т, то оно . 

дълить т? — 1. 

Въ самомъ дфлЁ, найденное равенство т? — % = кр. р можно переписать, 
такъ: 

т (т? —1) =кр.р, 

откуда прямо видно, что если р не дфлить числа т, то, будучи первымъ, оно 
должно дфлить другого множителя т? — 1 

718. Степень полинома. Практическй премь для разложеня степени по- 
линома, заключается въ томъ, что въ выражеши (а--5--е...)" разсматривають 
Ъ--с--...какъ одну букву, и по формулв бинома разлагають [а--@®--с-+...)\". 
Въ разложене войдутъ различныя степени ®--е-...); надъ этимь выраже- 
емъ оперирують такимъ же точно образомъ, разсмалривая (с-- 4--...) какъ, 
одну букву; продолжая такимъ ‘образомъ, получаютъ требуемое ‘разложеше, 

Отыщемь общ члень разложешя (а -е-+-4-...)". Положивъ 
Ь-е-а+...=м, имбемь (а + В --е+а-+... "= (а-+ "= (е-+ а)”. 
Обозначивъ этоть общ членъ буквою Х, имфемъ: 

или 
тя а’ат-'...(1). 

Здфсь ат" (© --с-а...)т-" = ®--у)"— = (у--)"-", полагая с+ 4... =. 

Разложене (у -- 5)"-" содержить т —-- 1 членовъ; назвавъ обийй членъ 
его, содержащий а”, буквою У, можемъ этому члену, согласно (1), дать видъ, 

ТИ 

Подставивъ въ (1) на мото 2”"—” общёЙ членъ_У этого выражешя, найдемъ 

12... .т1.2.. и) М 
КЕ. каюте. а: би ОО 

или, сокративъ коэффищенть на 1.2... (т—*): 

х 1.2.3... .т 
ат ке" оси 

Выражене это представаяеть вс тф члены искомаго разложен!я, которые сд- 
держать а” и 6”. Въ немъ ут—"-" = (ес а-е-... )*—"-" = (а + от", 
полагая г=а-е-+... 

Разложеше (2 - с)"—"-—" имфеть т—х—*'-- 1 членовъ; назвавъ общий его 
членъ, тоть, передъ которымъ находится 7” членовъ, буквою 7, получимъ 

о 1.2.3... тии) 
1.2.1.1 2.3. ит атиати-н-т, 
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Замфнивъ во (2) выражеше у"—"-” его общимъ членомъ 7, имфемъ 

гв 1.2...т.1.2...(т-—"—”) 
71.2. .е.2. 47’ .9. (ти). 1.2.." Л... тии") 

или, по сокращенш: 
х 1.23...т 

1.2. . .7.1.2. ..Нд2. . .л.2. .. ии) 
ит. д. 

Если бы полиномъ имфлъ только 4 члена, то быль бы 2—4, и если обозначить 
т—т—"— т” буквою ”””, то общий членъ разложешя (а--5-- с + 4)” былъ бы 

1.2.3...% 

СХ ар ме 1.2.1." 

ТД ик" иди Ни -г -м"=т. 
Усаовившись произведеше 1.2... принимать =1, когда, &=0, можемъ 

изъ Х На всф члены разложеня (а -- $ + с - а)", подставаяя вмфсто 
т, 7, г’, г" послфдовательно всЪ положительныя цфлыя числа, удоваетворяющия 
условно ии’ г” г” т. $ 

Для получешя перваго члена, полагаемь г— т, и слёд, *’ ==" = м" —0, 
вслфдств!е чего всф произведешя 1.2...”,1.2...7’и1.2...м” обратятся 
въ 1; найдемъ 

атс" тг-нф—и, 

ато” ат-ь-т т 

= а’отетиати, 

Желая найти члены, содержаще а”-1, нужно положить г=т —1 и слфд. 
иг’ -- г” =1. При этомъ получится столько членовъ, сколькими способами 
можно удовлетворить ур—н!ю х’-- ””--””=1 цфлыми положительными числами 
со включешемь нуля. Очевидно, этому ур—нво удовлетворимъ, полагая пооче- 

дно каждое слагаемое==1, и при этомъ каждое изъ остальныхъ двухъ равнымъ 0, 
‘акимъ образомъ 

1. При г=т—1 беремъ г’=1 и "== 0, что дасть 

1.2. т 
Е 

2. Прил=т—1 беремь ”=1 и ”’=””=0, откуда, 

1.2...т 

1.9... т 

3. Наконець, при х=т —1, взявъ ””=1 и”="=0, имемъ 

х ат—Цлсоа — тат-—\; 

х ат— си — тат-—1с; 

1.2... -т 
ГОС — уе ОБ 

Желая найти члены, содержащее а”—2, должны въ общемъ чаенф положить 
т—=т— 2, и слёд. г г’--г”=2. Посалфднему ур—н!о можно удовлетворить 
6 способами: 

х ат-—Цусой — тат—1. 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

Такимъ образомъ найдемъ члены: 

х 1.2: 
г 9. т. 

чает и т(т— 1) 
Е рен 9 1 аа 
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1.2. ..т 7 т(т—1) 
РАС ОЛЯ 1.2 ата? @т-ир, 

1,2. 56 ‹ — ВЕ т" 261с1 48 — (т — 1)ат-—%с. 

Ве) т р = тв — а"-3а. ИВ а 
ор 1.2...т ат зола = т(т — Тат-эса, 

Т. 2... (@—2),1.1.1 

Ариеметическ!й треугольникъ Паскаля. 

719. Таблиць, извфстной подъ именемь армеметимескаю трелольника — 
Паскаля, даютъ различное расположеше; мы ‘укажемь то, которое принято было 

о самимь Паскалемъ. 

ъ =. 

'Изъ произвольной точки А проводять 
горизонтальную прямую Аз и вертикальную — 
Ау, и на каждой изъ нихъ, начиная оть 

‚р точки А, откладывають равные о , 
обозначенные на фигур» нумерами 0, 1, 2, 
‚... Проведя изъ точекъ дфлешя прямой 

и Аф ливи параллельныя Ау, а изъ точекъ _ 

«) 
анны 

дьлешя Ау прямыя, параллельныя Аз, 0б- 
разують ихъ пересфчешемъ ‘сЪть кв 
товъ, которые Паскаль назвать кликами. 
Прямыя, соединяюпия точки дфленя лин 

Аз и Ау, равноотстоящёя оть точки А, образують съ А 
и Ау прямоугольные треугольники; эти лини называз 
базами. База, соединяющая на Ах и Ау точки дфлей 

7 ты ® Ей считая оть А, называють я-ою базою. 
к / Г] ‚ую вертикальную полосу, называють 
(нор тк, ‘образующий горизонтальную полосу, наз 

в ь тей. Цифры на Аз суть указатели (индексы) с 
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(нулевой, первый, второй... }; ры на Ау суть указатели лин. Самую 
таблицу составляютъ, руководясь дующимь правиломъ. 

Правило построеня таблицы. Умсло въ какой о клюткъ С получають 
сложжещемь чисел, стоящить въ капткать С’и С", прилежащить неповред- 
ственно къ С, одна- сверху, друмя—сатва оть С; =0'- С". 

И 
0" 

с 
Го" 

Таблица чисеть, такимъ образомъ составаенныхъ, и образуеть ариометиче- 
с®йЙ треугольникъ Паскаля, Отсюда прямо слфдуеть, что числа, написанныя въ, 
двухъ клёткахъ, лежащихь на одной и той же баз, въ равныхъ удален!яхъ оть, 
ея концовъ, равны между собою. 

Фигурныя числа, Числа, находящяся въ клфткахь лини съ индексомъ р, 
‘называются ре числами порядка р. Такъ, фигурныя числа нулевого по- 

суть 1, 1, 1,...; фигурныя числа 1-го порядка суть 1, 2, 3, 4,...; 
то порядка: 1, 3, 6, 10,...у; ит. д 

т ое фигурное число порядка р будемъ обозначать символомь №; это число 

написано на лини подъ нумеромъ р, въ столбцв подъ нумеромъ т—1, на баз 
подъ нумеромь т--р—1. 

По закону составленя треугольника Паскаля имфемъ соотношенше 

= 1... . 0). 

`Примьмаще. Легко видфть, что Е® =1, каково бы ни было т; и № =Ь 
каково бы ни было р. 

Свойства фигурныхъ чиселъ. 

720. ТеорЕмл. т-ое фиурное число порядка р равно суммъ т первыть 
Филурныхь чисель порядка р—1. 

Окладывая соотношешя, указываемыя равенствомъ (1): 

а, =... ., ВЕНУ И 

и замфчая, что Е? №1, имфемь 

+... +8 1...0. 
721. Выражеше фигурнаго числа РР чре т м р. — Чтобы выразить 

фигурное число ЕР, чрезь т и р, докажемъ сафдующую лемму Паскаля. 

Два фигурныхь числа Е, и ЕН, стоящя въ двухъь смежныхь клёткахъ 
одной и той же базы порядка т -- р— 1, связаны соотношешемь 

Ри р. 
вм м1 

Это соотношеше вЪрно для клфтокъ на базф съ индексомъ 1, ибо числа въ 

двухъ клткахъ на этой базв суть 1 = Е! и 1= Е, такъ что въ самомь дав 
1 
т. 



и юа 2, то оо ой 
‘съ индексомь т--р— 1 ‘индекса, и 
Е А’, В’, о, ны 2—1, р, 

‚въ столбцахь съ ‘индексами и, ыы: Фигурныя числа, находяи 

а. 2 АБ м о 

ти, Ее Пи+в-Р 

_Но числа Е?, и Е®Н\ написаны въ смежныхь клфткахь А и В базы индекса 
я первая прет къ каткамь А’, В’, а вторая къ В’, С’. Такимь _ 

‚ лемма доказана. з 
Налисавъ соотношен!8 (3) въ форм 

_@-+Ф-+...®+ а ет 



те, тт У К аа 
Е 722. Приложенйя ариеметическаго треугольника. —Укажемь важнёйшия при- 
ложен!я ариеметическаго треугольника. 

_,‚ Теорема вфрна для базы съ индексомъ 1; слфд. она будеть доказана, разъ 
‚мы докажемъ, что если она вфрна для индекса т — 1. то будеть вЪрна и для 
индекса, т. 

Пусть будуть дв смежныя клтки аи, взятыя на баз съ индексом т—1, 
и нахолдмицяся въ стоябцахъ съ указателями р и р-1. По допущенйю, числа, 

написанныя въ клёткахь аи в, суть СА и СР—\ (гдЪ С означаеть число соче- 
7 тан). Съ другой стороны, по закону построеня треугольника 
а аскаля, число 2, стоящее въ клЪткЪ с, прилежащей и къ а, 
[9 и къ В, и расположенной на баз съ указателемъ т, удовде- 
мк: творяеть равенству 

= = т 07 + 0. 
—_ с 

Но, по $ 705, И, сумма чисель, написанныхъ во второй части. 
‘соотношешя, равна СР; слёд. 202, и теорема доказана. 

Формулл для (2,.—Кльтка с, въ которой написано число Св, находится 
_ на баз индекса т и въ столбцф индекса р, слфд; на лини индекса м—р. За- 
 каючаемъ, что у +) 

т — 1). . [> - 

ен" Е 

П. Сочетлнтя СЪ ПОВТОРЕНТЯМИ. — ЛЕМмл, — Число нолныять 00- 
четанй ‘изъ т буквь по р равно числу толныхь сочетанй изь т—1 буквь по р, 
-{ число полныхз сочетанй изъ т буквь по р—1. 

Въ самомъ дфлЪ, полныя сочетаня изъ т буквъ а, В, с,..., [по р можно, 
‘разбить на дв группы: на, трушу ‘сочетан, содержащихъ опредфленную букву, 
а напр., и на группу, этой буквы не содержащихъ. 

Число сочетаний первой группы равно ГР-1, потому что для составлешя ихъ 
нужно сначала составить полныя сочетанмя изъ т буквъ по р—1, а потомъ 
къ каждому приписать букву а. Число же сочетанй второй группы, очевидно, 

_ есть число полныхъ сочетанй изъ т —1 буквъ 6, с,. . .[ взятыхъ по р, или. 
Ти 1. Итакъ 

АЕ. 

Но совершенно такое же соотношеше связываетьфигур. числа ЕР, ЕР 1, ЕР; 
сверхъ того, легко видфть, что Е! = ТГ, и Е*, = Г; слфдовательно, 



Припоминая формулу: для РР, $ 721, 5, имфемъ, 

Г _тт-у. . тр. 

с ЕН 

11. СУММИРОВАН1Е ОДИНАКОВЫХЪ СТЕПЕНЕЙ ПЕРВЫХЪ И НАТУ- = 
РАЛЬНЫХЬ ЧИСЕлЪ. — Такъ какъ 1 =, то 

= += = 

ет й_”* 
= =5+ 

пп 1) 
94 

ЗЕЯ. ое МАО, А: 

откуда 
5." о 

Выражеше Е даеть величину $3; Е*—величину За, и т. д. 

ТУ. Вычисление кучь ядЕръ.— Числа Е, . 

. .. мя аа 

равны соотвфтственно 11, Е, №. .., №, Ра; сах. если куча состоить, 

_ изъ я сдоевъ, то число ядеръ равно Е®, 1.-е, ное. 

м Далфе (см, $ 739) показано будеть, что число и квадратной и прямо- 
_ угольной зависить оть 5», и какъ 5, можно опредфлить посредствомъ тре-_ 

_  Угольника Паскаля, то и вопросъ о суммоваши сказанныхь кучъ 
_  Этимь треугольникомь. 

| Примечанте. Фигурныя. числа колонны подъ № 1, т.е. фигурный чисав — 
|. _ 1-го порядка, наз. также натуральными. 

$ Фигурныя числа колонны подъ № 2, т.-е. фигурныя числа, 2-го порядка, назы- = 
ваются трелольными, такъ какъ ихъ числа единиць можно расположить въ — 
форм% треугольниковъ (см. выше). ^ к 

;. Фигурныя числа, стоящёя въ столбць подъ № 3, или фигурныя числа 3-0 
порядка называются пирамидальными. Числа, 4-го порядка наз. треуюльно-туе-_ 
уудльными. 

и У. ВЫЧИСЛЕН1Е КОЭФФИЦТЕНТОВЪ БИНОМА НЬЮТОНА. — Если 1 
'Аь Аь ... суть коэффищенты членовь разложендя (х -- а)", то числа 

А, АРА 

_ суть козффищенты разложеня (® + ат, 
Въ самомъ дблЬ, если равенство > 

(ат 1. 2" Аааа" Ата... Ана" 
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помножимъ на 2-- а, то получимъ 

(#-атн1. эта -- (1+ Адаз"-- (А -- Азат... Ана". 

Так. обр. коэф-ты второго разложеня выводятся изъ ищентовъ перваго 
по закону составлешя ариеметич. треугольника. Но числа на базф индекса, 1 суть 
коэффищенты (2--а)'; стфд. числа базы индекса 2 суть коэф-ты (х--а), и вообще, 
числа базы индекса, т суть коэф-ты (2--а/”, расположеннахо по нисходящимь 
степенямъ г. 

Число этой базы, стоящее въ клткЪ колонны индекса р, есть С#; слфдовал., 

общ членъ разложеня (г-- а)” есть СРаРат-Р. 

723. Примъчлнте. Теорйей соединений занимались уже индЙск! матема- 
тики; въ алгебр Баскарм Я 14) даны правильныя формулы для ан 
числа различныхъ соединенй. Формулы числа размёщенй и сочетайй поздн%е 
были вторично найдены Галилеемь (1564—1642). Ариеметическй треугольникъ, 
быль из нъ уже китайскимъ математикамъ, стожуия, а затВмъ вновь най- 
денъ быль Ласкалемь въ ХУП стольми (1623—1662), Формула бинома дана 

въ 1676 году. Она вырЪзана на гробниц Ньютона въ Вестминстер- 
скомъ аббатствъ. 



ОТДЬЪЛЪ ПЯТЫЙ. 

ТЕОРЯ РЯДОВЪ И ЛОГАРИОМОВЪ. 

ГЛАВА ХГУ. 

Прогресс!я арнометическая. —Общуй членъ, — Сумма членовъ.—Вставка среднихъ арие- 
‘метическихъ.— Безконечная прогрессйя.—Опредфленше суммы одинаковыхь степеней 

чденовъ ариометической прогресси.—Приложеня. 

724. Опредфлене. Ариометической проуресслей наз. рядъ чисель, изъ 
которыхь каждое получается изъ предыдущаго прибавлешемь постояннаго, поло- 
жительнаго или отрицательнаго, количества, называемаго разностью прогресам. 

Эчевидно, что когда разность положительна, члены будуть возрастать, и про- 
тресоя наз. возрастающею; когда разность отрицательна, члены идутъ умень- 
шаясь, и прогресфя наз. убывающею. Слово прогресйя обозначается знакомъ 
—-; члены прогресфи отдфляются одинъ отъ другого точкою. Такъ: 

——5.8.11.14.17. . „есть прогресйя возрастающая; разность ея =3. 

--5.2.—1.—4.—7. , . воть прогр. убывающая; разность ея = — 3, 

Для получешя разности надо изъ какого-нибудь члена вычесть предше- 
«твующи. 

Когда число членовъ прогресс ограниченное, она наз, хонечною; при но- 
ограниченномь числ членовъ-—безконечною. 

725. Каждые три смежные члена ариом. прогресои составляютъ непрерыв- 
ную ариометическую пропорщию. Пусть дана прогресея въ общемъ вид® 

—-а.6.с.4.е,. ..,а разность ея х. 

По опредфленю прогресс: ес—6 = и @—с==», откуда 

4—е= ъ: 

<иежные члены Ь, с, 4, составляютъ непрерывную ариеметическую пропорщию, 

726. Теоркмл. Общий члень.—п-й членъ прогрессйи называется общи: 
членожь. Пусть дана прогресоя * 

а а совы. 9 (У 



ЕВ, оь-На, день, ира аа, ие, > 

ао. ия 

и=а--(п— 18. 

Итакъ: общий члень проуресефи равень первому, сложенному съ разно- 
ью, помноженною на число предшествующилть членовь. 

ПРимзРы: 1. Найты двадцатый члень профрессёи: 

р а, И 

” ЗАмь а=7, 8=—4, п=20. баб, 

РТУ 

Нечетныя числа образуютъ ариом. прогресс, въ которой а=1, 
_^ <Вд. п-е нечетное число = 1--(#—1).2=2®—1. 

8. Пространства, проходимыя свободно-падающимь тльломь вы пер- 
вую, вторую, . . . секунду, образують ариометич. проф., первый члень 

_ которой =, а разность =9. Найти пространство, пробплаемое въ 

п-ю секунду? 

‘Это пространство = 9 и—19=(%®—1. #. 

_ 727, ТЕОРЕМА. Во всякой конечной ариометической прозресои сумма 
членовь равна суммъ двух» друшяь, равноудаленныхь оть _ крайнихь 

_ крайнить. 

_ Пусть пмбемь прогресс объ ®` членах: 

В Ом Кн 

_ разность которой =; пусть, кров того, членъ 2 имфетъ передъ собою р чле- 
‘новъ, и пусть р членовъ слёдуютъ за У. По формул общаго члена имфемъ: 

=а-[р.8...(1), 

х _ Написавъ прогрессло въ’ обратномь порядкЪ: 

И. 

замфчаемъ, что ея разность будеть (—2); въ ней передъ членомъ. У находится 
‚2 членовъ, и потому 

$. у—и-Нр. (-%). .. (2). 



А 
— 812 — 

Складывая равенетва (1) и (2), подучаежь: 

з-у=а-и. 

Примъчане. Можно бы было членъ У выразить и изъ начальной прогрес- 
см, принявь въ ней У за первый членъ; въ такомь случа члену м предше- 
ствовало бы р членовъ, и потому и==у-{- 18, откуда: у=н— 28, выраже- 
1, одинаковое съ (2). 

728. Творемл. Сумма членовь конечной ариометической профессии 
‘равна полусуммь крайнить, помноженной на число членов, 

Взявъ прогрессю --а.6.с.4...й.К.1.м объ ® членахь и наз — 
звавъ ея сумму буквою 5, ичфемъ, 

Ва -а АР ЧО 

С АВ 

Написав слагаемыя въ обратномь порядкф, имфемъ: И: 

Яир: . .а-не-о-а. .. (2) 

Складывая (1) съ (2), получаемъ: 

| енот ею а--ю+.. т 
„+оа-е-+о-ень ео. 

Во вторыхъ, третьихь и т. д. скобкахь имфемь суммы членовъ, равноотстоя- 
щихъ оть крайнихь; по предыдущей теорем, каждая такая сумма — (аи), 

слфд. вторая часть равенства содержить слагаемое (а-|[- м), повторенное ® разъ, 
а потому 

(@-ы.п. 
2 28 = (а--и).т, откуда $ = 

При лъчане Подставивъ вифсто м выраженше а-- (® — 1)8, можемь этой 
формул дать видъ 

р Ш. у 
2 

ПРиЗРы: 1. Найти сумму п первыхь натуральныхь чисель. Эти . 
числа образують прогрессйо 1.2.3... (в —1), м, въ которой первый 
члень ==1, разность = 1, число членовь =; & потому 

з—@ я). м, 
2 

П. Найти сумму первыть в нечетныхь чисель. 

Выше мы видфли, что ®-06 нечетное число —2и —1; потому вопросъ при- 
водится къ нахождешю сумжы членовь прогресс 

218.5... (08-1), 

въ которой первый членъ —1, разность = 2, послднйй члень = 2 — 1, число, 
членовъ =. Такимъ образомъ 

аи 



_  Докажежь, что обратно: если сумма членовь ариометической прозрес- 
си равна квадрату числа этижь членовь, каково бы оно ни было, то 
_прозрессая есть рядь нечетныль чисель, 

Въ самомъ дфлЪ, каково бы ни было п, должно быть 

о в, 

или, располагая по стененямь #: 

т (2—2) и*-- (8 —2а)п—0. 3 

Такъ какъ полиномь первой части должень быть тождественно равень 
‘нулю, то должны имфть: 

2—8=0 и 8—2а=0, откуда 8=2, 2а=8; 

5 
№ 

а=1 и 8—2, т.-е. рядъ будеть 1.3.5.7... 

_ 729. Вставка среднихъ ариеметичеснихъ между двумя данными числами. 

Между двумя данными числами @нб вставить 7% среднихъ ариеметическихь 
значить составить ариеметическую прогресс объ о зленахь, которой а 
и В были бы крайними членами. Очевидно, вопросъ приводится къ нахождению, 
разности 2 прогресс. Такъ какъ члену © предшествуеть т -|-1 членовь, то 

—а--(т-- 1). 8, откуда а. 

Такимъ образомь прогресфя будетъ 

ых ь—а ь—а ъ—а ь—а 

ен) (Ни) 
ПРимзРЪ. Между 5 м 32 вставить 8 среднить ариометическиаь. 

Разность будет =) или 3; слёд. нифемъ прогрессо 

5.8. 11.14.17.20.23.26.29. 32. 

730. ТЕОРЕМА. — Если в прошесси —а.Ъ.с.4...т.Ё.м между 
каждымь членомь и сльдующимь вставить одинаковое число т среднизь 
ариометическиль, то данные члены вмъстуь съ вставленными составять 
одну сплошную протрессо 

-а.а.В...\.6.а/. 1..0!" ЛИ. а...1.а69. 369... 109.и, 

° Вь самомь дБаф, всБ частныя прогрессш, такихъ образомъ составленныя 

--а,4.В....6; Р.В"... с; ... = 40.8%... м, 



4—с и—ё. 
тг ‘т+р 

и — &, по опредфленю прогресси, слфд- 
всф эти отдфльныя прогресси имфютъ одинаковую разность. А какъ, приэтомъ, 
послфднй членъ одной служить первымъ членомь слфдующей, то совокупность — 
вефхь прогресей составляеть одну сплошную прогрессйю. Е 

731. ТЕОРЕМА.— ВО всякой безконечной возрастающей аривметиче-_ 
ской прозресси члены приближаются къ -|- со, а в» убывающей кь — ©. 

1. Бели буквою м обозначимъ я-й членъ, то требуется доказать, что всегда. 
можно найти такое цфлое число т, что м будеть больше всякаго произвольдо 

к взятаго количества М, т.-е. что для ® всегда можно найти цфлое значеше, удо- 
влетворяющее неравенству: а-|--2(и—1)>М... (1). Въ самомь дфаЪ, ‘пере- 
неся @ во вторую часть и дфля на положит. число 8, имфемъ 

М—а Ма 
п—1>- » откуда п>1-- у. 

М-—а 
Каково бы ни было М, всегда можно выразить цфлыхъ или дроб- 

вымъ числомъ; найдя цфлую часть формулы ры и взявъ для ® цвлое. 

число, большее ея, тиъ самымъ удовлетворимъ неравенству (1). 

ПРиизРЪ, (5 какою миета члены прозресси —5.8.1... 
становятся больше 100002 

По предыдущему должно быть > 1 1909 —6. или п_> 3332 2 $ чз 

члены становятся больше 10000, начиная съ 38а, 

2, Если прогресбя будеть убывающая, т.-е. 2<<0, то всегда можно найти. 
въ прогресои такой члень м, который быль бы меньше произвольно ватой: 
величины М, т.-е. воегда хожно найти цфлое число ®, удовлетворяющее п 
венству а "—1) )8< М. Въ саможь дфлЪ, неравенство дает (® —1)8<М—а,_ 
откуда, раздливь на 2 и перемфнивъ смысль неравенства, имфемъ 

#3 

- И—а М-а. : 
8 т а отеюда и >1-- 

Взявъ для п цбаое число, большее 1-- М удовлетворимь неравенству. 

732. Рьшене нькоторыхъ задачъ, относящихся къ ее 
прогрессйямъ. › 

Во всякой ариеметической прогресси фигурируеть 5 количествь а, м, 8, п, 5, 
связанныхь двумя уравненями: з 

и=а--(®--1).8... (1) «=... (2). 

СлЬдовательно, всегда можно найти два изъ этихъ количествъ, когда 
ныя три будуть даны; а потому можно предложить столько различных 
сколько существуеть сочеташй изъ пяти элементовь по два, т.-е. 



_ задачь. Эти сочетая суть: ам, 48, а, а, м8, ип, из, ди, 85, из; а сд: 
задачи таковы: 

Данныя. Искомыя. 

1. а 8, п и, 5 

2. ид, п а, 3 

3. а ит 8, $ 
4. а, и, 8 т $ 

53: ый а, и 

6. зит а, 8 

7. зат и, 8 

5.3 м8 а, в 

9. в: а, 8 и, п 

10. за в 8, п. 

Изъ числа этихь задачь только 8-я и 9-я приводятъ къ квадратному 
ур—нйю, остальныя рёшаются ур—ми 1-й степени. 

733. Злдлчл 1. Схолько нужно взять членовь вь ариометической 
прорессм, которой 1-й члень есть 16, а разность 8, чтобы сумма 
членов» составила 1840? 

Имвемь ур—шя 

` ив ®— 1. 8 194095, 

Исключая изъ этихь урн! м, находниъ ур—не 

(1) 1940 РО. М, ви Зи — 4600, 

Ршая это ур— не, находимь корни: и’ =20, п” — — 23, Заключаемъ, 
что нужно взять 20 членовъ. Прогресйя будеть 

1 16,24.32.40.48.56.64.72.30.88.96.104,112.120.128.136.144.152.160.168. 

ОТРИЦАТЕЛЬНЫЙ КОРЕНЬ. Подставивъ вь ур. (1) — % вуфето ®, по- 
‚лучимь: 

Е и о Оо. 

8 —_—>› ли ВВС 

ур— не, положительный корень котораго = 23. Заключаехь, что, взявъ первым 
членомь прогресйи (— 8) вмфсто 16, разность сохранивъ ту же, а число чле- 
новъ увеличивъ на 3, получижь сумму, равную 1840. И дфйствительно, сумма 
23 членовъ прогресс 

——8.0.8.16.24... 168 

равна 1840, ибо эта прогресойя сравнительно съ предыдущей имфеть три лин 
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нихь члена: —8,0 и -- 8, дающимь въ сумм 0, а остальные члены — тв же, 
что и въ предыдущемь рядЪ. 

734. ЗАДАЧА П. Из» А выъзжаеть куръерь и проъзжаеть вь первый 

день 10 миль, а вь каждый слъдующий 4-0 мили больше. Спустя 3 дня, 

друюй курьерь, ъдушёй то тому же пути какь и первый, выпзжаеть 
изь юрода В, расположенналюо передь зюродомь А, в» 40 миляхь оть то- 
сльъдняю. Онь проъзжаеть вь первый день 7 миль, а въ каждый сль- 

Эующий день . мили болъе. Черезь сколько дней посль вытзда первало 

оба курьера встротятся? - 

Рьшен!Е Штурмл. Пусть искомое число дней будеть 2. Путь, прой- 
денный 1-мъ курьеромъ, есть сумма членовь арном. ОТО. ОТО крайне 

члены суть 10 и 10 т.е. (20--" <) > или Ме, Второй 

курьеръ находится въ дорог, до встрьчи съ первымь, х— 3 дня, и профз- 

жаеть [4 АЯ = ы Я ‹ ы или тие) миль. 

Ур— вю задачи есть 

0) а 1-9 0 (2) * — 1952-5520, 

Рфшивъ ур—ню, найдемь: 2’ =5,72. ..,4”=19,27.. 

Но, приводя задачу къ ур—ню, мы предполагали, что х — число цфлое; 
‹©л. найденныя рЬшеня не отвфчаютъ на предложенный вопросъ. Тфиъ не ме- 
не, можно показать, что цфлыя части 5 и 19 корней означаютъ, что были 
двф встрёчи, первая по истечени 5, вторая 19-ти дней. 

Во-первыхъ, замфтимъ, что если буквою @ обозначить путь, сдфланный пер- 
вымъ курьеромъ, и буквою В — путь, пройденный вторымъ, увеличенный на 40 
миль, полагая, что первый курьерь находится въ пути цфлое число 2, а вто- 
рой— цфлое число 2—3 дней, то имфемъ тождественно 

(3) 522 — 1252-55294 (8—а), 

Это, очевидно, слёдуетъ изъ того, что ур. (2) было выведено изъ (1) пе- 
`емфною знаковь у вехъ членовъ и умножешемь ихъ на 24. 

Подетавимь теперь въ 1-ую часть ур. (2) вибсто < сперва 5, потомь 6; 
такъ какъ менышй корень 5,72. . . содержится между этими числами, то 
результать первой подстановки будетъь положительный, второй — отрицательный. 
Но, въ силу тождества (3), разность В—@ всегда имфеть одинаковый знакъ съ 
триномомь 52% — 1252 -- 552; слфд. въ концф пятаго дня @< 3, а въ конц® 
местого 8 < @. Итакъ, первая вотр№ча, какъ и было сказано, имфла мото 
между пятымь и шестым днемъ. Подобнымь образомъ докажемъ, что вторая 
встрёча имфла фсто черезь 19 дней. Возможность этой второй встрчи легко 
понять, ибо второй курьеръ, увеличивая свою скорость болфе перваго, встртить, 
его, будучи сначала перегнанъ первымъ. Это подтверждается изслфдовашемъ, въ 
конц сколькихь дней оба курьера ихфють одинаковую скорость: найдемь число 
дней 13, содержащееся между 5 и 19. 



о, далфе, опредфлить дроби, которыя слфдуеть придать къ числамъ 
19, для нахождешя точнаго времени встрчъ, предполагая, что” скорость 

курьеровъ не изифняется въ течеше цфлаго дня. Опредфлимъ, напр., время вто- 
рой ветрфчи. 

Чтобы найти промежутокъ, раздёляющ курьеровь по истечени 19 дней, 
о достаточно, въ силу тождества (3), подставить въ первую часть ур. (2) 19 

вифсто 2 и раздблить результать на 24. Найдемъ (- 3} знакъ (—) показыва- 

етъ, что въ началь 19-го дня курьеръ В не Е еще курьера А. Но скорости 

А иВ въ течеше 19-го дня сть 10-18 и и 17-85 ро ни Е и 17; сад. 

‘если обозначимь аи У искомую часть дня, то для опредфлешя У получимь 

ур— не Иу=з-Е 5, откуда у=0,3; слёд. вторая встрёча имфла иЪсто 

въ конц 19*,3. 

735. Задлча. Ш, В» двухь ариеметическихь прозрессвяхь 

$ —2.5.8.1... в 3.7... 

заключающить, каждая, по 100 членовь, сколько находится общить 
__ членовь? 

мы 
Е Членъ порядка х въ первой прогреси есть 2--3(х— 1), или 3х — 1; 
® _ Члевъ порядка У во второй равенъ 3 --4(у— 1), или 4у — 1; чтобы эти члены 

° были равны, необходимо, чтобы было 3х =4у. Вопросъ приводится къ нахож- 
денйю цфлыхъ положительныхь рфшенй, меньшихь 100, Полетомающть | не- 

‘опредфленному ур— ню 3х =4у. Выводя изъ него 2, находимъ ду у; 

_ сад. 8 должны равняться нфкоторомжу цфлому №, откуда у== ЗА, и слд. х==4%. 

Но какъ х должно быть не болфе 100, то можеть получать только значеня: 
1,2, 3,..., 25. Заключаемь, что 008 прогресси содержать 25 общихь членовъ, 

ь 736. ЗаАдлча У. Найты услове, необходимое и достаточное для 
_ тою, чтобы три данныя числа А, В, С были членами порядка т, р, 4 

и той же аривметической проресс1и. 

‘Обозначая буквами 2 и У первый члень и разность прогресеш, о которой 
говорится въ условйи, необходимо и достаточно, чтобы ур—шя 

А==2--(т— Пу, В=2-- (рб Пу, б=2-(9—Пу 

удовлетворялись одними и тёми же значешями 2 и у; другими словами, искомое 
услове есть результать исключешя хи У изъ этихь трехъ урн. Имфемъ 

А—В=(т—ру, В^6=(р—9у, 

а исключив у, найдемь 

(\—В) (р =(@В—0)(т—2), пли (ра) А--(а—т)в--(т —2)0=0: 

это и есть искомое услове. 

52 



Пусть имфемъ прогрессно -- @.В.с ЗН АА 
число членовъ В: и пусть требуется Е ‘сумму т-хъ степеней ея членов 
_По свойству ‚прогревош имфемъ: 

В =а-8, е=6-8, дон Е. 

вы вов эти равенства въ т -- 1-ю степень, по формулв бинома, Нью- 

Ба = оны а -- де--ти-ш-- а 

и О жж. ‚ен 

ста = о - д" = н+- т+-10 65+ О а 

(т-+ Пит — 1) 
И аыЫ „ен 

Не-а" дон т +19 __ сти 

НЕ Поиае. ‚ты к 

ры он = рН ео Отн + 

Ноты ма. ан 

адывая эти равенства, замфчая приотомъ, что члены 5%, я 
..-, № обще объимъ частямъ, взаимно уничтожаются, и полагая ая 

краткости 

а... "1-1 +-.. 
х аи... и = ы-5, заб -е-... 

о вайдемь 

рае -- т. 3+ О 5+ 

и Ор, ы а... рт. иен... та 

Выражая отсюда $», находимъ: 

т — "А т О и -3 т А 
(т — 1)(® — 2) Е Ее И 8и-3—.. аи 

_  Помощиюо этой найти 3», если 6} извфотны суммы. 
Вы... Зе тЫ о форму, ен Не что число членовъ 
рой части равно тж -- 1. 

_ 51 есть сумма членовъ самой 
и полагая чи, найдемь 5, Зная. ити Ре 
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Сумма одинаковыть степеней натуральнало ряда. — Положивъ а=1, $=1, 
т ча у р нашу про! АН въ рядъ первыхъ ®-- 1 натуральныхь чи- 

= 3... т. (п и о 

Зи 2-3"... Зил = 12-1 3"-1--... + т; 

5=1--2--...--; $ =1-+2-43. . я. 

Формула (2) приметь видъ 

Шиа м т(т— 1) 
8„= @®- у 5: 5"- 8:8" — 

О р) п р Зи... ит... ®). 

1. Положивъ жж =1, и замфтивъ, что рядъ будеть имфть 2 члена, получимъ: 

#--1 ее 5. Зы Но Зуе-9--Зе-- ... Ч лбЕт-ЕТ-НИЧЬ 1 

слЪдовательно 

1— 1 (п-т — (+0 ВЕТ 1-0 _@- 1. (А 
2 НА 

`результаль, найденный нами въ $ 728. 

2. Положивъ *==2, находимъ: 

: — 
ЗИ 3: . 5. Подставляя величины, найденныя для буи $1, 

получимь, 

НЫ (и в и--о  о-ня  о-НОе--ф 
3 2 3 3 2 3 

_@ 1 зп )®- 2) _ (®-- 1)» _ 2и®-- (®- 2) —З"®- 1) _ 
2 3 2 6 

От. ..®) 

Таково выражеше суммы квадратовъ первыхъ и налуральныхь чиселъ, из- 
вЪотное подъ именемъ формулы Архимеда. 

3. Положивъ т=3, найдемь: 

ВЕ —1 8 ев: = 5. Подставляя выражешя, найденныя для 

ба, Зь 5, получим: 

В 1 ИЗО Ее п 

сво кообнаовне-ыо _ = 

ео вара] ЕН ея 
1 

= [= я... , (0). 

Такимъ образомъ: сумма кубовъ п первыть натуральныть чисель равна квадрату 
суммы тзьгь кв чисель, 

52* 
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4. Подобнымъ образомъ нашли бы 

Вы ВЫ 0) 

Ежи, — 1) 5з 12 —. . + (®) У 

ит. д. 
т 

738. Предфлъ ры (формула Шлёмильта).— Положивъ въ равенств% (1) 

@а=1, 8=1, =», имъемъ: 

т и--) $, ни, ВНЕ иди Зи-а-.. . Ней» 

Если бы перенесли всф члены, исключая второго, въ первую часть, то на- 
шли бы въ ней полиномъ т -- 1-Й степени относительно ю, такъ что сумма Зи 
‘т-хъ степеней первыхъ и чисель есть цвлая функщя т -- 1-й степени относи- 
тельно п, разсматриваемаго какъ иперемфнное. Такимъ образомъ, полиномы 

5—1, т-2... суть функщи оть степени 7-й, ж—1-й,... Слёд., раздваивъ 
06% части послфдняго равенства, на и”--1, замфтимъ, что всв дроби 

Зт—1 За-а Зиз 
пт’ тг пт’ *** 

обратятся въ нуль при ® =, ибо степень числителя отн. я каждой изъ нихъ 
ниже степени знаменателя, 

Значить, въ предлЪ, при я = со, равенство дасть 

1 |. 
ти 

В, ИИ: 
1=т- И. т РЯ откуда т и 

Напр., по этой теоремв имфемъ: зы 

739. Приложение 1.— Вычислене хучь ядерь. Въ настоящее время въ артил- 
лер!и употребляются ядра двухъ родовъ: сферичесвя — для гладкихъ орудй, и 
цилиндро-коническИя — для нар®зныхь. Т® и друмя складывають въ арсеналахь 
въ кучи различныхь формъ; займемся вычислешемь числа ядеръ, заключающихся 
въ такихь кучахъ. 

1. Опредълить число ядерь пирамидальной кучи съ квадратнымь основашемь,— 
Сферичесвя ядра въ этого рода кучахъ складывають, оущиж образомъ. На 
земль кладуть ядра рядами, образующими квадратный сдой, въ каждой сторон 
котораго ® ядеръ; на немь помфщають въ промежуткахь между зам другой 
квадратный слой, содержащй »— 1 ядеръ въ каждой своей сторонЪ, и т. д. до. 
верхняго слоя, въ которомъ находится одно ядро. Такимъ образомъ число ядеръ, 
въ кучв будеть = 

ии 2... аи, 

Т.-8. суммф квадратовъ ® первыхъ налуральныхь чиселъ, или, по формул (В): 

о п(п-- 1) (2. 

6 
ра 

Усъченная квадратная пирамида. — Если съ этой кучи снять н®околько, 
ядеръ, взявъ сперва, верхнее ядро, затмъ ядра (4) слвдующаго слоя и т. д., то 
если снято будеть р слоевъ, получится квадратная усфченная пирамида, въ, 
основани которой яй ядеръ, а въ верхнемъ слов е 1). Число снятыхъ ядеръ 
получится изъ (а), гдф надо ® замфнить буквою р. Число ядеръ оставшихся 

ХО О-о рр и (и--1) и--1)], 
6 
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Положивъ р=0, найдемъ формулу (а). 
'П. Найти число ядерь пирамиды сь треулольнымь основащемь. — Основа- 

шемъ кучи служить равностороннй /\; въ промежутки его положены ядра, обра- 
зующя другой равностороннй Д, кото) каждая сторона, содержитъ однимъ 
ядромъ мене, и т. д.; наконець, верхнй слой состоитъ изъ одного ядра. 

Пусть нижнЙ слой содержить въ каждой сторон и ядеръ; онъ будеть с0- 
стоять изъ ® рядовъ, изъ которыхъ въ первомъ будеть 1 ядро, во второмъ 2, въ 
третьемъ 3. .., въ я-мъ ® ядеръ. Слдоват. число везхъ млорь нижняго слоя 

=1-2--3-...-», или, по формудв (А), ыы 1, или +. Полагая 

въ этой формул ® послфдовалельно равнымъ 1, 2, 3,..., ж, найдемъ: 

Ю 
число ядеръ 1-го слоя =1 Е ы 

2 
„ „» 20 „ 91а 

3,3 
” „ 3-0 „ э+> 

я 
» „т, 9+5 слфд. число вовхъ ядерь кучи 

У=3 (1+ 243+... +); 

или, по формуламъ (А) и (В): 

ул. ео 1 тео _ ее) 
и [ = 8 Е . ®). 

Усьченная треуюльная куча.—Снявъ р слоевъ сверху, получимь усЪченную 
треугольную пирамиду, содержащую въ верхнемь ребрь (р -- 1) ядро. По фор- 
мулв (8) найдемъ число ядеръ въ ней 

у-И-Я [ИР о 0-2), 

Ш. Найти число ядеръ кучи съ прямоуюльнымь основащемь. —Пусть меньшая 
‘сторона основаня содержитъ ® ядеръ, большая п-- р. Замфтимъ, что число 
ядеръ въ измфрешяхъ слоевъ будеть всегда уменьшаться на 1, при’переход® 
отъ одного слоя къ другому. Олд. разность между числами шаровъ въ двухъ 
сторонахъ каждаго слоя всегда будеть р. Верх слой состоить изъ одного 
ряда, имвющаго р--1 ядро. 

Число ядеръ нижняго слоя будеть 

п(п-- 2), или т -- р. 

Полагая п послфдовательно равнымъ 1, 2, 3, ,.., м, найдемъ числа 
ядеръ во всЪхъ слояхъ; 

ар. 1 ТЕР 

2 --р.2 х 

3 --р.3 

(т — 1—1) Черт. 158. 
т р.п; 
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слВд. число всБхъ ядеръ кучи 

=...) --ра-ьа+з+.. 

Я и тт 1 (1 т(п-- 1) _ пир 1) ЗР-- 2" 1) . #= г р. "ИТУ - г # 

ип»), 

0. 

Обыкновенно дають число ядеръ сторонъ основашя; пусть и -- р= т; формула, 
: приметъ видъ 

п= п(п- 1) (9 из, 
ТУ. Куча цилиндро-коническихь ядеръ.—Въ основан! кучи находится прямо- 
ьникъ, въ одной сторонф котораго (меньшей) ® ядеръ, въ другой р. Въ г. 

формы ядеръ, надъ отимъ основашемъ можно расположить прямоугольный ело] 
ь съ р ядрами въ одной сторон®, (я — 1) въ другой, и т. д. Число О ‘ядеръ будеть: 

| Ор ПН. рр .ар. "ЕО. 
, 740, Приложение П.— Опредълене объема шара и ео частей. —Разсмотримь 

‘шаровой слой, котораго одно основаше пусть совиа- — 
В даетъ съ большимъ кругомъ; такой слой мы полу- 

чимъ, взя вънадуг В А квадранта, точку Р, опустивъ 
изъ нея арть РР’ на радусъОА и заста- 
вивъ фигугу ОВРР' сдзлаль полный обороть около, 
Ол, какъ оси. Раздфлимь ОР’ = на произволь- 
ное число ® равныхъ частей, изъ точекъ дфленя 
проведемъ перпендикуляры къ ОА до встр№чи съ 
дугою, и на каждомъ изъ нихъ и на отр№зкахъ 
построимъ прямоугольники: получимъ рядъ опи- 
санныхъ и рядъ вписанныхь прямоугольниковъ. 
При обращени фигуры около ОА, первые обра 
зують тёло, состоящее изъ  цилиндровъ, объе = 
котораго будетъ больше объема слоя; вторые с0- 
ставять тфло, котораго объемъ меньше слоя. 

Черт. 154. Для вычислешя объемовъ обоихъ тфлъ, опи- 
саннаго и вписаннаго, обозначимь радусь шара 

буквою В. Радусы основан описанныхъ цилиндровъ будуть 

ву У. УЕ 
Радусы основан вписанныхъ циаиндровъ будуть: 

— УШУ Ув 
Объемъ описаннаго тфла, будеть: < 

по бо (фе В 
или, въ виду того, что числомъ слагаемыхъ есть т: 

р № = В ке 0—1, 

| 



ик... 

_ Отсюда находимъ; Жи Е. м, слёд. при неограниченномъ увеличени ® 

_ разность ит обоими объемами м. б. сдфлана безконечно малою; а потому, на 

_мбиныхь У и 
‘осн, Теоремы 1, $ 183, заключаемъ, что объемъ слоя есть обнИЙ предфлъ пере- 

хъ У иш. Итакъ, назвавъ объемъ слоя буквою 0, мЪ 

= {В —=. АН НВ 

Такъ какъ первый чаенъ «Вай есть величина постоянная, то задача сво- 

дится къ опредфленио Ша ен „со, Который, какъ извотно. 
=©, 

: : 
в в [в а 

_ При помощи этой формулы можно опредфлить и объемъ такого слоя, кото- 
'раго ни одно изъ основанй не есть большой кругъ. Въ самомъ дЪлф, если изъ, 

7 а, опустимь перпендикуляры № ий" на основани такого слоя, то, пола- 
тая й'> й”, можемъ разсматриваль данный слой 0’ какъ разность двухъ слоевъ ха 
перваго рода; поэтому ) 

$ [ва зи [ва и" №, р 
АЕ 2 | 

что легко привести (введя радрусы основан и вы‘ слоя) къ обыкновенной ‘ равоти ‘раду соту слоя) С. 

Если въ формулв (1) положимъ л=Е, найдемъ объемъ полушара, О, 
$ 
-_ & отсюда ‘объемъ цфлаго шара: . В}. 

Вычтя изъ объема полушара объемъ слоя (1), найдемъ объемъ сферическаго 

з сегмента: ява — вяз. . . (2). Отсюда получимь обыкновенно давае- 

‘мую въ геометрии формулу объема сегмента, если введемъ его высоту Н=В—й 

‘отсюда ^=В—Н, а подставивъ во (2), найдемъ Н? (=- 

Для вычисленя объема шарового сектора, разсматриваемъ его какъ сумму 
сегмента и конуса; назвавъ высоту сегмента буквою Н, находимъ для высоты. 

‘конуса В — Н, а для рта его основашя УВ— (К—Н)}, такъ что объемъ сек- 

торь будеть= = [В— 4) Н8-+ (88—(®—НУДВ-Н), вам, по упрощен, ВН. 
_ Такимь образомъ т (1) рышаеть вполнф вопросъ о вычислеши объ- 

_  @мовъ шара и его частей. 7 
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ГЛАВА ХК\У!. 

'Прогресфя геометрическая.— Общий членъ.— Вставка среднихъ геометрическихъ.— 
Сумма членовъ конечной прогресси.— Леммы о степеняхъ и корняхъ.— Суммироваше. 

безконечныхь геометрическихь прогресс. 

741. Опредфлене.— Геометрической прозресчей наз. рядъ чиселъ, изъ 
которыхъ каждое равно предыдущему, умноженному на постоянное количество, 

называемое знаменателемь» прозрессём. Когда абсолютная величина членовъ 

идетъ увеличиваясь, прогресс!я называется возрастающею; если же абсолютная 
величина членовъ идетъ убывая, прогресся наз. убывающею. Очевидно, въ в0з- 
растающей прогресси абсолютная величина знаменателя больше 1, въ убываю- 
щей она меньше единицы. Для получешя знаменателя прогреси надо какой- 
нибудь членъ раздфлить на предыдущий. Слово прогрессйя обозначается знакомъ 
=; между членами прогресфи ставять знакъ :. Такъ, 

. . воть возрастающая прогр. съ знаменателемь 3; 
1 . 

#1: 8 : ё: 57: + - о: ть убывающая прогреся съ знаменателемь ь 

Общ видъ геометрической прогресои будетъ 

зб: са: и: м:, о, (1) 

знаменатель обыкновенно обозначаютъ буквою 9. 

Каждые три смежные члена прогресфи составляють непрерывную кратную 
пропорщю. Въ самомъ дл, по опредфлевшю теометрической прогресс: с ы 
и 4= с4, откуда, раздфливъ первое равенство на второе, ихфемь с: 

742. Творвмл, ОбщИ (я-й) членъ.— Пусть въ прогресс (1) $ 741 членъ, 
и будеть я-й; по опредфленю прогресфи, имфемъ: 

= 04, с=м, 4=4,..., #=7, и=8, 

Перемножая почленно эти (й— 1) равенствь и сокращая 06% части на 
Ъ.с. . .1, найдемь 

и = а4*—, 

1.-6. каждый члень прошрессфи равень первому, помноженному на знаме- 
нателя прорессёи в» степени числа предшествующить членовь. 

Такъ, найдемьъ, что 9-й чл. прогресси -:-1:3:9:27:.. $ будеть 

—1Ж38, или 6561. Восьмой членъ = 3 8: ... равенъ 3х( = 

743. Задача. Найти услове, при которомь три данныя числа 
АД, В, С представляють члены порядковь т, п, р одной и той же 1ео- 
‘метрической пролрессви ? 

Обозначивъ первый членъ этой прогресс буквою 2, а знаменателя буквою 
у, иибемь ур—шя 

=", Вы 0Ы=2-. 
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Три ур—вя вообще не могуть быть удовлетворены однфми и тфин же зна- 
чешями 2 и У; поэтому, чтобы найти искомое услове, нужно выразить, что 
существуеть общее этимъ ур—мъ рёшеше, т.-е. исключить 2х и У. Для исклю- 
ченя 2 дфлимъ почленно первое ур. на второе, а второе на третье: 

А В В", с=?. 

Возвышая первое изъ этихъ урн въ степень #— р, а второе въ степень 
тр— п, нифемъ: 

А\"-Р = В\"-* 
) у"), ()" =“), 

откуда 

(5) ^-()”, мк джет 
это и есть требуемое условие. 

744. Вставка среднихъ геометрическихъ между двумя данными числами. 

Вставить т среднить чеометрическихь или пропоршональныхь можду 
двумя данными числами @иф значить найти % такихь чисель, которыя между 
60бою и съ данными составляли бы геометрическую прогрессво. Пусть 9 будеть, 
неизвстный знаменатель этой прогресс; послднему члену 6 предшествуеть 
т-|-1 членъ, а потому 

"+ 
$ — а4”Н, откуда 9= ут. 

Такимьъ образомъ искомая прогресоя будетъ 

ы "Нур "им "ри 
нага Иа ВаУь 

ПРимзРъ. Вставить 3 среднихь геометрич. между 4 и 64. Знаменатель 

а=у ч И16=2; искомые средше члены суть: 4Ж2, 4Ж21 и 42", 

или 8, 16 и 32. 

745. ТеорЕмл.— Если между посльдовательными членами леометри- 
ческой прозрессёи вставить одинаковое число среднить, то полученныя 
частныя прорессти составять одну сплошную профессию. 

Пусть данная прогресфя будеть 2 @:6:6:. ; .:И:Ё:4, и пусть 
‘между каждыми двумя послёдовательными членами вставлено т О тео- 
р Я : 

Со . :6;.. 

соотвфтственно знаменателей 

та/5 *"Н/с 

И У 

= =4, тд 4— знаменатель данной прогресеи; слёд. во 

эти прогресс имфютъь общаго знаменателя; и какъ послёдайй членъ одной слу- 

12: и “пмбють 
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вить первымъ членомь слфдующей, то вов прогресфи въ совокупности соста= 
‘вляютъ одну силошную прогрессто. 

746. ТЕорЕмл.— Во всякой зеометрической прозресси произведене 
храйнить членовь равно произведению двухь друзихь, равно удаленныхь 
от» крайнить. 

Пусть въ прогресс -; @: 6: гм: ту. ам 
члену 2 НЫ и за членомъ У слфдуеть р членовъ; въ такомь случа: 
#—=04’. .. (1). Въ прогресйн, начинающейся членомь У и кончающейся 

_ членомь м, имбемь и == 9”, откуда у = ав . + (2). Перемножеше (1) и (2) 

даеть 2у == ам, что инт. д. 

747. Сумма членовъ конечной геометрической прогресейи. 

Пусть дана прогресмя -:- а:6:с:4:. . .:7:Ё: м, содержащая ® чле- 
новъ, съ знаменателемь 4; сумиу членовъ назовемь У. По свойству геом. прогр. 
нифемь 

5=04, с=М, @=49,..., 1=7, ч=8. 

Складывая почленно эти равенства, находимъ: 

Ь--е-на-... Ни =(а-Нь-Не-... и" -Рда. 

Первая часть этого равенства есть сумма У безъ перваго члена а, т.е. 
\—а, выражено въ скобкахь есть сумма членовъ безъ послдняго, т.-е 5—4; 
«л®д. равенству можно дать видъ 

$—а= (3—1) ии $—а=мМ— ча; 

рЬшивъ это ур. отноентельно , найдемъ 

$=м *-@ а— 

т.-6. чтобы найти сумму членовь леометрической протресефи, нужно: 
посльднй члень умножить на знаменателя, изь произведея вычесть 
первый члень, и раздълить остатокь на разность между знаменателемь 
и единицей, 

Если въ формул (1) замфнить м его величиною @4”—', то 5 прижеть видъ 

$= Е, . -@ 

Въ этой форм справедливость, формулы очевидна; въ самомъ дфлЬ, по закону 
частнаго отъ дфлешя 2” — а” на х— а, нифемъ 

Чезнезчь. 
а умноживь 00$ части на а, найдемь въ первой части формулу (2), а во вто- 
рой: а а4-- ..--а4”-3- а9"-*-|- а4"—1;но эта сумма есть ничто иное 
какъ сумма членовъ самой прогресейи. 
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Друюй прмемь. т: а родуввак буквою 5, нибемъ, 

Я—=а-о-Не-. . Ри и... ® 

'Умноживь 00% части этого равенства на 4, находимъ: 

За=аа--ч-ра--... тим... (4) 

Но, по опредфленйю прогрессш, 6=44, с =84,. ..,Ё=4, и= М; сад. 
3) можно написать въ вид: 

8=а- 9-м..." - и... (5). 

Вычитая (5) изъ (4) замфчаемь, что всф члены уничтожаются, за исключе- 
Шемь члена м9 въ (4) иавь (5); такъ что 

34—}=и4—а, или 8(9—1)=иа—а, 
откуда А 

а 
Ч 

Примеры: 1. Найти сумму 6 членов» прозрессфи, которой первый 
члень —7, а послюднй 700000? 

Знаменатель 4 опредфляется изъ ур—шя 700000 =7 . 4*, откуда 4=10; 

ЕТ. 09 777777. — 10-1 

П. Найти сумму 10 тервыхь членовь леометрической протресофи, ко- 

торой первый члень = 5, а знаменатель 5 

$ =. т › или, помноживъ числителя и знам. на (— 1019); 
16-1 

Я ЕП 1, ИЕ 111=0, 555 555 555 5. 

Безконечныя геометрическ!я прогресейи. 

748. Изучеше безконечныхь геометрическихь прогресёй требуеть предвари- 
тельнаго доказательства слФдующихь теоремъ о степеняхь; къ нимъ присоеди- 
няемь и соотвфтетвенныя теоремы о корняхъ. 

749. Лемил 1. 10сльдовательныя цълыя положительныя степени 
положительнало числа, большало 1, возрастають съ увеличещемь пока- 
зателя и моиуть быть сдъланы больше всякой данной величины. 

Пусть будеть а>> 1; сиысль неравенства не измфнится оть умножешя нера- 
венства на положительное число; такимъ образомъ послфдовательно найдемъ: 

а>а, > ай, @& > а? ит. д, вообще а"Н > а”; 
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откуда видно, что степени въ самомъ дфлВ возрастаютъ съ увеличешемь пока- 
зателя. Но если доказано, что количество идетъ возрастая, то отсюда еще нельзя 
заключить, что оно можетъ быть сдфлано какъ угодно большимъ: это еще должно. 

быть доказано. Очевидно, будеть доказано, что @” м. 6. сдфлано какъ угодно 
большимъ, если докажемъ, что для показателя 7 всегда можно найти такую 

величину, при которой будеть а” >> К, гдЁ К — заданное количество. Пусть @ 
превышаеть единицу на @, т.-6. «—1==9. Такъ какъ а>>1, то умножеше 
на @ поведетъ къ увеличению, и получится рядъ неравенствъ 

а—1=& 
а—а>а 

а —@>а 

а" — а" > а 

а" — а" > а, 
откуда, складывая, пайдемь, 

а"—1>а-а-а--. . .-а-а, или а" —1> та, 
откуда 

а" > 1-Е та. 

Очевидно отсюда, что а” будеть больше К, если будет 

1-Н та > К, 
откуда 

но очевидно, что каково бы ни было @, всегда можно найти для т такое зна- 
В —1 

чеше, которое будеть больше Е 

ата. При какожь значеши 9 количество (1,001)” будеть больше 
0? 

1000—1 
При т > пот › т.-6. при т > 999000. 

750. Лежмл П. Посльдовательныя цълыя положительныя степени 
числа а, меньшоо 1, идуть уменьшаясь съ увеличетемь показателя и 
‚мозут»ь быть сдъланы какь улодно близкими къ нулю. 

Въ самомь дВлЪ, изъ неравенства а < 1, получаемь: а1< а, а < а*,..., 
а" < а”, т.-е, степени становятся тёмъ меньше, чфмъ показатель больше. 

Затфмъ, число меньшее 1 можно представить въ видё т желая опредфлить 

1 
степень, въ которую нужно возвысить тр, чтобы эта степень была меньше 

заданнаго числа 8, полагаемь 

1 ь т п-"<% откуда (1-Ра) ыь 

а по предыдущей леммф, это неравенство всегда м. 0. удовлетворено. 



1 уменьшаются сз возрастанемь показателя и моцуть быть 
ланы как» уюдно близкими кз 1, оставаясь, однако же, всефа боль- 

зшими 1, и никозда не дълаясь равными ей или меньшими; ея. 

1. Уа<Уа; Уа<Уа; Иазиа;...; "Уа<уа. 

2. Уд ве можеть быть ни =, ни < 1. 

`3. Разность Уа—1 м. 0. сдфлана <_ всякой, какъ угодно малой, величины. 

Для доказательства первой части теоремы приведежь корни =. аи Уа къ. 

общему показателю; найдемъ: Уз =" "Ув", в "а. =” Иа”. По пер- 

вой лемиф, а” > а”, а слЬд. и "НУ" > "Ут или Уа> "ТУа. 

Затфмъ, положивь Га ==1 и возвысивъ 06% части въ т-ую степень, на- 
шли бы а=1, что противно условю а>> 1. Допустивъ, что а << 1, нашли 

_ бы такимь же образомь: а<<1, что опять противорфчить условю. Итакъ, 

Иа>ь. 
— Докажем теперь, что для т всегда можно найти такое значеше, при кото- 

_ ромъ У будеть какъ угодно мало разниться отъ 1. Обозначивь буквою 2 очень 
_ малое положительное число, будемъ ихфть биномь 1-|-2, весьма мало разнящйся 
`оть 1, но все-таки большй ея. Въ лемиф | мы доказали, что всегда можно с 
найти такое значеше для т, при которожь будеть (1-|- 2)” > К, тдЪ К какъ 
угодно велико; слфд. какую бы величину ни имфло а, всегда можно дать т 
значеше, при которомъ будеть (1 +8)" > а, откуда 1-8> а. бъ другой 

_сторовы доказано, что У/а>>1, такъ что /а заключается между двумя коли- 
честважи 1 и 1--2, разность между которыми м. 6. какъ угодно мала; & по- 
тому и разность Уа—1 тЪмъ боле м. 6. сдфлана какъ угодно малою. 

752. Леммл [\. Корни цълало положительнало порядка изь числа 
‚меньшаю 1 увеличиваются съ увеличенемь показателя, оставаясь всезда 
< 1, к» которой они момуть быть сдъланы какь уюдно близкими. 

: Для доказательства, что ыгХ а> Иа, приведемь эти корни къ общему по- 

_ казателю; найдень: "Уз" НУа”, а" Уд". Ноа <1, сад. "> 
а” (лом. 1), а потому "НУа” паи "Иа больше "НУ а” иди Иа: 1.6. 

увеличиваются съ увеличешежь показателя. Затфиъ, допустивъ, что 
ов нашли бы, что а==1; допустивъ, что Уа>1 нашли бы, что а>>1: 
‘тоть и другой выводъ противорфчить условю а<1. Но, оставаясь всегда < 1, 

Узи. 6. сдёланъ какъ угодно близкимь къ 1. Въ самомь дЬлЬ, означивъ 
буквою 8 какъ угодно малое положит. количество, будемь имфть: 1—8< 1, 
Поэтому можно выбрать для т такое значеше, при которомъ, въ силу леммы И, 
будеть 1—2)" а, откуда 1—8< Иа, ми 1 7а<8, какъ бы 8 ви 
было мало, 

753. ТЕорЕмА. В» безконечно-возрастающей зеометрической про- 
_ феей абсолютная величина членовь приближается къ ©, а вь убы-_ 

 вающей—кь 0. 
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Будемъ разсматривать абсолютныя величины членовъ прогресеш, (условив- 
шись обозначать абеол. значене количества 2 знакомь [2]): 

Пусть [4] будеть > 1. Въ силу леммы 1, съ приближешемь ® къ со, и [9"] 
приближается къ со, поэтому для у всегда можеть быть найдено такое значе- 

е, при которомъ будет "> [* ] тдё А какъ угодно большое число; & 

изь этого неравенства: [49”] >> [А], т.-е. съ приближешемь ® къ со, абсолют- 
ная воличина членовъ прогресфи приближается къ со. 

Если, теперь, 4 будеть положительно, то и 4” будеть положительно, слЁд. 
при @> 0 всв члены прогресбм положительны, а потому величина ихъ прибли- 
жается къ -- ©5; при а< 0, они отрицательны и приближаются къ — <. 

Пусть, затфмь, будеть [9] < 1; на основаши леммы П, при возрастави 
до со, [4] приближается къ 0, поэтому всегда можно дать ® такое значеше, 

что будеть [4"] < [2 тдф @ какъ угодно мало; а отсюда [а4”] <а, т.-в. 

[@4"], съ приближенежь ® къ со, приближается къ 0. 

ели, теперь, 9>>0, то и 9">> 0, слёд.: если а > 0, то члены прогресс 
приближаются къ 0, оставаясь положительными; при < О они приближаются 
къ 0, будучи отрицательны. 

754. Ткоремл. Сумма членов» возрастающей прозрессфи, при неозра- 
ниченномь возрастании числа членовь, приближается кь - со, а убы- 

я. а 
вающей — кь постоянной величин ее" 

Для суммы ® членовъ мы имфенъ формулу 8 = во: которую можно 9—1 
представить въ вид® 

ГЫ че (1) 
9—1 9—1 

1. 4 > 1.— Первый членъ, какъ функщя %, измфняется съ измёнешемь числа 
членовъ, второй же, не содержа п, есть количество постоянное; измфнене сумы 
зависить, поэтому, оть перваго члена. Мы доказали, что въ возрастающей про- 
гресфи съ положительнымь знаменателемь, величина 44”, съ приближенщемь ® 
къ со, приближается къ -- со при а>> 0, икь — © при а< 0; а потому 
и первый членъ, знаменатель котораго конечень и положителень, а вифств съ 
тЪжь и 8, приближается къ < при @>>0, икь — © при а< 0. 

И. Если 9 <1, то при ® == количество а4", а сл. и ее иметь пре- 

дВломъ 0, а слёд. сумиа 8 имфоть предфломь Е или а Итакъ, при 

9<1. 

Ши $ = И 

Т,-8. предъль суммы членовь безконечно-убывающей прозрессёи равень пер- 
вому члену, дъленному на 1 безь знаменателя прозреесвц. 

Это предложеше можно доказать обратнымъ способомъ, раздфливъ @ на 1—9: 
частное будеть имфть неограниченное число членовъ, ибо одночлень не дфлится 



@Ь—1=@- ее... а, а, 
в = 2@— Пане... +91, 

ч—1 . 

‚отсюда видно, что неопредфленность — кажущаяся и зависить оть присутств я 
числ. и знамен. общаго множителя 4 — 1, обращающагося въ 0 при 9=1. 

ь на 9—1, и положивъ потомь 4 ==1, получимь: 

8=а(1--1--1-...-Е=а», 
п разъ. 

"Этот о = Еее 
и Въ 4. 

__ Боли, теперь, положить ® = со, то будеть: 8==4. со, т.е. 8=--< . 
а>0, Ию пна< 0. т в - 
$ о. 4— отрицательное.—Еели въ равенств® 

а-- а4-| а4*--... Чиа 

_ ре перомфнять знакъ, = 
получится выражеше для суммы прогресфи съ отрицательнымь знаменате- — 

= слёд. и $ = ЗЕ. 

и ь по абсолютной величинв, и при ®=<о, будеть а4" = °,. 

п в. а 
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3) При 9=1, по абс. вел., ва, и слд. $ равно или © (при 
четномь числ членов) или @ (при нечетномъ числ членовъ). Въ этомъ слу- 
чаф прогресся представляеть ряде колеблющейся. 

755. Рьшене нЪкоторыхъ задачъ, относящихся къ геометричеснимъ, 
‘прогресс!ямъ. 

Такъ какъ между пятью количествами а, м, ю, 49, 3 фигурирующими во 
всякой геометрич. прогресс, существуеть только 2 различныхь соотношеня 

и=а4”"-!. ..(1) т. .. (2) 

то, какъ скоро даны 3 изъ этихъ количеств, остальныя опредфлятся изъ ука- 
занныхь урн. Какъ и въ случа ариометической прогрессш, можно предло- 
жить здфсь 10 задачъ, изъ которыхь рёшимъ только 2 слёдующия: 

ЗАДАЧА 1. Вычислить а и и по даннымь 3, дит. 
Исключая м изъ урн (1) и (2), находимъ: 

ТИВ — 44—11 
НЕ ег —Г’ куда в=3ЖХ 

подставляя эту величину въ ур. (2), получаемъ: 

К Е ААА 8 АЕЛ ОЙ 

ЗАДАЧА П. Вычислить 4 и 8, зная а, и, п. 

Изъ (1) находимъ: м 
*—/и 

а= у“ 

"и 

А-а бы 8 у а т. 

подстановка во (2) даетъ: 

ЗАДАЧА Ш. Найти женератрису данной пертодической дроби. 
1, Пусть чистая перюдическая дробь {= 0,3737. . .: ев можно пред- 

ставить въ вид» 5 я 
37 

оо о зб *° 
Сльд. Г ость предфль суммы членовъ безконечно-убывающей геометрической про- 

гресои, которой 4=10 и д 7. Потому 100 
37 37 

у Фи 
ТОВ 0 1 

`результать, извфетный изъ арнеметики. 



О - 
ть въ формв 5 

2 24. 745 745 
100 `` 100 Х 1000 т то стоя + 100 сто са 

32 745 1 1 
ИО зо -Нзахи--- >: | 

Радъ въ скобкахъ есть сумма членовъ безконечно-убывающей геометрич. 

прогр., въ которой @ =1, 41= тодб; Рядъ этоть равенъ, слфдовательно, 

; 1 1000. 
т — 959; а потому 

1 32, 745 32 Х 999 -- 745. 
100 100 Х 999 1000 Х 999 

Замфнивъ въ числитель 999 разностью 1000 — 1, находимъ 

тЫ 32000 — 82-745 _ 32745 — 32, 
100х999 — 99900 — 

откуда прямо слфдуеть извЪетное изъ арнеметики правило. 

ЗАДАЧА [\. Часовая и минутная стрълки показывают» полдень. 
— В которомь часу встрьтятся онъ снова? 

Примемь за единицу времени часъ, а за 1 длины окружность циферблата. 
Черезь часъ минутная стрёлка возвратится къ цифрё ХИ, а часовая пройдеть 

12 циферблата; слёд. минутная стрфлка должна пройти эту ь циферблата, но 

въ это время часовая, движущаяся въ 12 разъ медленнфе минутной, пройдеть 

15 ТЪ 15 циферблата, или г его, СлЬд. минутная стрфлка должна пройти 

эту послфднюю долю циферблата, но въ течеше этого времени часовая пройдеть, 

еще уз; ит. д. Итакъ, иннутная стрфлка, чтобы догнать часовую, должна 

оть полудня пройти путь: ао. ..› представляющися подъ 

видомь безконечно-убывающей геом. прогресс, первый членъ которой =1, & 

знаменатель Ро Предфль этой суммы есть ти вли 11" Такъ какъ минутная 

12 

стрфлка единицу пути (циферблатъ) проходить въ 1 часъ, то Е этого пути 

пройдеть въ 1 «Ха 5 м. 78 : 

Задача \. Соединяя средины сторонь квадрата, получают» вписан- 
ный квадрать; вь этоть квадрат», соединяя средины ео сторон», впи- 
сывают» новый квадрать, и т.д. Предполалая, что эта операщя про- 

неотраниченное число разь, найти предъль суммы площадей 
всъть этить . 

53 



Е. | ^в^^ Хх, 

ва 

Пусть сторона даннаго квадрата будеть а; площади послфдовательныхь ква- 
зап е 

дратовь будуть: а“, 5 4’ в’. - * Сумма ихъ будетъ 

эННаНыЕ-.-)- 
Предфль суммы прогресаи въ скобкахъ = 

$ 

ЗадАчА \1. Число 195 раздълить на 3 части, которыя составляли 
‘бы чеометрическую прозрессю, которой трети члень быль бы больше 
‘первало на 120. 

Пусть первый членъ будеть 2, а знаменатель прогресфи 9; имфемь два 
ур—шя 

я--аа-- 20-195, 2 -—х=120, 

которыя можно представить въ видф 

=(1--а--®)=195, 2—1 =120. 

Раздфливъ первое на второе, исключимь =, и получимь квадратное урав- 

неше 59° — 84-- 21 ==0, откуда: 4’ =3, “==: Подставляя вифсто 4 

въ ур. 2 (4*—1) =120 сперва 3, потожь —1, вайдемъ: 27 ==15, 2” ==125. 

Искомыя рёшешя будутъ: 

5+15:45:135; -::125:— 115; -- 245, 

ГЛАВА ХНУП. 

О рядахъ вообще; опредфлешя. — Суммироваше конечныхъ рядовъ. — Суммирован!е 
безконечныхь рядовъ. — О сходимости рядовъ. — Перемножеше рядовъ. 

756. Опредфлен!я.— Рядом» называется рядъ количествъ, изъ которыхъ каждое 
получается изъ предшествующаго по одному и тому же закону. Такъ, ариомети- 
ческая прогрессйя есть рядъ, законъ котораго состоить въ томъ, что каждое 
количество составляется изъ предшествующаго приложешемь къ нему постоян- 
наго количества. Геометрическая прогрессйя есть рядъ, законъ котораго состоять, 
въ томъ, что каждый членъ образуется изъ предшествующаго умножешемъ на 
постоянное количество. 

Количества, составляющуя рядъ, называются членами ряда; ихъ обозначають 
въ общемъ видь такъ: 4, м», из, ..., м... Чденъ, которому предшествуеть, 
п —1 членовъ, т.е. я — ый членъ, и„, называется общимь членом» ряда. Давая = 
въ алгебраическомъ выражеши общаго члена и„ букв$ ® значешя 1, 2, 3,... 
‘получимъ послфдовательно вс члены ряда, начиная съ перваго. - 

Сумму п членовъ ряда обозначають буквою $; т.-е. 

Зн=щ 5 из 4 м-р - - - Ни, 



и. 
по мёрв приближешя ® къ со, стремится къ опредфленному конечному предфлу. 

_ Рядъ называется конечныма, если онъ состоитъ изъ конечнаго числа, членовъ; 
‚, если число членовъ безконечно. Если сумма ж членовъ ряда, _ 

$, то безконечный рядъ называется сходящимся, а, $ его суммою; если же сумма 
5», по мёрф приближешя ® къ со, сама приближается къ безконечности, то без = 

_ конечный рядъ наз. растодящиимся; само собою разумфется, что о суммВ такого 
ряда не можеть быть и р®чи. Можеть, наконець, случиться, что по мёр% при- 
ближешя и къ со, сумма ряда не возрастаеть до со, но и не стремится ни къ 
какому опредфленному предфлу; таше ряды называють полусходящимися или ко- 
‘леблющимися; ихъ причисляютъ къ расходящимся. 

Такъ, мы видфли, что безконечная геометрическая прогресёя, которой зна- 
‘менатель есть положительная или отрицательная правильная дробь (—1<9<-1), 

имфеть конечную и опредфленную сумму 1 > д} кая ‘прогрессйя предетавляеть, 

‘поэтому, примръ сходящалося ряда. Если же знаменалель безк, геом. прогресош, 
‘по абсолютной величин, больше 1, т.-е. если ч>--1, или < —1, то сумма 
‘прогресси будетъ равна, == ©, и сл. прогреся представляетъ въ этомъ случа 
‘рядъ растодящйся. При а=--1, прогрессйя также есть рядъ расходящся, На- 
конець, если‘ 4 ——1, то прогресейя береть видъ 

та: а: +а:-а:... 

Сумма ея въ этомъ случа равна или 0, или а, смотря по тому, беремь ли четное, 
или нечетное число членовъ; такъ что, по мфрЪ приближешя ж къ ©, сумма 
‘членовъ не стремится ни къ какому опредфленному предлу; однимъ словомъ, при 
9=—1, прогрессйя есть рядъ колеблющийся. 

Одинъ изъ важн\шихъ вопросовъ, представляющихся въ теорш рядовъ, от- 
носится къ суммированю рядовъ. Оуммировать рядь значить найти сумму его 
_членовъ, не вычисляя въ отдфльности каждаго члена. Для рЪшен!я этого вопроса, 
‘не существуеть общихъ правилъ, и самая задала, возможна лишь въ исключитель- 
ныхь случаяхъ. Въ предшествующихъ глазахъ мы имфли примфры суммированя 
членовъ ариеметической и геометрической прогрессйи и одинаковыхъ степеней 
членовъ первой. Приводимъ еще нЪсколько примфровъ, 

757. Суммироваше конечныхъ рядовъ.—Когда рядъ разлагается на, про- 
гресеш, то формулы суммы прогресс и далутъ возможность суммировать рядъ. 

ПРимЗРЪ 1.— Найти сумму п членовь ряда 

6 - 66 -+ 666 -- 6666 -- 66666 --.,. 
1-Й членъ =6Х1 
2 „ =6х10.--6 
3-й 6х 10-6 Х 10 +6 
4-й 6х 10-6 Х 1626 0+6 

п-й члень =6 Х 10"! +6 Х 10*-2--6 Х 109+... --6 10-6. 

Суммируя вертикальные столбцы, какъ геометрическ!я прогрессш, находимь, 

6(10"—1) 610" —1 "2—1 3—8 ва 60" —1) 6 (10—1) 
10—т 10—=т АН 
6 А " 1 "2 6%. =0—10" +101 +102... +19] - пт 

и 60 . у бт . 

БОИ 00-151 
Ряды ГЕОМЕТРИЧЕСК!Е.—Пусть даны числа а, 8,1, 8, #,. . ‹ Вычтя 

каждое число изъ сл$дующаго за нимъ, получимъ числа 

Ва В В, Ее 

53* 
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называемыя первыми разностями данныхъ чиселъ: Обозначая эти разности бук- 
вами #1’, ®,..., вычтемь каждое число изъ слЪдующаго за нимъ; 

ТЕ 

Числа эти называются вторыми разностями данныхъ чиселъ а, },*,... Обозна- 
чая эти новыя разности буквами %/', &", =",. . . составимъ третьи разности: 

и 

ит, д. Если первыя разности }—а, 1—},... яостояины, то говорятъ, что 
числа. а, 1, . - . образують пролрессто перваю порядка: таковы прогрессш 
ариеметическя. Если только вторыя разности дфлаются постоянными, прогресся 
иазывается—второю порядка. Вообще, прозреслей т-ю порядка называютъ рядъ 
чиселъ, которыхъ т-ыя разности постоянны. 

Напр., числа 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84 образують ео 3-го порядка, 
потому что третьи разности постоянны. Въ самомъ дфлф: 

Первыя разности суть. . .3, 6, 10, 15, 91, 28; 

вторыя разности .,,.,...,. . 3, 4, 5, 6,7; 

третьи разности... ..... 1,11. 

Геометрическимь рядом» называють рядъ чиселъ, получаемыхъ оть почден- 
наго перемиожен!я геометрической прогрессм на прогрессйо опредфденнаго по- 
рядка, 

ПРИимМФРЪ П.— Оуммировать в членовь ряда 

$=1-Е 2а -- За? -|- 4 4 ба +... паз-1... (1) 

Это есть рядъ геометрическ!, полученный отъ почленнаго перемножешя гео- 
метрической прогресси 1, а, 42, аз, ... на прогресейю 1-го порядка 1, 2, 3, 4,... 

Помноживъ обЪ части равенства (1) на а, имфемъ 

а$ =а-{ 2а? -|- Заз -|- 4ай -|- 58 --.. + (п— а" па"... (2) 

Вычтя изъ (2) равенство (1), имфемъ: 

(@—1)8=—Пча-е-е-а-+... а { па", 
или 

@- 5 =ла" — В 
откуда : :. 

$ ма. ® 

она Поллак а=—1 въ предложенномъ ряд, имфемъ 

8=1—2-8—4-45—... и. 

Формула (3) прямо Даеть 

причемъ верхи знакъ относится къ случаю ® нечетнаго, ниж къ случаю 
четнаго. 

ПРимФрЪ Ш. Оуммировать рядь (т членовъ): 

ЗЕ за- а-ля... Ро. 



- (1) 

1-24 -- 348 -- 4 --...- на"-, по предыдущему имфемь — 

Замфнивъ въ (1) 3’его величиною, находимъ Я 

1 @—8=5 +0“ ЕЕ 

п-т“ ом У, 
За-п а = 

Приложене.—Положивъ а —=— 1, получимъ 

$= 

х $=1-3+6—10+15—... = -Е1, 

} Е суммы даеть для этого ряда ти, 

—=я("- 1), в, 1=1), 
ет, т 

_ Изъ приведенныхъ примбровъ видно, что всегда можно найти сумму даннаго. 
‘членовъ геом ескаго ряда порядка т, полагая, что знаменатель гео- 

оложительны, достаточно вычесть сумму $ этого ряда изъ — 
а’. 5; остатокъ 6 будеть содержать новый геометрический 

$’ порядка. т— 1. Вычтя эту сумму 5’ изъ м ‘а’5' ‘учим 
> 1)5', который будеть содержать новый геометрически 

Я Г родолжають такимъ образомъ до тёхъ поръ, пока д‹ до. 
‘ряда, рН ‘разности постоянны, т.-е. до геометрической прогреси въ 

 собственномь смысл, сумма которой извфстна. Это дасть возможность ‘опредф- 
лить т 5” ряда перваго порядка, а слд. сумму 5’ втораго порядка и, нако-_ 

_ Приводимъ еще примфры суммированя нфкоторыхъ рядовъ. 

_ ПРИМЖРЪ ТУ. — Суммировать п членовь ряда Лейбница 

ы о -аа зао 
Замфтивъ, что и-ый чдень м. 6. представлен въ вид 

Е ЧА 
тия п 

полагаемъ въ этомъ равенств® п =1, 2,3,..., я; такимъ образомъ вс члены > 
разложимъ на разности, и дадимъ ряду видъ: 

ИЕ 
_ ВЗамьчая, что в й членъ каждой разности уничтожается съ первымъ чле- 

‘номъ слЪдующей, емъ, что останутся только крайше члены; а потому 
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ПРимърЪ \', — Найти сумму п членов» ряда. 

11 

ОЕ СЕ 
Попытаемся разложить общий членъ на 2 члена, употребляя для этого способъ 

неопредфленныхъ коэффищентовъ; для этого полагаемъ тождество 

= эВ т реет ЗИбнааь 
= ЕО@-2) 2-0 Пи) 

1 1 1 
1.23 +284 Нав ++ 

въ которомъ Л и В независять отъ и. Освободивъ отъ знаменателя, получаемъ. 
тождество 1 = (в-- 2) А + иВ, или 

(А-В) - (2—1) =0, откуда: А и В=— 

1 а ВЕ 
"в 1) +2) 2+0 20-2) 

Полагая здфеь послфдовательно п =1, 2, 3,..,, п, представимь каждый 
члень въ форм разности и дадимъ ряду видъ: 

$ 
Ге у тет 1 1 1 1 
ааа 68—84 +* +8 ОГ 5 

откуда, какъ и предыдущемь примфрЪ, имфемъ: 

ор 1 
[9-е ум м 

ПРимфръ \1.— Суммировать ® членовь 

1 1 1 1 

Е 

Е В 
(и-1—1  жт-2) 

тельно ® =1, 2, 3,..., я, дадимъ первому члену видъ 3 

й тт 1 
Общий членъ, 5 Е — ==]. Полагая послфдова- 

[ ар второму видъ 

д 1 $ 5 и третьему видъ 5 8-5} ит. д. Сумма ряда будеть 

епт и 19 1 [1 1 
9-я) + (жа) 

Е 1 1 НИ 1 1 

ана) + ен 
Члены, ‘начиная съ у до Е взаимно уничтожаются; такъ что - 

1 
а-я 

Примъръ УП.— Дана ариеметическая прошессёя съ разностью г: 

5 4.6.6.4 «%й.К. 

1 1 1 Найти суму г } НА наи 5? 



Имфемъ 
еее. В 
28 % 6 
тт ее 
Бе 5 м 

пт т 
РЕМ 

Эта формула даетъ простое ство 
только положить а=1, х=1, 1=я*-1 

а 
=3 тотчасъ находимъ 

тт 1 т 
2, Найти сумму 25 Рыа +... + в’ Или, короче, Зы? 

Имъемъ: 

1 1 
Складывая, найдемъ: еерреа т откуда, 

а) 
По этой формул легко суммироваль рядъ примвра \; положивъ а=1, $ =2, 

&=п-- 1, 1=п-2, тотчасъ имфемъ: |: а Е й 

1 

пои 5] 
'Такимъ же образомъ получимъ 

1 11 1 
ре. А И 
Зака 84 [аб ив] а 

3. Можно вывести аназогичныя формулы для суммы произведенй посл®до- 
вательныхъ членовъ ариеметической прогресс. 

Называя аз членъ, предшествующий а, и № — сл5дующе за 1, имфемъ: 



бабе 

Сложеше даеть: И, — аа =2"$, откуда 

—_№-— 4% а 

Такъ, взявъ рядъ натуральныхь чиселъ: 1--2+3-+...-+», и положивъ 
а = 0, а=1, [=т, ц=и- 1; к=1, получим 

5—"® +0 -1.0 _ ие) 
О аиенаке ЗЕЕ 

Такимъ же образомъ: 

с — а =3/; по умножени на аб: абс — аза5= Зтаб 
4—а=3", ‚>, „в: а — абв = Зе 

ил; ь, ‚ „ М: № — М =, 

Сложивъ, получимъ: Ха = МА — в, 

Такъ, чтобъ суммировать 

$=1.2+ 2.33.4... + 1, 

‘полагаемъ 4% = 0, а=1, 6=2, К=я, =" --1, %="--2, г=1, и находимь 

ви, 

Такимъ же образомъ найдемъ: Харе = ин ее, а отсюда 

$=1.2.3 2.3.4 43.4.5+... я @*4 0 ка "ООО РВаЬВ 

758. Сумнироване безконечныхъ рядовъ.— Если удастся сумму » первыхь 
членовъ безконечнаго ряда представить въ вид функщи оть яж то вопросъ о 
суммировани ряда будеть приведенъ къ вопросу о нахождени предЪла, сказан- 
ной функщи при ® = 5. 

Такъ, если взять безконечный рядъ 

1 
ЕЕ НЕЕ РН 

1 
Ня +**° 

то, какъ указано въ примфрЪ 1\', сумма я первыхъ его членовъ равна ТЕ 

положивъ здфеь #00, находимъ въ результат 1. Заключаемь, что предфль 
суммы членовъ даннаго ряда есть конечная величина 1. Отсюда видно, что дан- 
ный рядъ есть сходящейся. 

Но такой методъ, ны безконечныхъ рядовъ примфнимь лишь въ в 
кихъ случаяхъ; высш! анализъ показываеть, что обыкновенно легче хать |: 
мулу суммы для всего безконечнато ряда, чфмъ для его первыхъ и членовъ. Но 
какъ скоро данъ безконечный рядъ и поставлень вопросъ о его суммировалйи, 
то предварительно должень быть разрёшенъ вопрось о томъ, существуеть ли 
искомая сумма, чтобы не пришлось потратить время и трудъ на, опредвлеше та- 
кой величины, которая не м. б. опредвлена; иначе говоря, нужно предварительно 
изелфдовать — стодящйся данный рядъ, или расходяцийся. 

759. Услове сходимости. — Дал ото, чтобы ряд быль сходящимся, необхо- 
димо, чтобы члены ео, начиная съ нькоторало моста, болье или менте удален- 
мало отз начала ряда, стремились къ нулю. 
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` Въ самомъ дфаЪ, если рядъ м; -- ма-- 5... Нм, + ина --... ебть охо- 
_дящуся, то онъ имфеть ыы сумму 8. Въ такомъ случаЪ, назвавъ через, 
В и С суммы первыхъ я —Т и % членовъ, замфчаемъ, что по м®рф прибли- 
женя ® къ со, об суммы стремятся къ предфлу $, т.-е. 

Ш 5 = $5, Лии $1 

откуда, вычитая, находимъ: Ит $, — №1 $»—1=0; иди, какъ разность предфловъ, 
‘равна предфлу разности перемённыхъ, то Шт (5„-— 5и—1) =0; но $,—$н-1=м,„, 
слфд. въ сходящемся ряд ` 

шт (м,) =0. 

Иначе: если въ ряду положительныхь членовъ члены, хотя и уменьшаются, 
но не стремятся къ нулю, такой рядъ никогда не можеть быть сходящимся. Въ 
самомъ дЪлЬ, если всф члены будуть больше н%которой конечной величины =, то, 

м щ-.. рараее +... 
Вторая часть, содержа. безконечное число конечныхъ слагаемыхъ, безконечно 

велика; тьмъ болфе, свойство это принадлежить лЪвой части, которая больше пра- 
вой; слёд. рядъ м -- м. -- +... расходится. 

Итакъ, необходимое условче сходимости ряда состоить въ томъ, чтобы члены 
‘его неограниченно уменьшались, приближаясь къ нулю. Но одного этого услоя, 
по крайней мфрф, для рядовъ съ положительными членами, еще недостаточно. 
Въ самомъ даЪ, есть таже ряды, члены которыхъ хотя и приближаются къ нулю, 
но сумма ряда не имфеть конечной величины. Это можно видфть изъ слдую- 
щихъ примфровъ. : 

1 1 
1. Члены ряда — + — р нЕ + 

при # = с®, Ит м, = Ит 3 Ы 56 Не смотря на ото, данный рядъ-—рас- 
У») Ух 

..- я + ..- стремятся къ нулю, ибо 
в 

ходяпиЙся; въ самомъ дфл, назвавъ сумму ® членовъ его черезъ 5, имфемъ 

т.е, 5.2" или 5,> Ия, откуда, при и = со, имфемь Шт $, =00: зна- 
® 

чить, рядъ — расходящися. 

2, Для другого примбра возьмемь такъ называемый зармоническй рядъ, 
члены котораго суть обратныя величины чисель натуральнаго ряда. 

р Ока И 1 1 
Ее Е 

Члены его стремятся къ нулю, ибо и (,) =а=0; и однако, это — рядъ 

‘расходящся. Въ исиь ДФлЬ, если взять и членовь за я-мъ, то сумма 

и] +... а больше 2 взятой » разъ, т.-е. больше 5. Сльд. если 

сгруппировать члены ряда, такъ: 

(+) ант ГИ 

[В + ([5-а-? 
то видно, что эта сумма больше 

5 7 

1 1 1 Аа 
но послёдняя сумма — се, слфд. и гармонич. рядъ — безспорно расходящиеся. 
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'Итакъ, одного приближеня членовъ къ нулю недостаточно для сходимости 
ряда. Отсюда—необходимость указашя признаковъ, по которымъ можно бы было 
‘отличать еходящеся ряды отъ расходящихся. Укажемъ простБйшйе изъ этихъ 
признаковъ, различая случаи: 1) рядовъ, чдены которыхъ имфють одинаковый 
знакъ: 2) рядовъ, у которыхъ знаки членовъ мняются. 

Признаки сходимости знакопостоянныхъ рядовъ. 

760. ТеорРЕМл О’АлАмБЕРл,— 1. сам в ряду положительныеь членов» 

Чу Ма, уе, Ми Мы Мн, . о. 

съ возрастащемь п чаень и„ приблмжюается кз нулю, а отношеще ми кз пре- 

дъау а, меньшему 1, то рядь будеть сходящёйся. к 
Въ самомъ дълЬ, представимъ себф правильную дробь 4, которая заключалась 

бы между аи 1 (а<4< 1). По условю, отношеше ина приближается къ та- 

кому предфлу а, который меньше 4; но это возможно ие иначе, какъ только тог- 

да, когда съ нЪкотораго м%®ста ряда отношене. мы ‘сдфлается и будетъ оста- 

ваться < 4. Значитъ, съ этого мЪ®ета будуть справедливы неравенства, 

Ни из и =. а 
ини < ст 

+ 
536. 

Умножая 065 части каждаго неравенства на положительнаго знаменателя, 
мы этимь не измёнимъ смысла, неравенствъ и найдемь 

Миа ЗЧ. Чны; — ин 9. ин ыы 9. и; .. 

замфняя во второмъ неравенств ин.!.2 большею величиною 4и»-1, въ третьемъ 
цн-|-з большимъ количествомъ 4. ин1,. . ‚ мы не нарушимъ смысла неравенствъ, 
и найдем, 

И ЗЧ; — Ша. мы; о Шых.щн;... 

Сложивъ эти неравенства и прибавивъ къ обфимъ частямъ ина, имбемъ 

затеи Е на Е мне -- мы... Зин (1-а+@-+0-...). 

Первая часть есть сумма ряда, сльдующая за и-мъ чденомь и называемая 
остаткомь ряда; обозначимъ ее чрезъ т»; безконечный рядъ въ скобкахъ есть, 
сумма членовъ безконечно-убывающей геометрич. прогресси (ибо 4 < 1), равная 

конечной величин у т такимъ образомь получаемь 

„сн. т 

Сумма 5 даннаго ряда состоитъ изъ 5„--"», гдВ и $, есть конечная вели- 
чина, какъ сумма конечнаго числа конечныхь слагаемыхъ. Значить 

те 
т.-е. сумма даннаго ряда’ меньше конечной положительной величины, & потому 
сама, есть величина конечная, а данный рядъ — сходящся. 

И. Если в ряду положительныхь членовь отношеще пи > с5 возрастащемь 

п, приближается къ предълу а_>> 1, то рядь есть расходяиийся. 
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“Въ самомъ дЪлЬ, вообразимь между а и1 нёкоторую неправильную дробь а, 

т.-е, а>4>1. По условшю, отношеше м приближается къ такому предфлу а, 

который больше 4; но чтобы это было ВОЗМОЖНО, необходимо, чтобы съ нфкото- 
‘раго мфста, ряда сказанное отношеше сдфлалось и оставалось больше 9. Съ этого, 

„ слфд., возникнуть отношеня, большя 4, а потому будуть имфть мфето не- 
‘равенства, 

Изъ нихъ имфемъ 

Ин--2 > 1. Чи; 3 > 4. Ин; ны. ;... 
а отсюда 

Чт. > 4. Из; Ч В. Ч; Чин >. ину... 

Складывая и придавая къ оббимь частямь инт, имфемъ 

миа ма ма... > (рее...) 

Обозначивъ сумму первыхъ » членовъ ряда чрезъ 5„, и придавъ къ объимь 
частямь это количество, получимъ 

Ян - миа ча... > би + миа (1-9 @-...). 

Первая часть представляеть сумму всего ряда; затвмъ, 9>1, и сд. 1-45 
@--...=с®; неравенство означаеть, такимъ образомъ, что данный рядъ — 

расходящийся. 

Примфняя эту теорему, должно: составить отношене общаго члена къ преды- 
дущему и найти предблъ этого отношешя при ® = о. Если окажется, что этоть 

# и 
предфль < 1, заключаемъ, что данный рядъ есть сходящся; если предфлъ м 

и 
при #=с будеть >1, рядъ будеть расходящся. Если же окажется, что 

т -т 
[м —=1, наши теоремы ничего не рфшають относительно сходимости 

ии 
ряда, ибо нервъ доказательства — въ томъ, что съ опредленнаго мфста отно- 
пене мн--1:%„ должно оставаться меные или больше 1; это предположене уже 
не находить себ мфста, когда сказанное отношене имфетъ предвломъ самую 1, 
и потому въ послфднемъ случа рядъ м. 6. какъ сходящимся, такъ и расходя- 
щимся, Вопросъ рфшается въ этомъ случа другими признаками. 

сми 
Во всякомъ случа, если отношеше ыы стремится къ 1, оставаясь съ иф- 

й в 
котораго мБста, ряда постоянно больше 1-цы, то рядъ будеть расходящиеся. Въ 
самомъ дфлф, члены ряда начнутъ, наконець, постоянно возрастать, и общ 
членъ не будеть имфть предфломъ нуль. 

761. Примъры. Г. Изсльдовать вь отнощени сходимости рядь 

ди а, м 
Ра рав. 

в» которомь предполалается &`> 0. Имфемъ 

д дит 

НА 8, ВО, м 

а МАН ЕАО С - сл. Ша тм И ет но при всякомъ конечномъ а дробь а обралцает: 

ся въ 0 при * = 0. Заключаемъ, что рядъ сходится при всякомъ опредфленномъ 
конечномъ 2. Но не лишнее — прямо удостовфриться въ сходимости ряда, ибо 



а 

съ перваго взгляда можеть показалься, что при ифсколько значительной величин 
=, а &=10, рядъ — какъ будто бы расходящёйся, ибо имфемъ: 1--10-- 

50+ + ... Но хотя вначаль члены ряда идуть возрастая, все-таки поз- 

дифе наступить сходимость, какъ въ этомъ можно убфдиться слёдующимь раз- 
смотрьшемъ. Въ $ 340 мы имфли: 

а 2 \^ 

Е 

Произвольное цфлое положительное число Ё выберемъ такъ, чтобы УЁ > =, 
иди & >27, и разложимъ рядъ на двЪ части: 

х, 2? аб 
АР ОАО Е ЕЕ 

. зьа хьн 
г... (а 

Первая часть есть конечный рядъ и имфеть конечную сумму; вторая часть 
меныше р ай За 

(7) +; 1) +75) ет 

«ая 
1.-6. моньше суммы геометрич. прогресс, представляющей восходящя степени 

правильной дроби = Сафд. данный рядъ съ мёста > 2 сходится сильне 

сходящейся геометрической прогресс, а слфд. есть безспорно сходящйся рядъ. 
И. Въ ряд 

1-1.2-1.2.2--1.2.3.29-4-1.2.3.4. 24... 

имфемъ м =(п--1)=. Предфлъ этого произведешя, при п = с5, безконечень 
„ 

при всякомъ значени 2, отличномъ отъ нуля; если же 2—0, рядъ не существуеть, 
с приводится къ 1). Слфд. если рядъ существуетъ, то онъ всегда — расходя- 

ся. 
11. Въ ряд 

п 

Г’Аламберовой теоремою вопросъ о сходимости ряда. не рьшается; но если зам®- 
тимъ, что члены даннаго ряда соотв®тственно больше (начиная со 2-го) членовъ 
тармоническаго ряда, завфдомо расходящагося, то расходимость даннато ряда 
становится внЪ всякаго сомифшя. 

ТУ: Въ рядь 

Ин тая 
152 я х 

ан =^ п Е. 
гд$ #> 0, ест Че т слфд. предфль этого отношешя при 



=, =. Заключаемъ, что при 2>1 рядъ — расходящиеся, при #<1— 
Е < —=1— сомнфне. Но, замфтивъ, что въ послфднемъ случа 
обращается въ гармоническй, заключаемъ, что и при х=1 онъ расходящиеся. 

762. Въ посаднихь двухъ примфрахъ для рьшешя вопроса о сходимости въ 
сомнительномъ случаЪ приходилось прибфгать къ сравнению даннаго ряда, съ дру- 
тимъ, сходимость или расходимость котораго уже извъстна. 

При сравнени двухъ рядовъ, въ которыхъ члены положительны, можно поль- 
зовалься слВдующею теоремою. 

Пусть вс члены ряда, 

щи шв +... 

положительны и идутъ, постепенно уменышаясь; въ такомъ случаЪ, очевидно, 
имфемъ соотношеня 

ЗН: 9: 
2из = 2% 
Аш < -- 2щ 
Зи < 2; -- 2щ -- 24; -- 2и8 

1бние < Эмо -- що -- Зи. 26 
ит. д. 

Складывая, имфемъ 

ма 2; -- 4 -- Виз -- 1бщье |... (ща...) в... (0. 

Если очах рядъ м -+ ш--щ--... сходится, то сумма, его ко- 
‘нечна, а слЬд. правая часть (1) есть также величина конечная; слЪд., лвая и 
подавно конечна, а потому производный рядъ и, -|- 2. -- 4 -... сходится, если 
‘сходится первоначальный. 

Раздливъ (1) на 2 и придавъ къ обфимьъ частямъ Ро дадимъ неравенству 

(1) видъ: у 

шо щ-щ-...> Тыва Зи Ащ- 8 --.:.). 

Если производный рядъ расходится, то, какъ члены его положительны, сумма, 
его будеть = со; тфмъ боле будеть безконечна сумма первонач. ряда, т.-е. если 
производный рядъ — расходяццйся, то и начальный таковъ же, 

Далфе, очевидно, имфютъ место неравенства, 

щим 
2из > и -- № 

Зи > ш-щ-щ-м 
Ви > ив Р-Р... 

ь ит. д. 
откуда сложенемъ находимъ: 

та 2 Е Ащ-9щ +... >ш шв щ-... 

Изь этого неравенства заключаемъ: 1) если начальный рядъ расходится, то 
тфмъ болфе расходится производный, и 2) если производный сходится, то схо- 
дится и начальный. 

Результатомъь соединеня этихъ четырехъ предложен является: 

ТЕОРЕМА Коши. Два безконечние ряда 

м-в щ-... и ш-- 26 --4щ + 8щ |... 

сходятся ии расходятся одновременно. 



76 жи изъ амёчеледьныхь призоженй ры яваяотся изсдь- : 
ОВО у 

а } а Нал ы: 
я} Тау $ 

Въ данномъ случаф, отношене ин: и, = (=) =|—); предваль 
®--1 1 + ат 

- п 
го, при ® == <, есть 1: сомнфые относительно сходимости ряда» Г роизводный 

удеть: в: 

пи - 2 4-8... =1 + 91-# 4 41-# 4 8-Е 16+... — 
=1-21-# + (21-3 +- (21+... 

_ Но это есть теометрическая прогресйя съ знаменатедемь 21—Ё; для сходи- 

мости ея необходимо, чтобы знаменатель быль < 1, т.-е. чтобы 21— ит, 

_ те. > 1; во веъхъ друг. случаяхъ грессйя расходится. По ие. 
__ данный рядъ будеть сходящимея. ен и расходящимея при Узы 

_ нашр., прямо видно, что изъ четырехь рядовъ: 

1 1 

т эт" 
О 

И уу Е Е 

а . (0 

Зы послфдн!е два, — расходянцеся, между тмъ ее 
(ии 

Омане, оставляемое теоремою д’Аламбера, можно иногда, разрьшать ори 
‘помощи слВдующей теоремы» 

и ми 
< р и 9=н < 

мы- 
=? 4-3 < 63 ЕЕ 

Мое ыы Омь Мы ое 
на Зоын С," $ риа Зона Зо, 

миа Зе 

_ Сабдовательно : 
шиза ине +. . ен тие 8+. 



поведеть кь нерав ее > р 
Если рядъ 5’ расходящся, то услове —" 

ь ^ стремится къ а 5 тому и В, не стремится къ нулю; слЪд. $ есть строка 
р. `Напр., дая ряда 

5..1 
р ИЗ 

ан 
ее ° и елфд. при # ==©2 даеть 1. Но сравни- =. _найдемь, что мини, = 

1 и рэ’ Находимь: Свеа 

тому заключаемъ, что взятый рядъ — расходящийся. 

Ряды знакоперем$ иные. 

765. ТкорРЕмл. Жофа знакм членовь чередуются (--, —, 
слодящийся, если о 

щаются, приближаясь къ нулю, т.-е. если Шт и, —=0 три п = ©. 

Въ самомъ двлВ, пусть съ т феста я=и, каждый членъ больше 
слфлующаго за нимъ, т.-е. 

м ма > а > а... 

и кромб того Шти, =0. Обозначимъ буквами В,, Ву, В,... величины: 

В = 
Ва, — (мы — ин) 
г а (ши — м) - 2 © 

тя 
Замфчая, что всф разности въ скобкахъ положительны, имфемъ 

В > В > > Вт... (1) 

Съ другой стороны, положивъ 
о 

т 

В. = (и, — ша) 

Ва (и, — мы) - (ива — из) 

в = @и — ина) ща — шыв) + о С ео 

_ имфемъ: 
В < В < В < В»... (2) 

'Наконець, для неопредфленно возрастающаго т 
` 

Ши (Взи-—1 — Вам) = Ши 42-1 =0... (3) 
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Итажъ, ебли съ мЪета, К (съ котораго члены ндутъ убывая) брать суммы не- 
четнаго числа членовъ, и суммы четнаго числа членовъ, то изъ (3) прямо слф- 
дуеть, что эти суммы, Ват-—1 и Вэ», приближаются къ изкоторому общему предфлу 
Е; причемъ суммы Кат-—1 приближаются къ нему, постепенно уменьшаясь, суумы 
Вэ» постепенно увеличиваясь. Затфмъ, обиий ихъ предфлъ В, во-первыхъ, поло- 
жителенъ, какъ непосредственно ясно изъ неравенствъ (2), а во-вторыхъ, будучи, 
въ силу неравенства (3), меньше каждой изъ величинъ Вл, Вз, В» ...› онъ пред- 
ставляеть опредфленную конечную величину. Вел детые ур—шя В = Ши Важ—1= 
= № Взи: 

Юр — а М — Мна-- >. 

а слёд. при данныхъ услошяхъ рядъ и; — м,:1 |... сходящися, а потому схо- 
дится и первоначальный рядъ 

мо ми ща... Е САР иаф + (1) м — мыл ше ива + ...), 
и теорема, доказана. 

м И О В ы 
Такъ, напр., рядъ ла ео .*. сходящея, а сумма его, содер- 

жится между слВдующими, болЪе и болфе сближающимися числами 

1 ин 1 

ит. д. 

766: ТЕОРЕМА. Для сходимости ряда, въ которомь знаки членовь измъия- 
ются по какому уюдно закону, достаточно, чтобы рядъ оставался сходящимся 
по перемтънь всъжь знаковь на -|. 

Въ самомъ дьль, абсолютная величина суммы втораго ряда, очевидно, больше, 
нежели перваго, такъ какъ во второмъ всф члены положительны, а въ данномь 
нфкоторые изъ этихъ членовъ отрицательны. Но, по условйю, сумма второго ряда, 
конечна, слёд. и сумма даннаго конечна, т.-е. данный рядъ — сходящся, 

Слфд. о сходимости даннаго ряда можно судить, примфняя къ производному. 
ряду вышенайденные признаки сходимости для рядовъ съ положительными чле-. 
нами. 

767. Условная и безусловная сходимость. Нердко приходится встрёчаль-. 
ся съ такого рода мнфшемъ, что предложене, имфющее силу для всякаю конеч- 
наго числа величинъ, должно оставаться вфрнымъ и въ томъ случа, когда, чиело. 
величинъ дфлается безконечнымъ. Первый, доказательно. ро въ несостоя- 
тельности такого принципа, былъ `Лежень- Дирикле (въ 1837 г.). Онъ показалъ, что, 
предложене о неизмВняемости суммы оть ры мфеть слагаемыхъ, вообще, 
‘невфрно для безконечнаго числа слагаемыхъ. Примфръ его быль слфдующий. Возь- 
‘мемъ рядъ 

1 

4—3 
ыз- 

гдз общая группа есть н-ая. Такимъ образомъ сумма с равна сумм значенй, 



8, ны 

_ принимаемыхъ #-ою группою, ‘сан въ ней давать ® всё цфлыя значены оть 1 ы 
до ©, т.-е. й 

$ 1 1 1 + 

а -ваыет-ы © 

Затьмь, въ сумм (1) кие члены такъ, чтобы за двумя положительными 
слдоваль отрицательный; получимь рядъ 

В т СК О ЕоИ БО С РР ВЕНЕВ © 

и струппируемь его члены по три: 

ры р, и Дн + +и-а +: 5 

о 1 и 
НУ Нат) + г 

тд общая группа есть #-ая. Сумму 3 можно сокращенно представить въ вид» 

>)... ® 

Наконець, сгруппировавъ члены ряда (1) по два, не измВияя ихъ порядка, 

д 1 В 1 1 1 «= (1-3) +(5-)+ с “+5 -*)+ ... 

тдв общая групиа, есть и-ая. Эту сумму можно представить въ вид® 

'=$( т-ы) 
1\2%—1 2% - 

Вычитане даетъ: 

1 кс О О ЕР 
8315 Не Чит | 82—18 

Если въ этомъ тождеств% положить послёдовательно ® =1, 2, 3... и", 
сложить результаты и перейти къ предфлу ® = ©, то получится 

1 ПЕ УВ ЕЕ 1 
о 4—2 1 м 

$ 

>) 
или в—=1 откуда = т.е. суммы с и 8 различны. 

Отсюда вытекаеть необходимость различать два рода сходящихся рядовъ: 

‘ряды условно-сходяицеся, когда сумма ихъ зависить отъ порядка членовъ, и бе- 
зусловно-сходяицеся, если сумма остается всегда одинаковою, какъ ни переста- 
влять члены. А отсюда задача, объ опредвлени признаковъ безусловной сходи- 
мости. 

Пусть будеть О, сумма н$котораго и-членнаго ряда: 

О=щ-ни Нч... -—1... (1) 
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и пусть предфлъ О, при » = © будеть опредфленная конечная величина 0, слфд. 

О=щ-а-Ре-Р в... @) 

т.е. имфется рядъ сходящся. Узнать, будеть ли новый безконечный рядъ 

и -Ра-... (3) 

отличающийся оть перваго только перестановкою членовъ, имфть ту же сумму 0? 
Возьмемъ въ новомъ ряду р первыхъ членовъ и положимъ 

Ури На -... 9-1... (4) 

Можно взять ы настолько большимъ, чтобы всф п членовъ суммы („ содер- 
2 жались въ сумм Кром% того, пусть въ У, будеть еще р — ® членовъ, сово- 

купность которых 
щи, и, +... 

будеть имфть индексы 4, и, 5,... больше я —1. Поэтому 

Ур быщ и, м, ,.. 

а слёд., при неограниченномъ возрастани в ир 

Ш У Оша (мам, м, 6.) 

Чтобы рядъ и -- и, ++. - . имфаль сумму 0, должно быть: Ши У, =0, 
а слфд. должно быть, 

ии (мои, м, --...)=0,.. (5) 

Это и есть признакъ безусловной сходимости ряда (2). 

Можно найти другую форму такимъ путемъ. Если рядъ (2) съ опредфленнаго. 
м%ста содержить только положительные члены, то можно ® взять настолько боль- 
шимъ, чтобы въ ур-—ни 

бя ма ча... 

справа находящиеся члены всф были положительны; сумма м, -- и"-ы + .. . есть 
такъ называемый остатюкъ ряда и имфеть предфломъ нуль, ибо при я=со афвая 
часть обращается въ О — № О, т,-е, въ нуль. 

Далфе, что касается суммы м, -- и„--... , число членовъ которой = р — *, а 
каждый. индексъ >п— 1, то какъ всЪ члены положительны, имфемъ 

ОЗщ-и, и... Зи -Ршн ще +... 

сад. при ® и р приближающихся къ со: 

Што (мо м, Ни, ...)=0; 
слЪд. при взятомъ предположени рядъ сходится безусловно. 

Когда первоначальный рядъ содержитъ члены, част!ю положительные, часто 
отрицательные, и нЪть такого мфста, начиная съ котораго шли бы члены одина- 

коваго знака, къ такому ряду приведенныя заключеня неприложимы, и сходи- 
мость ВЪ ЭТОМЪ случа» возможна только условная. 

Но въ частномъ предположени, что рядъ остается сходящимея, если вм%ето 
ето членовъ взять ихъ абсолютныя значешя, можно далфе вести изслфдоване. к 
Означая абсолютныя величины членовъ скобками, пусть рядъ 

у ме] - и] + вы... 

будетъ сходящйся. По предыдущему # 

и 4 [о] 5-5 м. - 



то т.-в. абсолютное значене суммы м, --м,--...м. 6. сдЪлано какъ угодно малымъ. 
да же прямо слбдуеть, что и,-- и, ...также имфеть предёломъ нуль, & _ 

слёд. рядъ безусловно сходится. Отеюда, 

768. ТЕОРЕМА ШЕЙБНЕРА.— Безконечный рлдь сходится безусловно, если 
сходимость и тода, кода всъ члены сло замънимь из абсолютными 

значешями. 

Этимъ объясняется, почему рядъ Ааа ...: оказалея лишь 

условно сходящимся; въ самомъ дфаф, рядъ изъ абсолютныхъ значенй его чле- 
новъ—расходящся. 

769. Перемножене рядовъ.—ТкорЕмл.— Если имлемь два сходяниеся ряда 

б=щм-На-ш-+..., У=я-е-о+... 

знакопостоянные, или знакоперемнные, но въ посльднемь случаъ таке, что оба, 
‘или, по крайней мтърть, одинъ, напр. П, остается сходящимся тосль замъны — 
на --; то доказать, что произ ие СУ выражается безконечнымь рядомь 

м-н. +... 

члены которало составляются по слюдующему закону: 

Ч = 1 

13 - изв 
Зи -- ао -- мб 

вообще Ш, = щен ив --. Ни 

т.-е. что п-ый члень произведеня рено суммь ведении ыхь в членовь 
рида О на первые п членовь ряда У, взятыть въ ипномь порядкъ. 

Доказать, что ОУ выражается безконечнымв рядомъ 461 - из --... значить 
доказать, что ОУ есть предфть, къ которому приближается сумма ® членовъ: 

` Уна а... 

ири’веограниченномь возрастанш ®. Для этого составимь разность между сум- 
мою \„ и произведешемь двухъ суммъ 

Ор=и-щ-. ..-щ и У=и-е-+. . 4% 

п 
тд® р--9=", причемъ: есди ® четное, то р=д= 5, & при ® ночетномь р 

п--1 
а. Всф члены произведешя С„У, содержатся въ сумм \У„, ибо въ про- 

изведени ОУ, индексы прим и © не больше рн 9. Вынеся въ \\, за скобки 
1, №,. ‹ . И», можемъ эту сумму представить въ вихь 

У = ии о --... Кин... в,) 
аа + + #1) 

при На...) +... мы. 

Составивъ произведене О» У, и вынеся также за скобки ми, из... имфемъ: 

5, Уж (и а...) щи...) -+... 

ии. :00. 
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Вычтя это произведеше изъ \\„, находим: 

Мн — ОМ щен... 5%) В щена +... -)-+... ща" 

Зо, Р-Р... и... Вы. 

При увеличени и до безконечности, неограниченно возрастають и ри 9. 
'Такъ какъ рядъ У сходящся, то его общий членъ 24-1 и суммы Фуа --. +. 0, 
ча... ен-ь. . . стремятся къ нулю; а суммы первыхъ членовъ: 21-Е г» 
... 10»... , 1 будуть конечны. Подставивъ вмфсто первыхъ суммъ положи- 
тельную безконечно малую величину а, большую каждой изъ нихъ, а вторыя 
суммы замфнивъ положительною величиною А, также большею каждой изъ нихъ, 
найдемь, что вторая часть послдняго равенства будеть меньше 

аа... Ни Арн... №). 

Но рядъ 0 сходящийся и, по условию, не теряеть сходимости и послф за- 
м$ны его членовъ ихъ абсолютными значешями, то сумма чм; + м.» 
будучи меньше суммы абсолютныхъ значенй своихъ членовъ, будетъ меньше НВ 
котораго конечнаго положительнаго количества В, а остатокъ этого ряда ир1 = 
...-Раы одьлается менфе нфкоторой положит. безконечно малой 8. Итакъ, при 
достаточно большомъ я будетъ 

\,— 0,№ < Ва 4}, 

т.е. наша разность м. 6. сдфлана какъ угодно малою; а потому въ предфаЪ, при 
п= со, Ши (\,— №9) =0, или \\ = ОУ 

ГЛАВА ХНУШ. 

Распространеше формулы бинома Ньютона для всякаго дЪИствительнаго показа- 
теля, — Остатокъ биномальнаго ряда. —Приложеня. 

770. Формула возвышешя бинома въ степень, доказанная для показателя 
ЦВлаго положительнаго, можеть быть распространена на какой угодно показа- 
тель. Замфтивъ, что (а-- 5)" досталочно разсматривать только при неравныхъ 
а иЪ, потому что при а=Ъ эта степень приводится къ одночлену 2"а”, и - 
образуемъ ее вынесешемь а за скобки въ бином$ а -|- 6; какъ показано въ $ 714, 

найдемъ: (а -- 6)" = а"'(1 -+- х)", полагая р Вопросъ приводится такимъ об- 

разомъ къ разложенио (1 -- 2)”, 

Когда показатель т—число цфлое и положительное, мы имфли при всякомъ ^ 
< конечный рядъ 

Пат те- Эа ии 5 Ра 

т(т— 1)... (т—К- 1) 
..+ ях Па... +=, 

содержащий т--1 членовъ. Коэффищенты при степеняхъ 2 представляли числа 
сочетанй изъ т элементовъ по 1, по 2,..., по к,.... Условившиеь обозна- 
чаль эти числа, буквою 9% съ индексами 1, 2, 3, ..., т.-е. 

(т), ; 
мы а нео а 

тт — 1)... ти!) 
1.2.8. аи, 



_ О-комат-- еда Фдня- (ви... Родня --. ет...) 
о_ Спрашивается: если т не есть цфлое положительное число, то можно ли 

_ представить (1 --2)” въ вилф ряда, расположеннаго по восходящимъ степенямъ 
буквы 2, съ коэффищентами закона, выражаемаго формулою (1)? 

Здфеь прежде всего замфчаемъ, что коэффищенть 

р". ЬНО,.. 

_ при т цфломъ положительномь можеть обралиться въ нуль, вслфдстве чего 
_ рядъ (2) будеть законченный. Но если м— число отрицательное или дробное, то 

число членовъ ряда будеть безконечно. ДЪйствительно, при % отрицательномъ 
множители зи, т— 1, т—2,... числителя выражешя (2), будуть идти увели- 
чиваясь по абсолютной величин®, и потому ни одинъ коэффищенть ряда не мо- 
жеть сдфлалься нулемъ. Когда, м— дробь, то и всЪ множители зи —1, ж—2,... 
ть дроби, и не могуть обратиться въ нуль: рядъ биномальныхь коэффи- 
щентовъ будетъ безконеченъ. Слфд., если только возможно разложеше въ рядъ, 
закона (2) бинома (1--2)”, гдВ эт не есть цфлое положительное число, то такой рядъ 
_долженъ быть безконечный. Это замбчаше заставляеть формулировать налиу за- 

2: _ дачу. ‘окончалельно такъ: безконечный ‘рядъ, расположенный по восходящимъ сте- 

` пенямъ буквы 2, съ коэффищентами закона (1), при т не цфломъ и положитель- 
_  ОМЪ, тие. рядъ 

та 1 ина -- тада таз... тай... 8) 

№ можеть ли представлять разложеше стецени бинома (1 -- 2)? Для ръшешя во- 
3 проса нужно найти сумму этого ряда; если окажется, что эта сумма, = (1--2)", 

вопросъ будеть ршень вЪ утвердительномъ смысл; если окажется, что сумма 
не равна (1 -|- <)", —въ отрицательномъ смысл. Но о суммированш безконечнаго 
ряда рфчь можеть быть только тогда, когда мы намередъ знаемъ, что это рядъ 
 сходящийся; поэтому прежде всего необходимо опредфлить, при какихъ услошяхь 
рик (3) будеть сходящияся. Но изъ предыдущего мы знаемъ, что (3) будеть, 

езусловно сходящимся рядомъ, если сходится рядъ, составленный изъ абсолют» 
ныхъ значешй его членовъ. Итакъ, нужно взять предфльъ отношенйя эти-зат 1: 
та“ при п =. Имфемь: * 

1т—п й тт 
Пт {тран : ти" } = шп 1 .д= Ш {-=+ та} 

` При »=<о, при веёхъ конечныхь значеняхь т и =, второй чаенъ обра- 
щаетея въ нуль, и слёд. 

Ши {иена : та} =— 2. 

Закаючаемъ, что рядъ будеть сходящимся, когда абсолютная величина —2 
будеть < 1, т.-е. когда —1<&<--1, или, короче, когда 2 < 1; если же абсо- 
лютная величина количества (—2) будеть >1, рядъ — расходящйся. При 
2 == 1 — сомнфне; рёшеня вопроса въ этомь случаз мы касалься не будемъ, 
въ виду его сложности. Итакъ, полагая —1<а<-1, найдемъ сумму ряда (3). 
Обозначивъ эту сумму чрезъ 9, гдБ значекъ % показываеть, что эта сумма 
зависить отъ т, имЪемъ 

а \ $и=1-- ина -- тьдй ту... 

Перемфнивъ м на другое дЪйствительное количество р, получимъ: 

Зр=1- р Е рий-- рый... 

2$ + А - ь- ЧЕ 
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Такъ какъ оба эти ряда сходятся безусловно при 22 < 1, то можно прило- 
жить къ нимъ теорему о перемножени рядовъ; найдем: 

Зи + Зр=т-Н(ии--рде- (то-то... (тит ии-ти-а +... 
Е тари-а тир рн" > - 4), 

Докажемъ, что коэффищенты его составлены изъ ж--р по такому же за- 
кону, какъ коэффищенты рядовъ 5» и 5, составлены изъ эй и р. Во-первыхъ, 
такъ какъ и = и ри =, то и - 1 =т + р. Затёмъ: 

т(т—1) о(р-1) би О-ыир , три _ 
Г.2 т. та И: тертр--р-= фир 

—ттер- ртр 1) (тр) тр 1) 
55; 1.2 1.2 ; 

а это сть ничто иное какъ (т - р). :: 

Чтобы доказаль, что Я 

т ти Е тор... торь-а-Ртир,1--=(®-Рь.. 6) 

допустимъ, что равенство (5) вЪрно, и докажемъ, что слфдующИ коэффищенть, 
есть (т -- р)н--1. Но этоть слфдующий коэффищенть есть 

ти тыр -- таро +: терь Е тир, Ра 

Чтобы онъ былъ равенъ (т -| р)1, нужно, чтобы онъ представляль произведе- 

ве предыдущаго коэффищента, по. допущенйо, равнаго (т-| 2)», на т 

Составляемъ это произведене: 

(тит тара +. Е тори тнрн-1 52») 

Члены этого произведешя имфють видъ ри, — м & это выраже- 

‘не можно представить въ форм 

Е о 
ть ЕЕ ти . а "; 

но т, , т =т,;1; это равенство можно представить въ вид® 

тут — №) = т, 1(® +): 

а на основанш этого равенства, имфемъ 

тир ®—п) = рт фи. 
Сальх, 

- —й +1 А 1 И Е тан ЕТ 
Полагая здфсь послфдовалельно й =0, 1, 2,3, ..., и, получимъ веЪ чавны 

произведеня (6): 
1 

ыы т 

+ тр т ть вт 

р ПН ырьа Ут 



Суммируя по дагоналямь, имфемъ: 

на Е ры + торьа +. тыр ты ть 

а 910 есть не что иное, какъ (т + р), 1. 
Итакъ, допустивъ, что коэффищенть при &" есть (т--р)„, мы доказали, что. 

слЪдующИи коэффищенть есть (т -Р р). Но непосредственнымь вычислешемь 
мы убфдились, что трет коэффищенть = (т - р)з; сл., по доказанному, четвер- 
тый = (т -+ 2), пятый (т -- р) и т. д. Такимъ образомъ, ур—не (4) принимаеть 
ВидЪ 

Зи. Эр = 1-я руна -- (т - рум -- (т -- р... (тр рут" +... 

то-воть 

3. Зр ЕР. Ни енр—1) за р еж Я 

Вторая часть представляеть рядъ, составленный по тому же закону, какъ 
ряды 5„ и 5», съ тою разницею, что вмфето т или р находится т -- р; сл. рядъ 
Е мы можемъ обозначить тБмь же знакомъ 5, но съ указалелемь т -- р. 

д. 
Зы - Эри * + + (1). 

Положивъ т==р, имфемъ: 

т - З® = 5» Или [Зи = Эт, 

Помноживъь 06% части на 5„ и примфнивъ къ произведению Эзж . Эж фор- 
мулу (7), имфемъ 

[58 = Эви. 

Продолжая такимъ же образомъ, получимь для какого угодно цфлаго числа К: 

[Вы Зы 

Если теперь 7 есть положительная дробь —1 „› ТВ 9 и’— цфлыя положи- 

тельныя числа, то мы можемъ произвольное цфлое # взять равнымь знамена- 
телю х, и получимъ 

| 
т 

Такъ какъ 9 есть цфлое положительное число, то 5, представляеть, какъ из- 
вЪотно, конечный рядъ, сумма котораго равна (1 а слвд. 

[8-0 +=); 



меви 

извлекая изъ обфихъ частей корень порядка г, имфемъ 

я 
$.=(+=)°; > 

1 
этимъ и доказано, что (1 +=)" разлагается въ безконечный рядъ того же 

закона, какъ и при цфломъ показателв. 

Если въ равенств% (7) положимъ, что т есть число отрицательное, цфлое 
или дробное, и что р=— т, то равенство это дасть 

Зи - и = би = 5 

Но 5 =1: сад. и б„.5„=1, откуда, 

1 
$==5 7 

Зафсь —т_>0, а для этого случая доказано, что 5_„ = (1-- 2)"; сл. 

$==преа=0 +5 
этимъ формула бинома, доказана для отрицательнаго показателя. 

'Итакъ, мы доказали справедливость формулы для всякаго соизмфримаго по- 
казалеля. Чтобы распространить это ур. на несоизмфримое т *), пусть будеть, 
и — соизмфримое число, безконечно къ нему близкое, и а безконечно-малая раз- 
НОСТЬ 7 — в. Формула (7) даеть: 

Зи =5,44=3,. 3: 

Но в — число соизмфримое, слЪд. 5» = (1- 2)*; зальмъ, формула (3) даеть 

5а=1-+ 2-24 29+... 

нев Ана 

Рядъ въ скобкахъ — сходящся, потому что отношене каждаго члена, къ 
предыдущему въ предфав даеть—2, что по абсолютной величинё < 1; слд. 
сумма этого ряда есть нЪкоторая конечная величина А; а потому 

_ 8 =1-ЕаА, и З„=(1--аь А -ЕзА). 
По мрё приближеня в КЪ 2%, а приближается къ 0, слёд. 1-- «А —кь 11а 

вторая часть къ (1--2)”; а какъ эта часть всегда, = 5», То. 

З=а- а). 

Итакъ, при всякомъ дфйствительномь т: * 

аа тети арии и... 

ичемъ, когда » — цфлое положительное число, 2 можеть быть какою угодно. 
тельною величиною; если же т не есть цфлое положит. число, то должно 

быть — 1<#<1. Ех 

+) Опредблеше степени съ несоизмримымъ показателемь см. далбе, $ 775. 



_  Примьчаще 1. Идея вышеиздоженнаго доказательства общности формулы 
бинома Ньютона приналлежить Эйлеру; а усовершенствованное доказательство— 

:ч. 
Примтчаше 2. ТЕОРЕМ А.— Одна и таже функцёя разлалается въ стодящёйся 
„ расположенный по цълымь положительнымь степенямь перемьннало, един- 

_ ственнымь способоме.— Въ самомъ дфлВ, пусть, если возможно, будуть два, раз- 
личныя разложешя одной и той же функщи. 

ао -р ат -- ада --... ра... п боев... Ра... 

сходящияся то и другое при вебхъ значешяхъ х, меньшихъ Х. по абс. значению. 
„/Такъ какъ, по усл., оба.эти разложеня должны имфть равные предфлы для вся- 
каго 2 < Х, то для этихъ значенй перемфннаго должно быть 

(@— (бы... + @, вм... Зи 

тлф :„— разность остатковъ рядовъ, которая, какъ и эти остатки, д. б. безко- 
‘нечно малою при я = 20, при всякомъ 2 < Х. Какъ бы велико ни было значе- 
не, взятое для и, всегда можно взять 2 настолько малымъ, чтобы совокупность, 
чаеновъ (4 — 61) -=...- (а, —6,)2" была какъ угодно мала, а отсюда сл5- 
дуеть, что ав — равно разности двухъ безк. малыхъ, Слфд., какъ а, — 5, не 
зависить ни оть я, ни оть 2, то оно строго равно нулю (на основани очевид- 

‘истины: постоянное, о которомъ можно доказаль, что оно менфе всякой дан- 
ной величины, есть нуль; короче: постоянная безконечно-малая есть не что иное 
кажъ нуль). Такимъ образомъ а, = и равенство приводится къ 

аа. а-я 
но чтобы первая часть была безконечно мала при всякомъ 2 < Х, необходимо, 
чтобы скобки были безконечно малы, откуда, по предыдущему, заключаемъ, что 
щ— 1—0, т.-е. а =6,. Продолжая такимъ образомъ, убфдимся что ве коэф- 
фищенты равны каждый каждому. 

Примъчаще 3.— Эту теорему (служащую основашемъ способа, неопредлен. 
коэф-въ для безконечныхъ строкЪ) можно примфнять къ оженио функщй въ 
‘безконечные степенные ряды, но только въ такомъ случаЪ, когда напередъ м. б. 
доказано, что функщя способна разлагаться въ сходящийся степенной рядъ; въ 
противномъ случав способъ этоть можетъ привести къ нев$рнымъ результатамъ, 
такъ какъ въ немъ не обращается внимашя на остатокъ ряда. Кром того, по. 
этому способу трудно бываеть найти общую формулу для членовъ ряда. Въ виду 
этого, какъ для бинома, такъ и для другихъ функщй у насъ указаны друме, б0- 
аЪе строме, прИемы разложешя въ ряды. 

771. Остатокъ биномальнаго ряда. Разложимъ биномальный рядъ на, дв 
части, изъ которыхъ первая пусть содержить первые Е чаленовъ, а вторая, 

которую мы назовемь остатхомь ряда и обозначимъ чрезъ В», остальные члены. 

Итакъ, положимъ: 

("= 1-Е их -- т т. . та... (0 

тдь ‘остатокъ В, будеть 

В. та ть дама т... 
здесь 

Е т(тр—1)...(тЬ—бЕИ. ть 

„_—®—0.. КЕ „тк, 
о, 1.23.. -%Ю *Ъ-ЕГ 

т(т—1)...т—Ю.т—#=1) *"—®.(т-&—1). 
ых 1.2. . 0+9 7% ЕЕ № 
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Вынеся во всфхъ членахъ за скобки и; 2^, получим: 

т—№ (т—®)(т—&—1) 

№ ты (Ее + @ ИЕ) =}. -® 
Различаемь слфдующее случаи. 

1-Й случай: и — цълое положительное число.—Понятно, что въ этомъ случа 
к < т, рядъ будеть конечный объ (т -{- 1) членахъ, и если: 

1. 2>0, то сумма въ скобкахъ (2) будеть больше нуля. Съ другой стороны, 
если во множителяхъь числителей коэффищентовъ отбросимъь вычитаемыя, а во 
множителяхь знаменателей вторые члены, то вс коэффищенты увеличатся, и 
рядъ въ скобкахъ будеть меньше 

а а-я... 

т,-е. конечной геометрической прогрессш, которой знаменатель = о, а послвд- 
= 

Й членъ (+. ; потому сумма ея = 

равенъ произведению послфдняго выраженя на н®которую положительную пра- 
вильную дробь р; т.-е. 

(1) ВЕР. тай. ‚ ВОЗр< 1. 
т& 

аки 
2. «< 0. Нфкоторые члены будуть положительные, друме отрицательные; и 

если условимся абсолютную величину количества, & обозначать знакомъ [2], то. 
сумма въ скобкахъ (2) будетъ содержаться между 

ЕТ. ее 
такъ что легко заключить, что въ этомъ случаЪ 

‚ВЕР 
(1) Вир. мА. : [=] от <р<+Ьь 

= 

Т.-е. р есть положит. или отрицат. правильная дробь. 

Формулы (1) и (И) можно соединить въ одну, одинаковаго вида съ послфд- 
ней, замбтивъ только, что при х>>0 должно быть и 2 > 0. : 

Въ частномъ случаЪ, когда Е есть правильная дробь, будетъ и 

1 1 | а; 
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произведеше этой правильной дроби на дробь р<1 дасть также правильную 
‚дробь; назвавъ послёднюю буквою р’, получимъ для этого случая болфе простую 
формулу: 

„тай 

ЕН 
И здБсь также при => 0 будеть р’> 0. 

2-й случай: 71 — дробное положительное число.— Биномальный рядъ будеть 
‘безконечный и сходящися при —1<#<-1; тоже самое относится и къ ря- 
Ду (2). Возьмемъ произвольное цфлое положительное число # > т, и разсмотримъ, 
опять два случая—положительнаго и отрицат. , именно: = 2=—% 

‚ 
(Ш) № = ‚ТВ —1<7<-1. 

Въ первомъ случаф рядъ (2) будеть 

&—т К —т)иЕбтИ О.в. ..® 

Дань. еее “+9 

во второмъ: 
т. ® 
РЕ 

Такъ какъ факторы 
т ЕТ т 
Г’ Ва ' вЕЗ °’” 

суть положительныя правильныя дроби, { также < 1, то въ обоихъ рядахъ каж- 
дый членъ больше слфдующаго; отсюда, легко заключить, что сумма, ряда (3) заклю- 

—т 
чается между Ти 1—1, т „и потому положительна; также непосредственно 

видно, что и сумма (4) положительна. Залфмъ, очевидно, что сумма перваго ме- 
1 нфе суммы второго, & эта послФдняя меньше 1 + 8-8... = т 

Вообразивъ между Ё и 1 еще правильную дробь (:<: < 1), имвемь 

1 и 
НБК: 

сумма каждаго изъ рядовъ (3) и (4) содержится между 0 и га поэтому ту и 

другую можно представить подъ общимъ видомъ Гер тдВ р положител. прав. 

дробь. Итакъ для остатка, имфемъ формулу 

(У) = ыы , 

въ которой: [2] <:<1, >т, 0<р<Ъи [4] означаеть абсолютную величину 2. 

3-Й случай: ›› — отрицательное число; пусть т= —}. Рядъ (2) при #>0 
будеть 

РЕ ЕЕ О +11 +05 
а при 2 < 0: 

Е». , ЖЕНА 
&+1`’ @-+-10@-9 ^ 

1+ +... ® 

Е) 
Въ виду того, что в .Ё при неограниченномь возрастани & приближается. 



КУ 

къ предфлу & [ибо пт =Шш— . =: |, и какъ $ < 1, то можно дая К 
те 

выбраль настолько большое значене, чтобы 

и: 
А 

тдф : прав. дробь, лежащая между би 1. Въ самомъ дфаЪ, предыдущее нера- 
венство даеть 

& это требоване всегда м. б. выполнено. Какъ скоро для & выбрано такого рода, 
значене, то тёмъ въ большей мЪрЪ справедливы будуть неравенства, 

или 

слфдовалельно 

ЕО, НЕО) 
1-2) ^^ (ЕН?) 

Суммы рядовъ (5) и (6) будуть, слЬд., положительны и мене 

8<#, ит.д. 

Тена. ..= 

и потому могуть быть представлены подъ общимь видомь 1 

имфемъ выраженю 

о ве, 
[те 
[| в Ш <.<1, #> 0<р<1. 

Это изслвдоване можно резюмироваль такъ: 

Если. т. не есть цьлое положительное число и 2? < 1, то остатокь Ныюто- 
нова ряда выражается общею формулою 

В= ее, 
тд 

Ш <<Ь 0<р<в 

причем» слъдуеть брать: & > т, если т положительно, ик > т 

отрацательно. 

772. Примзры.—Примфняя формулу бинома, найдемь: 

3 
Е ыы За Пе вай аа раза... 

‘если т 

1 

т 1 1. 1.355 
ии р и-ррвие 



р | 
а Е ОЕ. 

В тов | 
итп. 

773. Приложеня формулы бинома Ньютона.—Укажемъ нфкоторыя прило- 
женя формулы бинома. 

1. Извлечеше корней.— Пусть требуется извлечь корень порядка ” изъ цфлаго, 
числа, №. Разобьемъ № на двф части такъ, чтобы первая а” представляла, точную 
у-овую степень и была бы возможно больше по сравнению съ другою частью 6, 
которую въ этихъ видахъ можно брать и отрицательною. Всегда можно взять, 
а”>Ь. Получимъ: з 

=“ у?) «(1 +8] ай Ча полагая Ва. 

Примфняя формулу бинома, найдемъ, 

уе]. 
1 

Напр. У а 51+ = 

О О Е ГИ 
ее ий 

юм —щ--щ — ш--- >. 

меб = 5,0533833383 
24 32 - %—2..4 чм -—0,000568889 (—) 
а 3.100 Брзотвадааа 
5 а 1 

8-18-69 4000000188 СН) Е 5,0557745580 
ва в Е Е и, —0,0000002158 (—) 1815" 0 

ит. д. 

Вслфдеть!е чередовашя знаковъ искомый корень всегда заключается между 
двумя смежными значешями. 

И. Рьшеше уравнешя ад? --55--с=0, кода коэффишенть а весьма маль. 
Взявъ формулу корней, можемъ ей дать видъ, 

1 

ОАО ЗВ риши Ви дас ь,6 4ас\з У 442 ве 0 =) ева!" 

Когда корни уравнешя дЪйствительные неравные, мы имфемъ: 62 — 4ас > 0, 

откуда < 1; но при а весьма маломъ дробь эта будетъ. весьма мала и полу- 

чится быстро-сходящйся рядъ; а именно 

=== (39) --)}- 
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1. Раскрытие неопредъденностей.—Приводимь примфры. 
—а"* : 

1. Дробь а, тд ти Е кая угодно числа, обращается вь о при 

& = а. Полагаемъ 2 =а -- № и раздагаемъ числителя и знаменателя по восходя- 
щимъ степенямъ /; затВмъ полагаемь #=—0; так. обр. находимъ: 

а"— а" _ (а-- №)" —а" =: +) 1] ча (. +) ы 
оон Е х = 
Я «((1+*) ==] (1+) ты 

ВЕНИТА У. 

Ве члены числителя и знаменателя содержать множителя ,, сокраливъ на ы 

и положивъ № =0 (чтобы имть величину дроби при @=а), находимъ, что весь 
эт члены числителя и знаменателя, кромф первыхъ, нчезають, и получается т; а”. 

Рось, ИР Уа-У—а —— обращается въ т при 2=а. Положивъ 
Ия —а о | 

= =а--\, даемъ ей видъ 

С. — А у 
иивиЕ 8+1: +. : ини 

У/за-® УЛИа-- В , 

сдвлавъ приведен и раздёливъ числит. и знам. на УХ, имфемъ 

У 
а \. 

Уза-=ь 
. 

что при # = 0 обращается въ ——* 
ь у У2а 

Ту. Элементарный методь Жоффруа для вывода рядовь, служащигь ко вы- 
численвю 5. 

1. Взявъ окружность рамуса В =1, проведемъ къ точкВ Е касательную, за- 
ТЬмъ на окружности возьмемьъ нФкоторую дугу АВ и проведемъ радусы Од. ОВ, 
продолжене которыхъ пусть встрёчаетъ касательную въ точкахъь С`и 1. Срав- 
нимъ хорду АВ съ дугою АВ. Опустивъ изъ о перпендикуляръ 01 на АВ, 
возьмемъ отношене площадей треугольниковь ОАВ и ОС), имвющихь общий 
уголь: Ё 

` ДОАВ _ОАХОВ _АВХОГ. МЕ № 1 р 
20св-осхоБ — СОХО: "а как В = 1,60 =00х00Х 01 
Замфнивъ ОТ единицей и ОО лишей ОС, мы уменьшимь вторую часть, и 

потому о . + (1). Сь другой стороны Е от * * (@). Доказатель- 
С0> 06? Е ср 002 т ых 3 

т ани ге т къ доказательству, что 06. 0 о< бр» или 

0-м <о5 ‘или 96 < 55 но, проведя АМ параллельно СО (пусть У есть 



_ точка пересчешя АМ съ ОТ, а точка М съ ОВ), имфемъ: И а какъ. 

0А=1, и ОМ< 0У< 01, то < этимъ неравенство (2) доказано. Итакъ 

1 АВ 1 
са < ор <о5з°° *®). 

Если положимъ, что АВ НЕЕ: къ нулю, то и СП будеть приближаться 

къ нулю, и въ предфль: = 00 ибо ОС и ОП сливаются въ предфаф. 

х Если на касательной возьмемъ часть ЕР =1 и соединимь Р съ 0, то дуга 

а ЕН. Для вычисленя этой дуги раздёлимъ ЕР на ® равныхъ частей и точки 

дфленя Е, 0, С соединимъ съ центромъ. Эти прямыя дадуть на окружности 
п 
4 

по мвр% увеличешя э. Пусть будеть АВ одна изъ сторонъ этой ломаной; соот- 

вфтотвующ элементь СП касательной = т. По доказанному, мы имфемъ 

вершины неправильной ломаной, которой периметръ будетъ приближалься къ 

г < ОБ гл 00%=1-- ЕГ?. 

Пусть р будеть число дфленй отъ Е до Г: сл. ЕБ=р. ь св= ь и 

п 
'Итакъ, периметръ Р вписанной ломаной меньше суммы дробей вида Ге те 

тдВ р нужно измфнять оть 0 до ж— 1. Сад, 

НЕМ 1 1 
Р<[»- эти Нити" Ри]. 
Въ предваЪ, при »= о, Р сливается съ дугою ЕН, слл. 

Я 1 1 
1 п ет ня С ОМ 

Съ другой стороны, мы нашли, что, 

Ав 1 1 00 > 5 м ост 1, 
откуда, 

п 

АВ > аи 
Взявъ сумму этихъ неравенств оть р=0 до = — 1, найдемь 

1 1 1 Рите +: : я . .®. 

Оближая неравенства (4) и (6), найдемь два значешя для РЬодно по избытку, 

другое по недостатку. Эти два значеня разнятся на и 0—5] = слфдов. 



г 
оба они стремятся 1 

_ желаемою точностью. . 

у Формула (5) послужить намъ для разложеня я въ сходящея рядъ. Взявъ 

_ въ скобкахъ общий членъ тр или (7? --17)-1, разложимъ его по формул 

Взявъ ® достаточно большимь, можно‘ вычиедить = съ 

бинома: я ; В: 
ЧИ в УЗИ НИИ ВЕТ: 

тр? от мня С 

Полагая послфдовательно р =0, 1, 2, 3,.,,, п—1, найдемъ: < 

1 
= 

нае 11 

1 
и у. и 

11 1 и о св 
и а т се 

Складывая по вертикальнымь столбцамъ, умножая на я, и обозначая суммы — 
вторыхъ, четвертыхъ, ... степеней ® —1 первыхъ цфлыхъ чисель знаками 5, 

_ Зы...» Находимъ: Е 

* == ш (1, Е м8 з 

Е й 1 
Но И 2-3 Ш ит. д. Потому 

ы 1 
ЕВ та 

одинъ изъ рядовъ, которые даетъ интегральное исчислеше. 

2. Взявъ четверть круга ОАВ, положимъ, что радусь ОВ=1. Раздьлимь 
‘радлусъ ОВ на ® равныхъ частей и изъ точекъ дфлен!я проведемь, ВЕ: другому 

‘радусу ОА. Такимъ обр. дуга АВ = 2 будеть раздфлена на ® неравныхъ частей; 

хорды, какъ СР, стягивающя эти дуги, образують вписанную ломаную длины. 

р, предфломъ которой при *==<о, будеть служить 5 ый Пусть ЕЁ будеть дълеше 

адтуса ОВ, соотвфтствующее дуг СО. Проведя ог ны но къ хорд а 
р ТН перпендикулярно къ ОЛ, и С@ и на ПЕ, емъ изъ по-_ о 

добпыхь треугольниковь СПб и ОТ, что сб= ог" Но 66 = ЕЕ, отд. о 

За, ош ей а потому Ни СО = Ша м ох. 
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Далфе: ЕГ= ЭВ $ Гр =и00: 0-й — >» если р означаеть чи- 

6ло дфленИй оть 0 до Е. Е 

Ше СО = 

Но периметръ Р есть сумма элементовъ, такихъ какъ СО, слёл. 

1 1 т 
ве. . 

УЯЕТГУтЕя + "Уи =\ 

и—1 1 
О — 

е Уя 

а какъ та Р, то 

Чо [| р Е ох 1 1 
в Ут уф КУЖЕНЯ НУЖЕН 

Взявъ общиЙ членъ, имфемъ 

1 1,3 1:85 
в и + ана и ввы-т . 

1 13 185 
ты 28.258 ыя. той эр жНГ. т. 

Полагая р =0, . . 3,...,п—1, имбемъ отсюда: 

Уя—(и—1} 

Суммируя, найдемь въ предфлв 

1-8 1 
ШЩН 23 5..9. 
Е [1+ На. м НТ. -} 

или, подставляя Пт о . „, окончательно. 

= _ т. 8 8:51 3.5.71 
ен Е 4.6.89 

другой рядъ, предлагаемый въ курсахъ интеграловъ. 
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ГЛАВА ХЫХ. 

Изсавховашо свойствъ показательной функщи.— Общя свойства логариомовъ.—Си- 
стемы логарномовъ.— Условйя соизмёримости зогариемовъ.— Придожене къ десятич- 

нымъ логариомамъ. 

Изслфдован!е евойствъ показательной функщи. 

774. Опредълене. Функшя а”, гдЪ @ количество, постоянное, а 2 — пере- 
иЪнное, называется показалиельной функшей. ИзслЪдоваше свойствъ этой 
фупкщи служить основашень твори логариомовъ. 

Докажежь, что если а>>0, то функщя непрерывна на всежь протяжени 
дЪйствительныхь значешй 2, соизибримыхь или несоизмримыхъ, положитель- 
ныхъ или отрицательныхь. ИзслФдованше это подраздфляемь на дв части: 
а>1на< 1. 

775. Ткоркмл. Ели а>1, функшя а” возрастает» непрерывно 
от» 0 до -|- ©о, кофа х возрастаеть непрерывно оть — о д ©. 

1. Во-первыхь, пусть 2 изибняется отъ — со до <>, получая соизми- 
‚римыя значешя. 

1) Если эти значеня будуть цфлыя и положительныя, то въ лемм 1, $ 749, 
уже доказано, что если т >, то и а" > а". 

2) Пусть 2 получаеть соизёримыя дробныя значешя р и го и пусть 

>в Отсюда: а8’> 48, и такъ какъ это — числа цфлыя, то по предыду- 

щему: а” > а". Извлекая изъ обфихъ частей корень порядка 88’, мы не на- 
и: 

рушимь смысла неравенства, а потому "а"? > "Иа"%, или а’ а", чт и 
требовалось доказать. 

3) Дадимь показателю 2 отрицательныя значеня, цфлыя или дробныя; пусть 
—т_> — п, гб т и п положительны. Изъ неравенства пифемь: % <; & 
слёд. а"<_ а"; равдфливъ объ части на положит. количество а”. а", нахо- 
Димъ : 

5-я” НШ. ва" 

то же заключеше. 

п. Наконенъ, даемъ х-су несоизмъримыя значешя, и прежде всего опре- 

дълимь, что слфдуеть разумфть подъ степенью съ несоизифримымь показате- 

лемъ; напр., что означаеть 47? 
Возьмемь рядъ приближенй къ УЗ, по недостатку и по избытку, точныхь 

ре. ; . пя получимь два ряда $ № 10’ 100’ 1000°° 

ны 173 1,732 0’ 

1 1,8 1,74 1,733 Чая 

общимьъ предфломъ которыхъ, по опредфлению, служить УЗ. 



тая; 
эти количества не могуть достигнуть и превзойти: таковы, напр., с0- 

я имъ числа ряда (2). Необходимо заключить, что числа (1) стре- 
иЪкотороху предфлу Г. Подобныхь же образом убфждаемся, что числа, 
стремятся, уменьшаясь, къ нЪкоторому предёлу №”. Легко видфть, что 

‘предфла равны, ибо разность 

#41 2 
а" — ам 

ет предфломь нуль, ибо множитель а10° конеченъ (онъ, напр., 
ше а). 

_Этоть общий предфль рядовъ (1) и (2) и представляють, по опредфленю, = 

вид аз. Итакъ: $ 

_ Отепень съ несоизмтримымь показателемь т оть положительнаю 
а а есть предъль, къ которому стремятся степени этою числа, 
‘показатель стремится к т, увеличиваясь или уменьшаясь. 

ешь теперь, что большему несоизмфримому показателю (при @> 1) 
етъ и большая степень; напр. 

Уз Уз 
а >а. 

То” По недостатку, то: 

а а 8 1 
УЗ < "А в << НЫ. 

предыдущему: 



а потому и предфлы, которые не равны, не равны въ томъ же порядк%, ибо 
этоть порядокъ не измфняется, когда ® неограниченно возрастает. 

Ш. Измюнемя функши а” непрерывны на всемь протяжеши изми- 
—_ мен 2. * 

Дадимъ конечному 2, нфкоторое приращенше №, и докажемъ, что если это 
приращеше будеть неограниченно приближаться къ нулю, то и приращеше ® 
тии у» будеть также неограниченно приближаться къ нулю. Въ самомъ 
ДЪлЪ: 

У", ура“, $ 
сл. 

ь Ка — а == а (а*— 1). 

а — величина конечная; остается доказать, что № можно взять настолько близ- 
ким къ нулю, что а“ будеть какъ угодно близко къ 1, те. что а^ стремится * 
къ предфлу 1- 

Пусть #> 0; всегда можно найти такое цфлое положительное число а, чтобы 

ак <а+1, 

ибо 9 есть частное, точное до 1, отъ раздфлешя 1: 1, и это частное будеть, 
неограниченно возрастать ло мфрф того, какъ № будеть приближаться къ нулю. 
'Изъ предыдущаго неравенства выводимъ 

1 1 
1 << 

откуда, по вышедоказанному: 

Я 

Но крайня количества — то же, что у ан а; а эти корни, въ силу леммы Ш 
$ 751, имфють общимъ предфложьъ единицу, когда @ неограниченно возрастаеть; 
& сл. на”, то теор. $ 186, иифеть тоть же предфлъ, т.-е. 1, когда й стре- 
мнтся къ нулю. Заключаемъ, что въ формулф для К второй множитель стремится ' 
къ 0, а сл. и К приближается къ тому же предфлу, по мфрё приближешя № 
къ нулю. 

У. Кода х приближается къ со, то и а’ стремится къ 5%. 

Это предложеше было уже доказано въ лемм® 1, $ 749, для показателя 
цфлаго. Пусть теперь показатель 7 есть число дробное или несоизиримое; это’ 
число будеть заключаться между двумя послфдовательными цфлыми числами 
р ир--1, такъ это 

а’ а"<аРН. _ 

ы Но, по упомянутой леммф, а? и а? стремятся къ ©о, когда р приближается 
къ со, слёд. и а” стремится къ со, когда т неограниченно возрастаетъ, 

Итакъ: а", при а>>1, есть функщёя непрерывная, возрастающая оть 
0 до -- с, кода х возрастаеть оть — со до - <. 

Этоть результать можно представить въ фор слфдующей таблицы: 



_ Таблица А. 

а о Е ЕВ Ра 
а ЕН 

кривой, найдежь кри- 
оторой 02’ служить ас- 

'отою, а ординаты растут 
у нно. Эта кривая пе- 

065 у въ такой точ- 

для которой 0А = 1 
нот тотвонно абециссв 0 

— < 4 Че, функшя а” непрерывно уменьшается от». а 

саможь ДВлф, кола а<_ 1, то можно положить а, варто -- 

=) = 2 Если будемь здфсь увеличивать 2 оть — <> до <, = 

по предыдущей теорем, а” будеть увеличиваться оть О до -|- со, а слёд. 

‚ будоть ‘уменьшаться отъ : ДО 55, 1-6. оть © до 0. Что и здбеь измбне- 

| функций а” нопрерывны — это непосредственно вытекаеть изъ предыдущаго 

_ Таблица ‘изибненй будетъ слфдующая: 

Таблица В. 

бо... 0: аа Ра: 65 : 
>: 1: ба 8 3 

1 2 5 
Е 
ч 

_ ти пзжненвя наглядно изо- 

_бражены измфненшями ординатъ, 

_ кривой, для которой положи- 

тельное направлене 02 оси абс- 

а 
во 

Циссъ служить ассимитотою. 



Логариемы. < 

7717. Опредфлене.—Имхфя ур—не у=а”, можно а: себ три во- : 
проса: х 

1. По данныхъ: основаню ‘а и показателю 2 вычислить степень а” или У... 
Дистве это называется возвышенемь въ степень. 

2. По даннымъ: степени У и ея показателю х найти основане а. Дьйстве 

это есть извлечене корня и выражается знакоположещемь: а = у, 
3. По даннымь: стенени или числу у и основано @ найти показателя 2. ы 

Показатель 2 называется лоариемомь числа у при основави а. Итакъ: Г 

лошриемомь даннало числа называется показатель степени, въ которую . 
‘нужно возвысить основане, чтобы получить данное число. 

Слово логариомъ обозначается знакомъ 102; такимъ образожъ. чтобы пока- 
зать, что 2 есть логариомь числа У при оон а, пишуть: х = 105, у. 

Напр. 102,8 = 3, потому что 2—8; то, —2, ибо 2—8 вит п. 

ы 778. Выборъ основан. — Главное значеше логариемовъ заключается въ том, 
что оши служать могущественнымь средствомъ для облегчешя вычисленшй. Но Ё 
чтобы они могли служить для этой цфли, необходимо имфть для вефхь положи- = 
тельныхь чисель дфйствительные логариемы. Этому требованю удовлетворяеть 
не всякое основаше. И прежде всего легко видфть, что отрицательнаию числа 
нельзя брать за основаше лоаривмовь, ибо при таколъ основаши не для’ 
всфхъ положительныхь чиселъ получатся дфйствительные логарнемы. Такъ, урн  — 
(— 2)*=8 нельзя удовлетворить никакижь дЪйствительныхь значешемь 2. 

Затфиъ, О не можеть быть принятЪ за основаше логариемовъ, потому что вто- — 
рая часть ур— в 0” = у при положительножь 2 всегда даеть Нуль; при 2=0, 

: У= ===, Т.-е. представляеть неопредфленность; а Е отри- 

цательномь значеши 2, положивъ 2== — т, получаемь у=0-"= ыы 

к Такимъ образомъ, различныя степеня нуля не воспроизводят всевозможных 
>  положительныхь чиселъ. 

Обращаясь къ положительныхь числамъ, зачфчаемъ, что единица не можеть 
быть принята за основаше логариомовъ, потому что различныя степени единицы 
равны 1. 

Взявъ за основаше число, большее или меньшее 1, и возвышая его во все- 
возможныя дЪйствительныя степени отьъ — ©5 до--©5, мы, какъ видно изъ таб- ^ 
лицъ АиВ, $5 775 и 176, получимь веевозможныя положительныя числа отъ 0 
до —- со, такъ что въ этихь случаяхь всякое положительное число имфеть д%й- 
ствительный логариехъ. Итакъ: за основане лозариемовь только и можно — 
брать положительныя числа, большая или меньиия 1. 

779. Свойства логариемовъ при основан большемъ 1.—1. Всякое зо= — 
ложительное число имтеть дъйствизтельный лолариомь, и только один. — 
Шри изслёдовани функщи у == а” (см. таблицу А) мы видфли, что если измфнять, т 
2 отъ —© до -- ©, то у непрерывно возрастаеть оть 0 до --<5. Возьмемь — 
вЪ этой строкф значейй у-ка какое-ниб. число у’; функшя у (пли 4”), будучи — 

- непрерывна и изифняясь чрезъ всю область положительныхь чиселъ, пройдеть, — 
Е по ее хфрь, разъ и чрезъ значеше у’, при нфкоторожь значени 2’ пере- 



2; но функщя эта_ постоянно возрастаеть, ‚и потому только Зои 
1 а это значеше У’. Это р обнаруживаеть и кривая у 

Ч ТЗ в въ самомь дфль, пусть 

р всякое положительное число и, дЪиствительный логариомъ, 

только одинъ. Высшая алгебра показываеть, что кромф одного дфйствительнаго | 
_логарнома всякое положительное число имфеть безчисленное множество мнимыхь_ 
логариемовъ. 

2. Отрицательныя числа не имтоть дъйствительныхь лозариемовь. 
_ Дфиствительно, на всемъ протяжеши строки чисель (таблица А) въ ней нахо 

дятся одни положительныя числа. 
3. Лоариемт чисель, большить 1, положительны; въ самомъ дфаЪ, 

_ чнеламь оть 1 до -|-<2 строки У соотвфтствуютьь въ строкф 2 числа оть 0 
ыы +=. 

4. Лозариомы чисель, меньшихь 1, отрицательны; и въ самом Ва, 
числамь отъ О до 1 таблицы А соотвфтствують въ строк логарномовь значеня 

_ оть — < до 0. 

_ 5. Ломириеомь нуля равень — ©, 
6. Лоариомь единицы равень нулю. 
7. Лозариемь основания равень единиць. 

8. Лоариомь <> равень <. 

780. Свойства логариемовъ при основанми меньшемъ 1.. Подобно а 
г _  дущему, изучеше таблицы В прямо даетъ слфдующие результаты: . 

а 1. Всякое положительное число импеть дъйствительный лоариомо, г. 
и только одинь. 

2. Лоариемы чисел», большиль 1, отрицательны, а чисель менишито: 
ея — положительны. 

3. Ломриомь основашя равень единицт. 

4. Лозариемь единицы равень нулю. 

5. оюриомь нуля равен» -|- ©. 

6. рее < равень — ©, 

781. Теоремы, на которыхъ основано употребление логариемозъ въ в я 
_ числентяхъ. * 

_ 1. Доариемь произведещя равень сумм» лолариомовь производителей.— 
_ Шусть имемь числа №, №, №, имфюция логариемами: 2, 2’, =” при одножь и 
томъ же основани @. 

Зависимость между числами и ихъ логариемами выражается уравнешяхи 
ыы 

а 

о Неремноживь ихъ, получаемь уравненю 

МА НИ, 



н 

— 872 — 

_ изъ котораго видно, что 2--а’--2” есть логариомь числа МХ: 

ПУ) ааа 
но изъ данныхь урн нифежь: х=16№, 2’ = №, 216 №; подстановка 
въ предыдущее ур— не даетъ, такимъ образомъ: 

(МУХ) кУ-Р вы, 
и теорема доказана. 

П. Лоармомь частнаю равень ллариому дълимало безь лошриома 
дълителя. — Раздёливъ ур—н (1) на (2), иифемъ: 

Е 

откуда, по опредфленю логариема: 

Х ®)- 
Кели № =1, то @Х=0, и предыдущее равенство даетъ: 

—#и=№К— №. 

№ (т) = ву, 

т.-6, лоюриомь дроби, имъющей числителемь 1, равен» отрицательному 
лошриому знаменателя. 

Ш. Лоариомь степени с» какимь уюдно показателемь равень произ- 
веденто показателя на ловриомь возвышаемаио числа. — Возвысивъ 00% части 
ур— ня (1) въ степень 7, ихфемь 

№" = (а")" = а"", откуда 16 (№) = тет ВХ, 

и теорема доказана. 

ТУ. Лолариемь корня равень ллариему подкореннало числа, раздълен- 
ному на показателя корня.—Извлекая изъ обфихъ частей ур—шя (1) корень 
порядка р, имфемъ: 

И\=Им= ат, откуда м = 

Эти теоремы даютъ возможность значительно облегчать выполнеше боле труд- 
ныхъ ариометическихь дЪйствй. Для этого должны быть построены таблицы, 
содержащя логариемы чисель. Имфя тащя таблицы, и зная, что логариемъ про-. 
‘изведешя равенъ сумм логариемовъ производителей, мы можемь умножене чи- 
селъ свести на простфйшее дЪйстве — сложеше ихъ логариемовъ: такимъ обра- 
зожъ мы опредфлимь 102 произведешя, а для отысканя самаго произведешя 
останется взять изъ таблиць число, соотв тствующее найденному логариому. Д- 
леше чисель, при помощи ‘теоремы П, сводится къ простфйшему дфйствию — 
вычитаня логариемовъ; возвышене въ степень, при помощи теор. Ш, приводится 
къ умножению, а извлечеше корня, по теор. 1У, къ дфленю. Однимъ словомь. 
при помощи логариемовъ, дфйствя высшаго порядка надъ числами приводятся 
въ дЬйстыямь низшаго порядка надъь ихъ логариомами. 

у 



2. ТЕОРЕМА. Если числа составляють прорессю зеометрическую, 
‘и2ь лоариомы составять проурессю ариометическую. 

Взявъ логариомъ каждаго члена, имфемъ: 

_ №4; ща-- №9; ка-- 2%; ва-|-360...; Ва--н ее: 
а это есть рядъ, составляющий ариометическую прогрессшю съ разностью, рав- 

_ ною 154. 
* Свойство это было взято Непером» за исходный пунктъ въ теорм лога- 

риомовъ. 

783. Если надъ данными количествами, входящими въ составъ выраженйя, 
_подлежащаго вычислению, указаны только дЪйстыя дфленя, умноженя, возве- 
дешя въ степень и извлечешя корня, то такое выражеше м. 6. вычислено съ 

_ помошИю логариомовъ. Пусть напр. 

‚_ @ху% # = ее 
их рат 

Примфняя теоремы о логарнемв дроби и т. д., послфдовательно получаемъ: 

ва [ах уф Ш УГ 
7 = ва“ ву — (ви ву Г > 

ба ще 2щ6— (зва--5/). 

Такимь образомь 2 будеть извфстень; а по 62 опредфлится и соотвт- 
_ ствующее число, какъ скоро будуть даны численныя значешя а, $, с, 4и /. # 

Дйстме, имбющее пфлью составлеше выраженшя для логариема по данному 
енйю для числа, назы лориомировашемь, 

_ Обратно, по данному выражению логариома можно составить выражене для 
соотвфтствующаго числа, пользуясь тбми же теоремами. Пусть, напр., дано 

46 Ща @--9-- ва --ве--]--16а +49. 
Послфдовательно имфемъ: 

веке а— ба) а--а 

= в @*— 83) (2-9) ка --а9) 

Ча) ув а--4) = куб фвУГЕ а 
о Щьй 
1 : Иа 



Е 81а — 

'Изъ равенства логариемовъ заключаежь о равенствб соотвфтствующихь чи- 
сель; такимъь образомъ, находниъ 

&=— 

784. Перемфна основаня.— Пусть извфстны логарнемы чисель при нфкото- 
ромъ данномъ основаши а, и предложимь себЪ вычислить логариомы тфхъ же 
чисель, взявъ другое основаше 5. Рьшенше этого вопроса основывается на сл- 
дующей теорем: 
ТЕОРЕМА. — Отношене лоариемовь двуль чисель № и № не зависить 

оть основаня, Т.е. это отношене остается одинаково, каково бы ни было 

основан. 

Въ самомъ два, нусть логариемы числа № при основашяхь аи 6 будуть 
аи В; а логарномы числа № при тёхь же основашахь пусть будуть © ий’, 
По опредфлению, нибемъ 

и — а" =. 
‘Отсюда: 

АН 2 
а= 5 =5”, 

и слфдовательно, а пли ес или, наконець. Пра ра ‚ ’ 

вь\ в. Х 
ХХ 

и теорема доказана.— Если положить здфсь № = В, то будеть №№! = в} =1, 
и пропоршя дастъ: 

в 

1.76. еслы построена таблица лозариомовь при основаши а, то изь нея 
лезко вывести лоривмы по друюму основанйю 5: стоить только ста- 

рые лоариомы помножить на дробь г > Равную сдиниць, дтъленной 
я 

на 15 новазо основанёя, взятый по старому. Этотъ постоянный множитель 
называется модулем» перехода отъ старой системы къ новой. 

Изобрьтатель логарномовъ, Неперь, взяль за основаше построенной имъ 
систехы несоизифримое число, равное приблизительно 2,718281828459045... 
Это число обыкновенно обозначаютъ буквою ©; а самые логарнемы называють 
неперовыми, или натуральными, или зитерболическими; онн нуфютъ важ- 

. ное значеше въ высшемъ анализ. Но для практическихь вычисленй они не 
удобны; поэтому уже самъ Неперъ посовфтоваль своему современнику Брину 
вычислить новые логариемы, принявъ за основаше число 10. Этими послдними 
логариемами и пользуются обыкновенно для практическихь вычисленй, и назы- 
ваютъ обыкновенными, или десятичными логариемами. ы 

Примъчане. Если въ равенств (1) положияь У==а, то, какъ будеть 
№,Х = №, а==1, найдемь соотношене 

= вх: -- 

1.5 ва = 1, 
часто употребляемое въ вычисленятъ. 



числомь, ограничиваясь разсхотрёщемь случая, когда основане | 
цфлое положительное число. 

изибримый логаривмъ ", т.-е. при какихь условяхь возхожно равенство и 
Е = 

№=а”, или, по возвышени обфихъ частей въ и-ую степень, равенство 

асы). 

Пусть основаше а разлагается на первоначальные множители 2, 1 в 
отвфтственно въ степеняхь #, 3, , такъ что а=а” 8**/; равенство (1) будеть — 

у, .@). 

Такъ какъ вторая часть его дблится ная, 8 и), то и первая должна д- 
литься на т же числа, иначе вышло бы, что дробь равна иблому. @верхь 

не можеть содержать другихъ первоначальныхь множителей, кром% @. 
_ Вит, по той же причинЪ. Олд. должно положить № = а” 8% 3, Ур. (2) при-_ 

О 

Чтобы это равенство было возможно, необходимо, чтобы было и, = ии; 

13; =т8; и: = тЁ, откуда и = Г: заключаемъ: чтобы итлое число 
й 

Х пры цъломь основами а имъло соизмтримый лозариемь, необходимо, 
чтобы а и № состояли изъ одинаковыть первоначальныхь множителей, 
и чтобы показатели этихь множителей были пропорщональны между 
собою. 

й 2. Пусть дана неправильная дробь гы тдф с > 4. Пусть логариожь (въ. 

данномъ случаЪ— положительный) будеть = соизмфримой дроби =: иметь: 

; С а" =“, или "==. 

Но п-ая степень несократимой дроби 3 есть также дробь несократимая, и 

_ св. не можеть равняться цлому числу а”: допущеше невозможно, а потому 

гоизмтрималю доларивма. 

3. Пусть, наконець, данное число есть дробь правильная г тдф, слфдова- 

а 
а *—= д’ откуда аи. 



Такъ какъ а” — число цфлое, то предыдущее равенство возможно только 
с" =1, или с=1; но въ такомъ случа нифемъ: 

а" = а", 

такое равенство возможно только тогда, когда 4 и а состоять изъ одинако- 
выхь первоначальныхь множителей и показатели этихь множителей пропорщо- 

_ нальны. Итакъ: 
При цпломь основани лоариомы правильныль дробей несоизмиримы, 

за исключешемь такиль дробей, у которыхь числитель = 1, а знаме- 

786. Приложене. Приложихъ эти изыскашя къ случаю обыкновенныхь 
_ или бригговыхь логариемовъ. Здфсь основаше равно 10—=2Ж5. СлЬд., по 

доказанному, изъ всфхъ цфлыхъ чисель только тф имфютъ соизибримые лога- 
_риемы, которыя состоять изъ тфхъ же первоначальныхь множителей, какъ и 

_ осповаше, въ данномъ случаЪ, изъ 2 и 5, т.-е. числа вида 2”. 5". Притомъ, 
и $ должны быть пропорщональны показателям основаня, т.-е. должно быть: 
*:1==8:1, или “=. Такижь образомъ, ифлое число, ичфющее при основан 
== 10 соизубримый логариемъ, иметь видъ 2”. 5'=(2.5)"= 10", т.-е, пред- 
ставляеть точную степень 10-ти. 

Затфмъ, неправильныя дроби ихфютъ логариемы несоизифримые; а изъ пра- 
вильныхь дробей только тф имфють соизмфримые логариемы, у которыхъ чис- 

`литель —1, а знаменатель есть точная степень 10, т.-е. дроби 30’ 100’ 

ГЛАВА Ц. 

Вычислеше логариемовъ.—Ряды для показательной функши и логариемическе. 

: © 
787. Опредълен!е предфла. [(: +=] „—Раземотримъ саамы (1+1) ‚и 

ох 7 
пусть, во-первыхъ, « проходить область натуральныхъ чиселъ 1, 2, 3, 4,... 
до безконечности. о бинома для цфлаго положительнаго я даеть: 

ау. ет, п(#—1)...21 1 
#) 1+1.) эта м+ Я о п" 

1 1 я) Е: 2-5 ...А) 

Отсюда, во-первыхъ, видно, что каково бы ни было число *>1, веегда 

(+, >2. Во-вторыхъ, что по мфр® того какъ я растеть, каждый членъ раз- 

южен!я замфняется членомъ того же порядка, численно большимъ, и въ то же 

р. время число членовъ увеличивается; слфд., (1 +!) постоянно увеличивается 

ен << з 



важдомъ член® ‘разложешя (А) откинуть дроби, стояшёя въ _скоб- 

). то каждый членъ разложеня увеличится, и сафд., 

ная 
Тьмъ болЪе вфрно будеть неравенство 

Г ем, [и «+ ег 
Отсюда видно, что при я = <> будеть 

Шо [ (151) ] < (+++) 

и нак Шо [2-55 „> +8) =ъ то закаючаемъ, что. 
| т а 

2<(1+1)`<з 

каково бы ни было цЪлое положительное число ®. 

“Такимъ образомъ, функщя {1 + }) постоянно возрастаетъ съ увеличешемъ, 

т, но веегда остается между 2 и 3; слёд., стремится къ нфкоторому пот, 
лежащему между 2 и 3. Этоть Ш обыкновенно обозначають буквою е. 
при цфломъ положительномъ ®, приближающемся къ со: 

ы 1\* 
Ши [С т 2) =е. 

Если ® не есть цфлое число, но положительно, то всегда можно дать два 
цфлыя положительныя послфдовательныя числа » и я +1, между которыми ле- 
Жить ®; тогда очевидна справедливость неравенствъ 

п 1 1 
1+ < ее 

Возвышая первый биномъ въ т-ую, второй въ степень ®, третй въ степень 
т-- 1, не нарушимъ смысла неравенствъ, & потому 

ОИ ВВС 
и) <<) 

Умноживъ и раздфливъ первое на | + = 

жители, находимь, 

-, а третье разложивъ на мно- 

Переходя къ дфлу, увеличиваемъ ® до со, тогда и т и т -- 1 будуть при- 
ближаться къ со. По ‘теоремь о предфа частнаго, имфемъ и. 

т” о Е 
О 

ат |... (ЕН) 

4 я 



_ Это означает, что- го = т заключается между двумя перемфнными, имфю- 

щими обийй предфлъ е, слфд. и > 

: Шт (. ВЕ :)"- в 

въ томъ случаф, когда положительное число ®, приближающееся къ ©о, не есть 

В ® — число отрицательное, то можно положить ® = — (#1), гдё 2— 
ложительное, неограниченно возрастающее цфлое или дробное число. Имфемъ: } 

ны "ета 
= 

ы з Ш [(1+1)*] =. 

"Такимъ образомъ, посавднее равенство имфеть мфсто при всякомъ  неограви: 
°  ченно-возрастающемъ дЪйствительномъ х. 

'НерЪдко этому равенству даютъ другой видъ, подставляя 1 = 2; имфемъ: 

ша ых 

_ гдЪ 8 означаеть количество, приближающееся къ нулю. 
Теперь легко уже опредфлить предфлъ общаго выраженя 

(+=) |: ь 

ТВ торе дЬйствительное количество. 

_ Дробь — ВМЁСТВ СЪ ® стремится къ <®, и потому, иоложивъ — =, откуда 

р (оо 

Шо степ и у и о 
шо [(1+=)” 52 =... 4 

788. Разложеще с* въ ридъ.— осадное ураянеще показывавть, чтое” воть - 

аа еее аа О 
_ ТЬмъ положить т = со. 



ЗА 

_ По формуль (ПП) $ 771,, полагая жж цфаымь и положительным и К >, 
‘имфемъ: 

то 
1.3.8... |] 

тдВ 2 означаеть положительную правильную дробь. Чтобы по этой формулв на- 1 т 2 
писать разложеше для (1 + = › нужно, очевидно, положить 2 =; и >. 

'Найдемъ. а 1 р 

т ИА р В, 
О -5, 0-10-95 т 

1.2.3... 1 т, 
с 

8 
[8 

Мы ищемъ предфль (1 +=)" при т = 00; для этого увеличиваемь неогра- 

‘ниченно 9%, не измфняя произвольнаго цвлаго числа ®, Если перемфнныя равны, 
то равны и предвлы ихъ, а потому приравниваемь предълы объихъ т м 

венства. Предфль лЪвой части есть е*, а въ правой дроби ь - МХ: 

имфють общимь предфломъ нуль; сл. 

ГЫ 

аз 
1—1 

"таз... = 

причемь > а, 0%} 1. 

Такимь образомъ, мы получили конечную строку для @*, — съ остаточнымь 
членомъ; но изъ нея уже легко вывести безконечный рядъ для ©". Для этого ие- 
реносимъ остаточный членъ въ первую часть: 

ее т К. 
и увеличиваемь Х, означающее т членовъ второй части, до безконечности, 

Выше мы доказали, что п [= —0, сл№д. предыдущее равенство 
1.2.3... вас 

‘обралцается въ безконечный рядъ 

2—1 2 23 

Ра На, — 5. 

28 
ета +. У) 

тдЪ 2 какая угодно конечная величина. 

789. Рядъ для е; опредфлеше числовой величины ©; несоизмфримость, 
числа се. 

Если, въ частности, положимь # = 1, то ряды (И) и (ТУ) дадуть: 

ОЕ 1 1 1 В 
та таза Г таит 

} & 1 е=1-+1 +5 за! 0) 

:. 
538 



__ СЪ этими: рак связаны существенныя замфчаня. Во-первыхь, что касается 
формулы (\), то она служить для численнаго опредфлешя е, причемъ точность 
можеть быть доведена до какой угодно степени выборомъ достаточно большого 
значешя для К. Такъ, при &=11 найдемъ. 

1 1 1 
аа Рролазатво = ВИ 

а ю . 5 = 0,0000000276%; слфд. если дадимъ р его нан- 

меньшее значене 0, а затБмь наибольшее его значене 1, то найдемъ 

2,1182818011 <е< 2,7182818287; 

причемъ остатокъ = 

откуда, взявъ е = 2,7182818, будемъ имфть его величину точно до 7-го десятич- 
наго знака включительно. Это число было принято Неперомь за основаше пред- 
ложенной имъ системы логариемовъ, по причин, которая вскор® будеть указана. 

'Оъ помощио формулы (\1) рёшается вопросъ о томъ, есть ли е число соиз- 
мфримое или несоизмримое. Сумма ряда У1, начиная съ третьяго члена, т.-е. 

1 1 1 1 

33а 23а +" 00 
менфе суммы ряда 

1 
1 1 1 2 
Во ааа азиз +7 т . 5 

2 

сад. сумма (УП) есть правильная дробь. Допустимъ, что эта дробь соизмёрима, 

и = т.е. 

Ат бе 
Рыб: АЕНЕЕ ЕАН 

тдВ рич>р цёлыя поаожительныя числа. Умноживъ объ части на 2.3.4...4, 
получим. 

3.4.5...9-4.5.6...9--5.6...а-... +1 

1 у 1 

Тат арт‘ ати +2929) 

Сумма чаеновъ до р т есть сумма, цвлыхъ положительныхъ чиселъ, дающая: 

нЪкоторое цфлое положительное число М; вторая часть также есть цфлое поло- 
жительное число, которое назовемъ №; сл. 

1 

Чтратэ +”. 

+...=2.234... 9—1. 

м. 

Но сумма „.. меньше 
1 1 1 1 1 
ЕтРаро“э + антерятен» 

= т =г а какъ > 1, то разсматриваемая сумма меньше 1. 

Такимъ образомъ, цфлое число М, сложенное съ правильною дробью, должно да- 
аль цфлое число № но это невозможно, & потому сумма ряда (УТ) не можеть, 
равняться никакой соизмфримой дроби, & сл. ие есть число несоизм$римое. 

Приведенное доказательство несоизмфримости числа е принадлежить Стен- 
ю. 
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Разложение «”, Мы нашли разложеше показательной функци съ осно- е 
пусть основаше будетъ какое угодно число а. Положивъ е* —а*, и 

‚ихъ частей логариемъ по какому угодно основанйю, получимь 

21ве=ж/ва, откуда г2=——. 

891. Подставивъ въ формулу (ТУ) а” вмфето е*, и т выъето 2, найдемъ 

у 2.6 а? 1 (26а > 

о) та Све/ +. С 

Основаше, по которому взяты логариемы, здфеь совершенно произвольно; 
— _ взявъ с за основане, и замфтивъ, что въ такомъ случа% 16, = 1, найлемъ (усло- 
°  вившиеь обозначать Неперовы логариемы характериетикою 0): 

$. и: Села (аа) т 
аа + о +1530 

к `Воивъ за основан а, найдемь рядъ 

Г з 

чае эве)**0 
Послёдый выводъ имфеть то значеше, что даеть возможность находить число 

г ‘ламному логариему; въ самомъ дфлф, изъ ур-Шя а’= у имфемь х=10. 
д. 

ВХ 1 

тт (+ 

1 т ии : $ Е) Ой А 

Въ случа а=е имфемъ: 

Уи У +, 

Отсюда и видно, что логариомическая система съ основашемь в есть про- 
стЬйшая, а потому наиболфе естественная; вслёдетве этого она, и названа. нату- 

де ральною. 
— 

791. Логаривничесие ряды. Исходныхь пунктомь послужить Шт ( 1) 
Щи =0. 

Пусть  означаеть число, приближающееся къ нулю; тогда, а будеть имьть 
предфломъ 1, а ность а — 1 нуль; поэтому можно положить а* —1=, гд% $ 
‘исчезаеть вмфств съ . Написавъ это ур—не въ видв 

а —1-|-8, заключаемъ, что № = 1, (1-0). 

Раздфливъ обф части урн я 4? — 1 =2 на 8, найдемь выражеше, предфаъ 
хотораго ищемъ, именно. 

а —- 8 8 1 

9 [1+5] 
Переходя къ предфлу, полагаемь 8 = 0; вмъстВ съ этимъ и 2—0; въ первой 

; 0 р 
части получимъ неопредфленность б’ а послфднее выражеше раскроеть истинное 

_вначене этой неопредфленности; именно получимь в 

@® —1 т 



Это равенство можно представить въ болъе удобной формЪ, принаря за осно- 
зате логариемовъ число е. Логариомируя 0% части равенства а =“ по осно- 
ванио а, находимъ, Я х к 

1—8, е; или Г 

Подетановка въ (1) дасть м 
"— 
4. 

=, 
е 

Положивъ а—=1-- т, имфемъ и 

Иа) = 2 

откуда видна возможность примфнешя биномальнаго ряда для разложеня (1-2). 
При разложении (1 -- 2} будемъ разум®ть подъ, 8 нъкоторую положительную пра- 
вильную дробь; слфд. 2 должны подчинить условно —1<2<-+ 1. Примвняя фор- 
мулу (\) остатка биномальнаго ряда, т.-е. взявъ 

Ка, [м|<:<1, 0<‹<ь 

8 6—1 5 я 
а =1+-т-2+ 

®—2)] в. 2@—0@—2)...В-@—Ш =. 
| 1 

имфемъ 

2@-0...[ 
1.2.3... Ш-П 1.2.3.,.Ё . + 

Перенеся 1 въ первую часть и раздфливъ ур—н@ на &, получимь . 

(42—11 #1 6—10@—2) й 
Ро маза 

в—0@—3) 
7.18.8. 

Переходя къ рат, т.-е. подагая 2—0, и замфчая, что равенство перемён> '_ 
ныхь ведеть за собою равенство ихъ предфловъ, причемь предфлъ первой части 
= 111 -+ 2), получаемъ: 

(0 7х о ИЕ (0, о и 

Это — рядъ конечный; для полученйя безконечнаго ряда переносимъ остатокъ, 
въ первую часть: х 

со Зам (пе 
р Ь ^ Е—1 

=, 

и заставляемь произвольное цфлое №, означающее число чденовъ, возрастать 
до безконечности. Такъ какъ 2 есть правильная ь (положит. или отрицат, ),. 

`то Шт ай = (, такъ что въ предфль первая часть обратится въ (1 + =), а вторая 
дасть безконечный рядъ; находимъ разложеше 

Ца ца +... ©) 

—1<#<+41. 

Рядъ этоть виервые встрчается у Меркатора (1636). Если въ формул (2) 
вуфето 2 подставимь — т, то получимъ: 

И -=-е-а 81+... 8) 
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Такъ какъ въ рядахъ (2) и (3) 2 есть правильная дробь, то они могут слу- 
жить только для вычисленя логариемовъ чиселъ, меньшихь 2; Чтобы получить 
‘ряды для вычислешя логариомовъ какихъ угодно чиселъ, притомъ ряды съ силь- 
ифйшею сходимостью, вычтемъ формулу (3) изъ (2); получимъ 

. ие ЭК) [ела +... |...9 

рядъ, сходящйся при —1<#< +1 

1-2 _ ЕН к: 
Положивъ 1—в-—=*, откуда ‘я = Е получимъ изъ ур. (4) слдующее: 

в—1, 1/2—1\, 18—18 = ь 
м азов) +] +--® 

имфющее мфсто при всякомъ положительномъ 2, ибо въ такомъ ‘случаз 2 всегда 
“будеть правильною дробью. При небольшомъ 2 формула (5) всего удобнфе; так 
напр. при 2=2 получим: 

[++ 
т 

Если рядъ, заключенный въ скобки, прервать на член% т." тд т нфко- 

‘торое нечетное число, то остаток 

х 1 1 

зн Рин Рите * 
булеть меньше 

1 Ио ИВ 
ен + т з+-}= 

1 1 1 

ти” ГВ 2). 3" ° 
$ 

ры образомъ, если $ будеть неизвфстная правильная положительная 
‚дробь, то 

, НЫ 
[Рая Рав я 

$ 

+ 2), 3” 

з получимь, что остаток 

и = 0000000001, сл№д., положивъ ж = 15, получимъ величину 2 врно ло 8 

десятичныхь знаковъ, именно: 12 — 0,69314718. 

ели извфстенъ (4, то найдемь (а -- 5) на основаши замфчаня, что 

Послфдовательнымь нахождешемь степеней 

Ще [а (14 ")] = и +2), 

причемь послфднйй 1 можно разложить по формул (2), если только абсолютная 
величина 5 меньше а; найдемъ 

Кано м + 30) @)—.. 
рядъ сходящийся при >. 

56* 
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Е.В 

Такимъ образомъ можно, напр., найти 13, положивъ а=2, $ =1 и восполь- 
зовавшись уже вычисленною величиною 2. 

Болфе удобная формула для вычислевя (а -}-5) получается изъ замфчашя, 
что 

ца =м-(1 +0) 

разложивъ нослфднй 1 по формул (4), получимъ, 

[2 о: ан ь } 
Ва 2 ао 5(ырь) + =}: © 

рядъ сходящйся при всфхъ положительныхь значешяхь а и В, потому что тогда 

ва-ь будеть правильною дробью. Положивъ а=2, $ =1, получимъ 

вв) @) + ---] 
Прервавъ рядъ на 2-ой степени, можемъ опредфлить остатокъ вышеуказан» 

нымъ способомъ, и найдемъ, что онъ меньше 

10/ * 
1 

т 2)“ 

При т = 9 остатокъ будеть такъ малъ, что ве повляеть на'8-ое десятичное 
мрето; это дастъ: 13 =1, 1229, ит. д. 

Вычислене обыкновенныхъ логариемовъ. Модуль. — Построивъ указанным». 
путемъ таблицы натуральныхъ логариемовъ, можно изъ нихъ безъ труда вывести. 
логариемы по какой угодно систем$; для этого надо натуральные логариемы по- 

множить на модуль, равный, какъ извЪстно, в ‘его обозначаютъ чрезъ М. Для 

обыкновенныхъ логариемовь а—10; 110 =12 +15 =2,30258509; слЪдовательно. 

Мо = 0,43429448. На это число и нужно множить натуральные логариомы 

дая вычислешя обыкновенныхъ. 

792. ТкоОРЕмА, на которой основано унотреблеще табличекь пропорибо-. 
нальныхь чистей. 

Изъ формулы (6) предыдущаго $ имфемъ, 

Цаи-ш=1 ыыы +} 

Даля получешя логариема по другой системф, напр. по десятичной, надо этоть. 
огариемъ помножить на модуль Му; умножая об части на Мо, получимь 

Мь1 (=), или (6) - 2Мь + ... } 

Удержавъ здьсь только первый членъ а и обраливъ его двлешемъ въ. 

й 
за аа ро’ получимь приблизительную формулу 

а _В.Мю М 
ВО ааа. 



6 ̀ особооооо», а > она "мень а по] 

Иена що Мы. 
Подставивъ въ эту формулу вмЪосто 6 другое число 5’ < 1, будемь имфть_ 

*. ща-ь) — ва" -№. 

`Раздъаивь ото равенство на предыдущее, имфемъ пропорцию 

щ(а-- 6) — ва _и 
вать — ва _ В 

сад. разности между лолариомами пропоршональны разностямь между числами, 
_ если только разности чиселъ не превышають 1, & числа не менфе 10000, ибо — 
‘только при этихъ условяхь и могла быть установлена послфдняя пропорщя. 

ГЛАВА Ш. 

; 5 зосятичныхь логариомахъ>-ЯИхъ отличительныя свойства. — Расположеню и уп 
треблене таблицт,— Вычислен!я при помощи логариемонъ. 

_ Отличительныя свойства десятичныхъ логариемовъ. 

у 793. Вь этаъ отариожахть число № связано съ свонмь лотариеможь 2 по- 
_  казалельннымь уравнешемь 10“ — Х. Такъ какъ здёсь основаше больше единицы, 

_ 10 логариемы чисель, болышихь 1, положительны, лотариомы же чисель, мень- 
а зим 1, отрицательны; затЪмъ, логариомь основашя равенъ 1, а №10. 

794. Логариемы чиселъ, большихъ 1. Возвышая 10 въ цфлыя положи- 
и. В степени, имфемъ: 

ы: 

—1; 10'=10; 10%—100; 10*—1000; 10%—19000; о 10" 10", 

ба, замвчая, что показатели основаны 10 суть логариемы вторыхь 
_ стой, нУфемть: 

во; 1210—1; № 100=2; 6 1000=3; № 10000=4; ...; 610" =, 

_ Заключаемь, что ломериомь числа, состолицио изь 1 съ нулями, т.-е. 
точной степени 10, равень числу нулей при единицъ. Эти точныя сте 
пени 10 суть единственныя числа, большя 1, которыхь логариемы соизми- 

_ римы; ве остальныя числа большия 1 (цблыя и неправильвыя дроби), какъ _ 
_ мы уже знаем, изфють логариомы несоизмьримые, которые вычислить можно. 

_ только приблизительно. Ихъ обыкновенно выражають десятичными дробями. — 
_ Пусть, напр., ичфемъ число 452,48. Число это больше 100, ‘но меньше 1000, 
т ‘его логариемь содержится между №100 и 181000, т.-е. между 2 
тому равень 2-{- пеооизифримая прав. дробь. Цфлое число 2 называется 



га рактеристикою, дробь — мантиссою. Изъ предыдущаго примфра заклю-_ 
чаемъ, что характеристика лоариема числа большало 1, равна числу. 
рее даннаю числа. - 

Докажежь, что это правило для опредфленя характеристики логариема дан’ 
наго числа — общее. Пусть число А содержитъ въ своей цфлой части ® цифуь; 
въ такомъь случаВ 

10—12 < 10", 

ы 
` ‘ибо 10°-1 и 10” суть наименьшя числа о п ия-|-1 цифрахь. 

12 ШАХ", 

такъ какъ большему числу соотвфтствуеть и больш логариемь; итакъ, цфлая 
часть ША равна #— 1, т.е. числу цифрь безь единицы въ цфлой части: 

795. Логариемы чиселъ, меньшихь 1. Возвышая 10 въ цфлыя ни 
тельныя степени, находимъ: 

- 10-1 = 15; 10-? = 10-3 — дз 2:3 10-х 

Отсюда: х 

1 1 я ф миа ; 
о —1; Ето = 2; В бб 3;..-; № тот п. 

Сл\д. логарнежь дроби, которой числитель = 1, а знаменатель есть точная. 
степень 10, соизмфримъ и равен» отрицательному числу нулей знамена- 
теля. Всф остальныя числа, менышя 1, какъ доказано, имфютъ логарнемы ‹ 

_ несоизмфримые и отрицательные. Г 
Эти отрицательные логариемы представляють въ видЪ бинома, котораго = З 

“лый зленъ отрицателень, а дробный положителенъ. Пусть, напр., данъ отрица- з 
тельный логариемь 

— 3,4827129. 

Разбивъ его на два член: —3 —0,4827129, вычтемь и придадимь 1: 
дадим логариому видъ: 

—4-+ (1—0,4827129), ши —4--0,5172871. 

_ Очевидно, разность между 1 и десятичною дробью получимь, вычтя всё д- 
о сатичныя цифры изъ 9, исключая послднюю значащую цифру справа, которую 
вычитаень изъ 10. Преобразованный биномь условились писать въ вё 

4,5172871, похфщая знакъ (—) надъ цфлою частью, къ которой онъ относится; Е 
_ цфлая часть называется отрицательною характеристикою. 

Итакъ, во вехъ случаяхъ мантисса есть положительная десятичная часть. 

гариома, а характеристика всегда цфлое число, положительное, либо ‚отрица- 
°тельное, смотря по тому, больше данное число единицы, или меньше ея. у 

 Примьчануе. Разность между 1 и дробью 0,4827129 называется. 
‚ненлемь этой дроби до 1. Вообще дополнешехь ‘числа до 1, р 
зазывается разность между 1, 2, 3,. . ., 10 и даннымь Число. Чтобы _ 



Е ЕК 

Е ВВ 

получить дополненше логариема, надо послёднюю цифру мантиесы вычесть изъ 
10, п остальныя ея цифры изъ 9. Упогреблеше дополнений даеть возможность, 

_ избфгать вычитавя логариемовъ, замбняя это дЪйстые придашемь ихъ допол = 
_ ненй; это особенно выгодно въ тфхь случаяхь, когда приходится дфлать н\- 

сколько вычитанй. 

Отрицательная характеристика лошриома положительна числа, — 
‘меньшиио 1, содержить столько отрицательныхь единиць, сколько на- 
жодится нулей слъва оть первой значущей цифры числа, включая сюда 
&_ 0 цълыхь. 

Въ самомъь дёлЪ, пусть будеть число А, имфющее слфва отъ первой значу- 
щей цифры ® нулей, имфемт: 

О 
10" А Зо 

` ибо значущия цифры числа начинаются съ десятичнаго знака порядка ®. Отсюда 

—пзвА< —(п—1), 

‘ибо большему числу принадлежить и больш логариожъ. 

`Заключаемь, что № А равень (—), или этому числу, увеличенному поло- 
зкительною правильною дробью, ибо этоть логариемь меньше — |1; иначе 

творя, 
й ША в 0 

м, С), ю опредфленйю, и есть отрицательная характеристика 1 А, 
Такь, логарнемы чисель 0,529 и 0,00743 ижютъ отрицательныя характери- 
и 

796. Если число увеличимь въ 10, 100, 1000,. .., вообще вь 10°. 
_ раза, то характеристика лозариома ело увеличивается на 1, на 2,..., 

вообще, на р единиць, мантисса же останется безь перемтны. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть 

вА=Ёт 0<т<1|, 

тд ® — характеристика, положительная или отрицательная, & 7 — мантисса, 

лотариома А. Имфемъ 

\ (АЖ 10) Е ЖА-Ер=й--т-р= @- р»; 

но р — число цфлое, слфд. и (#--2) есть цфлое, положительное или отрица- 
тельное, число; и какъ О<%т< 1, то (&--р) есть характеристика, а т — 

_  жантисса логариома числа АХ 10?, Итакъ, мантисса осталась безъ пережфны, 
а характеристика увеличилась фр единицами. 

и 797. Если число уменьшимь вь 10, 100, 1000, ..., вообще, 
65 10’ разь, то характеристика лоариома уменьшится на 1, на 2, 
на 3, ..., вообще, на р единиць, мантиеса же останется безь 
‘перемьны. ) 
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Въ самомъ дЪлф, № (>) ВА 10-ти рт, 

1.6. характеристика уменьшилась р единицами. 

Отсюда слфдуеть, что 06 части логариома, характеристики и мантисса, 
суть функции, рфзко отличающяся между собою. Мантисса зависить отъ абе0- 
ютнаго значеня цифрь и отъ порядка, въ которожь онф слфдують одна за 
другою; характеристика же зависить только оть положешя запятой, т.-е. оть 
относительнаго значешя цифръ. Отъ перемфщеня запятой мантисса не изм- 
няется; измфняется только характеристика. 

Расположен!е и употреблен!е таблицъ логариемовъ. 

798. Разсмотримь употреблеше таблиць логариомовь Бремикера. Эти та- 
блицы содержать логариомы цфлыхь чисель оть 1 до 100009, вычисленные съ 
семью десятичными знаками; такимь образомь изъ этихь таблиць можно прямо 
брать логариомы чисель одно-, дву, . . . › пятизначныхь, 

799. Расположение таблицъ.— Страницы оть второй до пятой включительно 
содержать логариомы чисель отъ 1 до 1000, причемь въ таблицахь (какъ и 
далфе) помфщены только мантиссы, такъ какъ характеристику легко опредфлить, 
по числу цифръ числа. Колонны подъ литерою № содержать числа, противъ 
которыхь подъ знакомь 15 находятся` мантиссы соотвфтствующихь логариемовъ. 
(ъ шестой до 185 страницы расположене таблиць таково: въ колони® подь 
литерою № находятся первыя четыре цифры чисель, пятыя же цифры похфщены. 
въ первой горизонтальной строк; 0, 1, 3,. .., 9; мантиссы же расположены 
такимь образомь: такъ какъ первыя три цифры мантиссы одинаковы для н}- 
сколькихь послфдовательныхь логариомовь чисель, то онф написаны одинъ разь, 
для вовхь отихъ чисель, противъ наименьшаго числа колонны № къ которой 
он% принадлежать, и въ вертикальной колоннф подъ цифрою 0. Послёдие че- 
тыре знака мантиссы помфщены противь четырехь первыхь цифрь числа и въ 
вертикальной колониф, имфющей въ заголовкв пятую цифру числа. Сверхь того, 
веф страницы, ‘начиная съ 6-й, содержать таблички подъ литерами Р.Р: 
это — таблички пропорщональныхь частей, употреблеше которыхъ будеть, 
указано въ своемъ мфст$. 

800. Употреблене таблицъ. Помощ таблиць рЬшаются два вопроса: 
1) о нахождени логариема даннаго числа и 2) о нахождени числа, соотв т= 
ствующаго данному логариому. 

Первый вопросъ. 

Нахожден!е логариема цфлаго числа. 

801. Первый случай: данное число находится въ таблицать. — Пусть 
требуется найти 15 36459. На стр. 58 находимь первыя три цифры мантиссы: 
561; послфдыя же четыре цифры ея помфщены въ горизонтальной строк про- 
тивъ числа 3645 и въ вертикальной колонн подъ цифрою 9, именно; 8048; 
характеристика же логариема, по $ 794, равна 4, слёд. 16 36459—4,5618045. 
др еще требуется найти 1548868; первыя три цифры мантиесы (стр. 83) 

суть 688; для послфднихь четырехь, на пересфчени горизонт. строки против 
числа 4886 съ вертик. колонною подъ цифрою 3, находнмъ 0246; черта надь 



_ первою изъ этихь цифръ. показываеть, что предшествующая цифра (8) мав-_ 
‘тиссы должна быть увеличена на 1. Такимхъ образомь ихфемъ: 1 48368 = — 

Е 4,6390246. 
Когда за пятью `значущими цифрами числа слфдуютъ нули, напр. 43363000, 

_1о, замфчая, что это число больше 48868 въ 1000 разъ, на основани & 796, 
заключаемь, что его логариемь ‘больше логарнема 48868 на 3 единицы, такь — 
что № 48368000 —=7,6890246. 

802. Второй случай: данное число не содержится в таблицаль. | 
Пусть требуется найти 15 числа, содержащаго боле пяти цифръ, напр. числа 
41592687. Такъ какъ логариома этого числа нфтъ въ таблицахь, то отдфая- — 
виъ оть правой руки къ лЪвой столько десятичныхь цифръ, чтобы слфва оть — 
запятой получилось пятизначное число; такимъь образомь нифемь 41592,687. — 
Это число, будучи въ 1000 разъ меньше даннаго, нфетъ логариемъ съ тою же 
`мантиссою, какъ и заданное число. Находимъ мантиссу логариема числа 41592,687. 
Число это заключается между 41592 и 41593, откуда изъ таблиць имфемъ, 
что логарножь его содержится между 

1641592 —4,6190098 и 1241593 —=4,6190202. 

’ Разность между числами 41592 п 41593 равна 1, а между соотвфтетвую- 
щими логариемами — составляеть 0,0000104. Отсюда видно, что если къ бли- 

_ жайшему меньшему числу придадихь 1, то къ соотвфтствующему логариему 
сафдуеть придать 0,0000104. Но намъ нужно ближайшее м. ч. увеличить не’ 
на цфлую единицу, а на 0,687; спрашивается: на сколько соотвфтственно 
этому придется увеличить ближ. меньш. логар. 4,6190098? Для ршешя во- — 
‘проса замфчаемь, что по $ 792: если разности между числами не превы- 
шають 1 (что у насъ и есть). то разности между логариемами соотв®тствую- 
ощихь чисель, большихь 10000, пропоршональны разностяжь между числами, 
Эсновываясь на этомъ и называя искомую разность между 16 41592,687 и 
1541592 буквою 2, нифемь пропорцю 

2: 0,0000104 = 0;687:1, откуда 2=0,0000104 Х 0,687. 

Умножение этихъ дробей дфлается сокращенно при помощи слфдующей та- 
блички пропорщюнальныхь частей (стр. 69): 

ь р Въ ней пофщены сокращенно, для сбережешя м®ста, произве- 

На дешя 104 десятимиллюнныхь на 0,1; 0,2; , . . 0,9; причемь 

И точками въ этихъ произведешяхь отдфлены десятихиллюнныя доли 

728 оТь стомиллюнныхь долей. Такимъ образомь эта табличка постав- 

936 влена вмфсто слфдующей: 

Ф2е2> зозаиьовы 

Е ь 

| 0,0000104 При помощи ея хожно прямо выписать частныя произ- 
м веденя дроби 0,0000104 на 0,6, затфмь на 0,08 х в о 
3 | 0,00000312 конець на 0,007. Первое изъ этихъ произведешй прямо — 
,4 0,00000416 — беремь изъ таблички, отдфливъ стомиллюнныя доли точкою, 
.5 | 0,00000520 — что-даетъ 0,0000062.4. Уменышивъ произведеше 0,0000104 

$ в о на 0,8, т.-е. 0,00000832 въ 10 разъ, имфемъ произведене 
` 08 00000032 табличной разности на 0,08 или 0,0000008.32. Наконещь, | 

9,9 0,00000936  уменьшивь произведеше табл. разн. на ти во сто разъ. 



и произведено ея па 0,007, именно 00000000. лов, Сложивъ эти част- 
ныя. аи имфемь 

Е 0,0000104Х 0,687 = 0,0000071.448. 

Это-то произведеше и нужно придать къ логариому ближ. мен, числа, для. 
ы ы 12 41592,637; пифемъ, у 

18 41592,628 — 4,6190169.448. / | 

_ Цифры 448, слбдующя за десятихиллюнными, откидываемь, такъ какъ та- 
бличныя мантиссы нифютъ только 7 десятичн. знаковъ; приэтожь, если первая 

_ изъ отбрасываемыхь цифрь произведешя меньше 5, какъ въ нашемь случа, 
то послёднюю сохраненную цифру произведешя оставляемь безъ перемфны; въ 
ротивномъ случаф, послфднюю сохраненную цифру произведешя увеличивають. 

на 1. Такимь образомъ: 

18 41592,687 — 4,6190169. 

Такъ какъ данное число въ 1000 разь больше 41592,67, то, оставивъ 
мантиссу найденнаго логариема безъ перемфны, увеличиваемь характеристику на’ 
3 единицы; такижь образом: 

№ 41592687 — 7,6190169. бе . 

› На практик вычислеше располагають такъ: 

41592 — 4,6190098 

пропорц. часть для. ..... 0,6 ... 62,4 
> А, ба 

55 и ме" ОТ 0,728 
8 41592,687 =4,6190169,448. 

Наконець 
16 41592687 = 7,6190169. 

803. Примпчане;. Пусть требуется найти 8 числа, содержащаго бое 
8 цифръ, напр. 72546892548. Характеристика логариема равна 10, а ман- 
тисса та же, что у логариема дроби 72546,892548. Опредфляемт мантиссу _ 
вышеизложеннымь способомъ: 

у 1 72546 = 10,3606135 
СХ 48.0 
Ва 5.40 
рта 0.12 
А 0.030 
ыы 0.0024 
8. 0-00048 

4 72546895548 — 10,8606189. 

_Изъ этого примфра видно, что уже 8-я цифра даннаго чиела увеличивать 
мантиссу только на 0,12, а потому не оказываеть вляня на 7-ю десятичную _ 

Е ы 
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цифру мантиссы; пбэтому, при отыскивани 12 числа, содержащаго болфе 8 цифрь, 
употребляють только первыя 8 цифръ, остальныя же, какъ не вляющуя на семи- 
_значную мантиссу, замфняють нулями, или просто ие пользуются ижи при опредлени 
поправки. Въ самомъ двлб, наибольшая табличная разность —0,0000435, а 
потому девятая цифра числа, даже если она нмфетъ наиб. величину. т. 
измфнить мантиссу только на 0,0000435 Ж 0,0009 = 0,000000039 я 

_ менфе чбуъ на ь единицы 7-го десятичнаго жфеста; и это — въ саломь не- 

благоприятномь случа, когда и табл. разн. и девятая цифра числа нуфють 
нанболышя величины. 

Изъ сказаннаго выводимь яравило: если число иметь болие 5 цнфть, 
то, отдьливь слъва запятою 5 цифрь, подыскивають лоариомь полу- 
ченнаю пятизначнало числа и придають кь нему произведене таблич- 
ной разности на три первые десятичные знака; составленное выше- 
‘указаннымь способомь. 

Опредфлен1е логариема дроби. 

804. Сначала разсмотримь пахождеше логариемовь десятичныхь дробей. 
Мусть требуется найти № 347,84762. Замфтивъ, что характеристика искомаго. 
логариема == 2, а мантисса та же, что и у логариома числа 34784,762, имфемъ: 

#34784 — 2,5413795 

07 87.5 
0,06 7,5 

0,002 0,25 

Откуда 15 347,84762 —2,5413890. 

Для второго примфра пусть требуется найти логариемъь десятичной дроби, 
меньшей 1, напр. № 0,0076806. Имфемь: 

76806 
10000000 

—4,8853951 — 7. 

150,0076806 — № 1576806 — 5 10000000 

Вычитая 7 изъ 4, чтобы мантиссу оставить положительною, получимь отри- 
цательную характеристику — 3, такъ что 

15 0,0076806 — 3.8853951; 

знакъ минусъ ставитея надь характеристикою для указания, что только характе- 

ристика отрицательна. 

Отсюда правило: для нахожденя лошриема десятичной дроби мень- 
лей 1, беремь мантиссу лоариома числителя дроби, а в характери- 
стикъ ставимь столько отрицательныхь вдиниць, сколько въ ливой ча- 
сти дроби находится нулей, включая сюда и 0 цълыль. 
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805. Пусть требуется найти 1 обыкновенной дроби, напр. 8 Имфемъ: 

ы = —№И = 0,9030900 — 1,0413927 — —0,1383027; 

чтобы сдфлать мантиссу положительною, поступаемъ по указашямь $ 795 и на- 

ходияь: 1,3616973. 
8 

Тоть же результать получииъ, обращая | въ десятичную дробь и ограни- 

чиваясь восемью цифрами въ числитель; находимь 0,72727272. блуд, 

№1 = 6 0,12727272 — 18616957 

для 0,2 11.8 
0,07 4.13 
0,002 0.18 

ща —1,8616973. 

Второй вопрос. 

Нахожден!е числа, соотвфтетвующаго данному логариему. 

806. Первый случай: мамтисса данназю лозариома находится в» та- 
_ блицаль. Пусть 1х = 3,1592749; найти =? Находимь прежде всего число 759,” 

‘образуемое первыми тремя цифрами мантиссы: оно находится въ колонн © на 
«тр. 100; опускалсь въ этой же колоннф, доходимь до числа 2144 — ближай- 

шаго, меньшаго по сравнению съ 2749; наконець, въ горизонтальной строк, 
начинающейся съ 2144, находимь число 2749 въ колонн подъ цифрою 8. Так 
какъ 2749 находится въ горизонт. строк противъ числа 5744, то выписываемь, 
это числоои приписавь къ нему справа цифру 8, получаемь 57448, а какъ 
характеристика даннаго логарнема равна 3, то въ цфлой части искомаго числа 
должно быть четыре пифры; а потому 2 = 5744,8. 

807. Второй случай: данная мантисса не содержится въ таблицать. 
Пусть 2—3, 4592786; найти 2? Замфнивъ характеристику 3 четырьмя, зам 
чаемъ, что логарнемь 4,4592786 содержится между логариемами 

4.4592869, которому соотвЁтствуеть число 28793. 

4.4592718, › > »› 28792. 

Разность этих логариомовъ = 0,0000151, а разность соотвфтствующихь 
чисель — 1. Заключаемь, что если ближайшую меньшую мантиссу увеличить, 
на 0,0000151, то бл. м. ч. 28792 надо увеличить на 1; но мантисса логарнома, 
4,4592786 превышаетъ меньшую мантиссу только на 0,0000068; спрашивается, 
на какое число У, соотвЪтственно этому, искомое число 2 превышаеть 287922 
Зная теорему, что разности между числами пропорщональны разностямь между 
логариомамиу если первыя не превышають 1, какъ и есть въ данномь случа. 
заключаемь, что У во столько разъ меньше 1, во сколько 0,0000068° меньше. 
9,0000151, откуда пропоршя 



‚000006: 0,0000151, или по умножени обонхь чаеновъ торт. 
я па 10000000: а 

`у:1=68:151, откуда у=63:151. 

_ Это частное вычисляемь съ 2 десятичныхи знаками, такъ какъ остальные — 
`будуть невфрны; а для вычисленя пользуемся табличкой пропорщюнальныхь 
частей для числа 151 (стр. 43), въ которой числа 15.1, 30.2, ..., 135.9 
куть произведеня изъ 151 на 0/1, 0,2, ..., 0.9. Намь нужно найти, на 
сколько слдуеть помножить 151 для получешя 6$? Табличка показываеть, что, 

} 151 на 0,4, находимь 60,4 — число ближ. меньше къ 68: итакъ, 
въ частномь имфемь, во-первыхь, 0,4; вычтя произведеше 60,4 изъ дфлимаго, 
Е остатокъ 7,6. Наша табличка показываеть далфе, что, умноживъ 151 
на 0,5, находижь 75,5; а слфд., умноживь 151 на 0,05, найдемь произведе- 
71,55 — ближ. м. къ остатку 7,6. Итакъ, въ частномь имфемъ еще 5 со- 

тыхъ долей, Окончательно у — 0,45. Прибавивъ эту дробь къ 28792, имфемъ 
28792,45 — число, соотвфтствующее логариему 4,4592786; а уменьшивъ это 
число, И, найдемь число, соотвфтствующее данному логариему. Итак 

,245. 

_На практик вычислене располагается такъ: 

шх — 3,4592786 
для 28792 ... 2718 

1—2879,245 _ 

ще прихфръ. Укажежь нахождене числа, соотвфтствующаго логарнему съ 
°  отрицательною характеристикою (къ этому виду всегда слёдуеть приводить отри-. 

_ цательный логариемъ, такъ какъ въ таблицахь нфтъ отрицательныхь мантиссъ). 

Пусть Ш1=2,4832107, найти 2? Придавая 6 къ данному 1, чтобы сдфлать 
характеристику равную 4, и вычитая 6, имфемъ 

6х = 4,4832107 — 6 -= 4,4832107 — в 1000000. 

"Находижь число, соотвфтствующее логариеху —=4,4832107. 

Ву 4,4332107 
30423 

6 

1 
у— 3042361 = 

щх — 30423,61 — № 1000000 
= 0,03042361. 
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Отсюда правило: для нахожденя числа, соотвътетвующалю лоа- 
рибму съ отрицательною характеристикою, опредъляемь число, соот- 
вътствующее положительной мантиссъ, приписываемь съ лтвой сто- 
роны ею столько нулей, сколько единиць в» характеристикъ, и первый 
слтва нуль отдъьляемь запятою. 

Дъйствя надъ логариемами съ отрицательною характеристикою. 

808. Сложеню. — Сложеше мантиссь, какъ чисел положительныхь, не пред- 
<тавляеть никакихь затруднен; что касается характеристик, то ихЪъ соединяют 
по правилу приведеня подобныхь членов. Напр.: 

3,2173980 

7,3239172 
2,3758630 4 

1,4171782, или 1,4171782. 

809. Вычитане. — Пусть требуется сдфлать вычитане: 

5,4567895 
$; .6356789 

3.8211106 

Прибавляя къ мантиссв уменьшаемаго 1, а къ характеристик® — 1, по вы- 
читаны мантиссь находим 0,8211106; затфиь, вычтя изъ — 6 характериети- 

ху--2 вычитаемаго, находимъ въ остатк% — 4; полный остатокъ — 4,8211106. 

810. Умножене. — Пусть требуется 2,4367894 Ж 5. Ижфемь: 

(—2--0,4867894) Х 5 = —10-- 2,1839470 = 8,1839470. 

811. Дфлене. — Пусть требуется раздфлить 6,2466724 на 2. Имфемь: 

(—6--0,2466724):2 =—3--0,1233362 = 3,1238362. 

Кели бы тоть же логариежъ требовалось раздфлить на 5, то, чтобы харак- 
‘теристика дфлилась на-цфло на 5, слбдуеть къ ней придать — 4, а потому къ 
хантиесв надо придать -|- 4; такимьъ образом имфемъ: 

“6,2466724:5 = (—10-{ 4,2466724):5 =—2-[0,8493345 — 2,8493845. 

Когда встр®чается случай дфлешя логариомовъ съ отрицательными характе- 
Тистиками, слфдуеть мантиссы ихъ дфлать отрицательными. Напр., при раздфленйи 
2,3142890 : 1,3156782 замфчаемь, что дфлимое = — 1,6857110, а Поти 
частное приводится къ — 1,6857110 : 1,3156782, 

812. Употрелене дополнен. — Когда въ выражени содержится нфеколько 
вычитаемыхь логариемовъ, удобнфе замфнять ихъ дополненями, такъ какъ при- 
этомъ оба дЪйстя — сложешя и вычитаня логариемовъ приводятся къ одному 
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дфйствю — сложевя ихъ, Такъ, употребляя дополненя до 10, замфняежь вы- 
Тажене 

ва— №5 -- вс — ва—№е 

равныхь ему выраженежь 

ва-|- (10—15) вс -| (10—84) (10 —ко —30 

ва-|- бов -- ве -- бо ва--бове— 30, 

причемь С0 есть сокращене слова сошретшециии — донолненйе. 

813. Примфры вычислен съ логариемами.—1. Вычислить 2 — т Лога- 

номируя, нфехь: 2х — т — №173 = 0,4971499 — 2,2380461, или, зам- 
нивъ вычитаемый |7 его дополнешемь до 3: 

151 —0,4971499 -|- (3 — 2,2380461) — 3 = 0,4971499 -- 0,7619539 —3= 

—=2.2591038. 

Отсюда 2 = 0,0181595, 

1. Вычислить 2 — 0.00569" Логариемируя и употребляя донолнеше лога- 

риема знаменателя до 1, послфдовательно ифежь: 

ша = 0,4971499 — 3,7551123 = 0,4971499 -|- (1 — 3.7551123) = 1= 

— 0,4971499 -|- 2,2448877 = 2,7420376. 

Отсюда 2 = 552,125. 

0;0094321 Х у 

1. Вычислить =, 
У8,37 

вх —16 0,0084321 +3 (№2 -|- доп. 6 15 —2) | доп. з 15 8,37—1 

11 0,0084821 = 3,9259357 
№2 — 0,3010800 Вычислене =. 

доп. 16 15 — 0,8239087 — 2 ы 
1.1249387 3,9259357 

1,7083129 
по раздёлени на 3: 

1,7083129 
1% 8,37 = 0,9227255 | 

118,37 — 0,4613627 

3.1723859 
0,00145897. 

'доп.316 8:87 — 0,5386373 —1.. 



х й 

хх 5.92. Х 70.0182 . 8 
} 0,0556 х (1968 

1615,92 = 1,2019431 0,1717062 у 

1 е15,99 = 0,1717062 | ` 1,4200238 

= 2,2790143 
1 0,0182 = 2,2600714 12. 5887195 

=> 

| ] Е 
3150,0182— 14200238 | и» 10.4094638: 

док, 0.00526 — 2,2790143 | 
№196 — 2,2922561 
10 1963 — 114612805 

0,00001602256. 

х ГЛАВА 11. 

Приложеня логариомовъ.—Ршеше показательныхль и логариомическихь уравненй. — 
Финаисовыя операщи: сложные проценты, срочные вклады, срочныя уплаты ит. д. 

Рьшен!е показательныхъ и логариемическихъ уравнений. . 

814. Ломриомическими уравненями называются такя, въ которыхъ ненз- 
в\етныя входять свонуи логариемахи, а хоказательными уравнешями называють 
таыя, въ которыхь ненавфстныя входятъ показателями. Элементарная алгебра. 

тельно въ показателяхъ, и не можеть рфшать ур —н смфшаннаго типа. Напр. 
ур—ня 

у ж-ЕЗ а =5, 2-3" =12. 

неразрьшимы средствами элементарной алгебры. 

При рфшени этого рода урн. нерфдко приходится пользоваться твуь 
принципомъ, что всякое положительное число имфетъ лишь оДинЪ, виолнь, опре 

дфленный, логариемъ, и обратно. Это обыкновенно выражають, говоря: „есле 
_ ва числа равны, то и лоариомы ить равны; и обратно, если два лош- 
риома равны, то и соотвътетвенныя имь числа равны“. 

815. Рьшеше уравнешя а” =. — а есть положительное число, отличное 
отъ 1. Вели 620, ур— не не ихфеть ршенйй. Итакъ, полагаемь > 0. Взяв. 

_ лотарнемы отъ обфихь частей: 15а ==Ъ, находимь отсюда 
и 

^ ПРИЪРЪ. Рьмить Уравнене 0,06971" = 0,00556. 
Логарнемируя, находимъ 

#18 0,06971 =10;00856, , 

_ даеть средства рФшать тавя ур—вя только въ случаях, когда въ урн 
_ ‘цензвфстное входить исключительно только своими догариемами, или исключи- 

2 

$х 



. 
2 — 0.00856 _ 3,932473 

1 0,06971 —2,8432951° 

„или, зажфчая, что ̀ 3,9324738 = —3--0,9324738 = — 2,0675262 н такимъ 
же образомь 2,8432951 = —1,1567049, имфемъ 

< = 2,0675262 ; 1,1567049. 

Выполнивь дфлене, находимь х = 1,787, съ точн. до 0,001. 
“ 

Подобнымь же образомь рёшаемь ур— ше а’ ==с, тд а, бие— три по- 
ложительныя числа, а числа @н 0, кромБ того, отличны отъ 1. Положивъ 
И у, иень: а’ с, откуда, по предыдущему, 

1 9—5... (1). 

Найдя У, изъ ур-—шя 5°==у находимъ 

ще 
| 

Е ву тЫ 
156 156 з 

Такъ какъ приходилось брать № у, то, очевидно, должно быть у>> 0, са., 
какъ видно изъ (1), логариемы чисель с и а должны быть одинаковаго знака, 
& сл. числа а и с должны быть или оба <_1, или оба >1, что можно вы- 
разить такъ: 

(&«—1) (е—1)>0. .. (3). 

Заключаемь, что если а, 6, с суть три положительныя числа, отличныя отъ 1, 
если, сверхъ того, удовлетворяется неравенство (2), то наше ур—н@ имфетъ 
одно, и только одно, рёшене; во вобхъ остальныхь случаяхь оно не имфетъ, 
‘р№шенйй. м 

= 
Пусть еще требуется рфшить ур— не а’ = а“. 

Положивь с’ =, 5’ ==, нифемь ур-—ше а`=4 
Взявъ логарнемы, найдемъ 

шее=щу, УШЬЩа, зма=", ща, 
откуда т ва 

РЕ 
16 16с 

трицательныя числа не ихфютъ дЪйствит. логарнемовъ, сл. всЪ числа, отъ 
которыхъ берутся логариемы, д. 0.`> 0; т.-е. во-первыхь, числа @, 6, с, 4 
д. 6. >0; во-вторыхъ, д. 6. 

57 
ку 
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'Различаемь два случая: полож. число. <1, и > 1. 

Когда 6 < 1, то В6 < 0, и нер. (1) даеть 

6] 0, ши 0 ве п ша ва 

или, раздфляя на а. нифемъ: 

когда Шао, то << г 

_” когда < о. то 0" 

Вели © >> 1, то 65 _>0, и не. (Г) дает 

в(”. и] >6, м ты 
п ша п ва 

откуда ыы 
- са т ща 
либо >ва>®, либо „За. 

Итакъ, отн. =: д. 0. одного знака съ г Е и смотря по Вт будетъ ли 

абсолютное значене и меньше или больше абсолютнаго зачем 5 г Ъ должно 

быть < или >1. 

816. Рьшене уравненя а22-|- 52“-|-с-=0. — Положивь 2 ==У (1). 
мифень ау --Ву--с=0. . . (2). 

Квадратное ур. (2) даеть у, а для всякаго значешя У находижь изъ (1) 
соотвфтственное значеше 2. Но для х получится дфйствительное значене только, 
тогда, когда У будетъ дЪйствительно и положительно. Отсюда, при @>> 0, дан- 
ное ур. будеть имфть 06а дъйствительныхь корня только тогда, когда удд- 

^ ваетворяются условя: 

Ъ: — 4а>0, ае>0, 4< 0. 

Пусть эти положительных значеня_ у будуть у, и У». Остается рёшить два 
показательныхь ур—в!я: 2” = у; и а’ = у,. откуда 

— щи 2 в. 
я Ма. 

ПРИиМзРЪ. Рюшить уравнене 5* 11 -—- 195—656. 

Освободивъ отъ знаменателя, ихфежъ 

51 — 626 5*--125=0: 

положивъ 5°=у, даемь ур— ню видь 5у*—626у-|-125=0, откуда У/=125, 
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у’= 

5 = 

| Такниь образомь получимь два ур—н!я: 5° == 125, откуда 2—3, и 
1 
5’ откуда 2” == —1. 

м 2 — 2?) 
817. Рьшить уравнене о а ==8: 

Такт какъ отрицательныя числа не имбють дфйствительныхь лагориемовъь, 
ту необходимо, чтобы было 2 —2*> 0 и1—>>0, или «< п 2< 1 
или, наконец, < 1. 

Цомня это, |№шаемь ур.: № (2 — 23) = 315 (1 —2) = (1 — 2)*, откуда 
2—4 — (1—2), или 32 — 3% —1==0; 

Корни этого ур— вм дЪйствительны, одинь < 0, друюй >>0. Первый, 
какъ меныш 1, отвфчаеть задачф; чтобы и второй отвфчаль, необходимо, что- 
бы онь быль < 1. Подстановка 1 въ первую часть ур— в даеть результать 
— 1, 1-6, 0 энакомь, противоположнымь 1-му коэффищенту, сл. 1 содер- 
житсл между корнями: 2. . .--1. . .4”, т.е, положительный корень 
^>1, и потому долженъ быть отброшенъ. Итакъ 

У —3 
&=—- 6 

есть единственное рёшене даннам уравненя, 

818. Ршене системы: шх--1ву=т и ае--Бу=е. 

Первое ур— ше можеть быть представлено въ видв 15эу =, откуда 
ду — 10"... (1); таким образомь вопросъ приводится къ рфшению системы: 
чу = 10" и ах --Ву==с. Исключене у даетъ урн а2*—с2--5Ж10”"=0. 
Рушивь это ур— ше, найдемь значешя у, соотвётствующя каждой величии 2, 

ы с— а 
изъ уравнения у,” 

Ириивръ 1. Рюшить систему: 

а мы ЗЫ 

Е; Н1ву=3з. .. (1), 52 — 3/? =11300... (2). 

Первое уравнене можно представить въ видв 152 = 16 1000, или 
жу == 1000... (3). 

Исключене У изъ (2) м (3) даеть, по упрощены, уравнеше 

21 — 226042 — 600000 = 0, 

нифюшщее два мнимыхь корня и два дЪйствительныхь; дфйствительный положи- 
тельный корень 

«—И1130-- /1130*- 600000, 

или 2==50, и сл. у=20. 

ПРриивръ 1. Ришыть систему: 

2ву— «2 =0.1249387;  шз-2ще--щу-= 11323939. 
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зы у—ш==щИ; 0.124987 1, 333... № м, первое ур. при- 

_ приводится къ * = ы откуда = Зи. бъ другой стороны № 3-2 2-- 

59 вм; 1,1323939 =1 о, сл. второе ур. приводится къ 329у—54. 
Исключая 2, находимъ ур. У’=32, откуда у==2; и наконець 2 =3. 

ФИНАНСОВЫЯ ОПЕРАЦИИ. 

Сложные проценты. 

1. Сложные проценты для цфлаго числа лЪтъ. 

819. Опредфлене.— Говорятъ, что капиталь помфщенъ на сложные яро- 

центы, когда въ концф каждаго года процентныя деньги прибавляются въ ка- 
питалу, или, какъ говорять, калитализируются, и наращеню процентными 
деньгами въ точене слфдующихь лЬть идеть не только на капиталь, но и на 
причисляемыя къ нему процентныя деньги. 

820. Основной вопросъ.— Вычислить, во что обратится капиталь а 
2б., отданный на сложные проценты по р со ста, в # лъть, 

100 руб. приносять въ годъ ® руб. прибыли; слфд. 1 руб. принесеть въ 

это время 55 р., а потому 1 р. къ концу перваго года обратится въ 1-е 

или, обозначая 5 буквою 7, вь 1--* (сумма 1-Е" наз. 10довымь оборо- 

зпомь рубля), & слЪд. а руб. въ конф года составять сумму @(1-|-*). Нк 
дый рубль этой суммы въ конц второго года обратится опять въ 1--”, 
слёд. вся сумма а(1--”) обратится къ этому сроку въ а(1--^)(1--), НЕ 
а(1-|--*)*. Къ концу 3-го года каждый рубль этой новой суммы обратится въ 
1+, а потому вся сумма въ а(1--^)\1--”) или въ а(1-- я) и т. д. о 
аналоги заключаемь, что въ конц #-го года составится сумма а(1 -^); на- 
„зывая эту сумму буквою А, нифемъ ур—не 

&А=а(1--,)'. ..). 

821. Формула (1) содержить четыре количества: @, А, # и р (заключается 
въ #); сл. когда три изъ нихъ будуть даны, то можно опредфлить четвертое. 
Отсюда четыре задачи. 

822. Основная задача.— Опредъленще А по даннымз а, ри & прямо р%- 
‘шается ур—мъ (1); логариемируя его, имфемъ 

вА=ща--. ва-)... (2). 

ПРИМВРЪ: а = 20000, р—4,5 и #—=10. 

4:5 _— ща = 4,3010300 . 
: "—10— 10%(1-#) =0,1911629 

0,045. ВА = 44921959 
А=31059, 38 руб. 
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823. Какой капиталь а нужно помпстить на сложные 
по р со ста, чтобы вы конщь & льтъ составилась сумма А? 

Ур—не (2), рёшенное относительно 15а, даетъ 

1ва=вА -Р доп. Ив (1--”)... (3). 

ПРимзРЪ. А = 40324, #=21, р=4. 

У 18 (1-7) = 0,0170333 ША= 
#8 (1-- ̂ ) =0,3576993 дон. 1, 8 (1--) = 1.642007 

а 2478643 

а— 17695,56. 

4,6055630 

824. На сколько льть нужно помьстить капиталь а, чтобы, при 
‘сложныхь процентахь по р со ста, составилаеь сумма №? Прибыль 

_ на 1 руб. равна т. 

°  Рёшая ур. (2) относительно &, имфемъ 

— ВА ща, 2 
— жа+ 

ПРИМЗРЪ. А = 40324; а=—17695,56; р—=А. 

4,9055636 — 4.478843 _ 02576983 _ 
: 700170338 0.017083 

т: 825. При какить процентахь капиталь а дасть, по истечени 
лтть, сумму А? 

у Рьшая ур. (2) относительно 18 (1--*), имфемъ 

558) щи = А-а. 

Найдя отсюда 1-|-”, легко опредфлить и р. 

ПРииФРЪ. @= 21319, А=42397, п=15. 

ВА 4,6266237 
ва 4,3287668 

ща) = 777958 — 00198571 

1-- "= 1,04678. 

Отеюда или 150 = 0,04678, а сл. р=4,678 или приблизите 

въ пфлыхь конейкать, р ==4 руб. 68 коп. 



РР. 74 Я ЧА 

И. Время помфщешя `вапитала—дробное. 

826. Обыкновенно время, въ течеше котораго капиталь находится подъ 
процентами, слагается изъ пфлаго числа лётЪ и нфкоторой доли тода, которую. 
Теловиися ‘обозначать буквою /; цёлое же число лётъ, попрежнему, обозначимь, 
ик {. Если, напр., доля года равна 3 мвеяпамь 25 днямъ, то 

ть 330-25 _ 23. 
ЕТ 78 

принимая каждый мфсящь въ 30 дней. 

827. Основной вопросъ. Какая сумма А составится, если капиталь 
а, отданный на сложные */, по р, нажодится в» обороть Ё мьть и 

10да? 

По истенены Е лЬтъ капиталь а обратится въ а(1-- *)'. Каждый рубль 
_ этой. сунмы, получая въ годъ приращене *, въ течене доли / года дасть при- 
ращеше /*; полное же приращеше сужмы а(1--*)’ будеть 4(1 Е)". И. Та 
кимъ образомь къ концу ЕЕК лёть составится сумма (1-х) чаек), в”, 

л=а(1--®'а-- в)... (0 
‚ ПРихзРЪ. а=41524/15, р=б, #=7 и /[=10 и, 

14 нра Ша — 4.6183070 

= 1-08 Ик (1-Е) = 01433251 
— 1,0416667 15 (1-- 2) =0,0177288 

ША = 47843609 
А — 60863,05 руб. 

_ 828. Какой капиталь, помъщенный на сложные ®,’то 5 со 100, 
даст» въ 18 аъть и 3 мисяца сумму 48734,05 руб? 

Логариемируя ур. (1) и опредфляя 16а, имфемь 

а=1вА- дон. 16 (1--^) - доп. 8 (1-5)... . (2) 

16 1,05 = 0,0211898 . А — 4,6878395 
18151,05 = 0,3814074 дон. #18 (1-Е ') 

№08 — 0,0155 дон. (1-Е) = 
1-Е" = 1.0125 щва— 43010301 

а — 20000 руб. 

"Вржь опредфлить 2 и /. РЬшая ур. (2) относительно #, имфемъ: 

оз ВА ща вам 

вИ-)  ва-вэ° 



в «+ 
а ИИ 

часть ур—н есть число цфлое, слфд. и вторая дол жна быт 
иъ числомъ. Но { есть цфлое’ число, слёд. и разность дробей должна, 

вая о цфаою. В, какъ остатокъ, меньше дфлителя | (1 - 7), саб. 

дробей только тогда м. 6. цфлою, когда она равна нулю, — 
-/”), и урн (3) даеть #==9. Такимъ образомь, для — 

‘опредфлешя времени имфемъ два ур— мя 

#=9...4) я ва. . . 0), 59 

я, едешы пблаго числа фбть падо валть цбаую часть — 
‘частваго отъ раз — ва на 16(1--*), а для опредбленя доли 

я _ тода— приравнять 1% (1-- |) остатку указаннаго дфлешя и ршить получеяное 
ур. относительно /. 

в Переходя въ аи (5) отъ логариема къ числу, найдемь: 1 -- "= т, 

‘откуда / =”. . 
_ Пвижьв Г = 48734.04; а=20000; ›=0.05. 

Е -  ЩА=4 6878324 

ща — 4,3010300 
ВА ща —0,3868024 
ВА ша _ 0,3368024А 18 0,0053950 

161,05 ^ 0,0211898 — 5 0,0211893 
00053950 

сть первоначальное населеше равно а; населеше въ конц # лфть и. 
а будеть А. Имфежь: А = а(1--а)'(1-| /2); но, по условию, 

; слбл. $ 
в (1-4) --/0). ; ыы 

Пусть, напр., требуется узнать, черезъ сколько времени удвоится  оеленй ? 
возрастая на 5°/,? $ 

Въ данномь вопросф # =2, 2=0,05; ур—не будеть 

= 1,05(1--0,05/). 



САЙ 

Чаетное, подлежащее вычислению, будеть 

№2 0,3010300 __ ао 

15 1,05 0,0211893—— 0,0211893° 

%(1-0.05/) =0,0043798 
1-{ 0,05/ = 1,010136 

0,010136 136 __ 365 Х 1,0136 пе би 
Итакъ, населеше удвоится черезь 14 дёть и 74 дня. 

830. На каке проценты нужно пометить капитал» а, чтобы 
в» &-|-[ льть онь обратился вь А? 

Вопросъ приводится къ рёшению относительно х ур—ня 

А=а(1--” а); 

по раскрым (1-- 7)’, получижь ур—ше 2#-- 1-й степени въ 9; сл. не можеть 
быть рфчи о рёшени его въ этомь общемь случаф обыкновенными пр/емами; 
но оно м. 6. рышено мо способу посльдовательныхь приближеняй. 

Взявъ логариемы отъ обфихь частей ур—вя, выводимъ 

в--) = ват. (и) 

Откинувъ второй членъ (обыкновенно ” содержится между 0,08 и 0,06, а 

Т< 1, такъ что 1-Е" близко къ 1, ве весьма малое число), най- 

демъ первое приближене 7, числа х, по избытку, изъ ур— я 

ва = ме... (2) 
тд я, >/. 

Затфиъ полагаем 

ва) = 94 6е 600...) 

второй членъ 2-й части больше второго члена 2-й части ур-— в (1), и потому 
7, ифсколько меньше х. Итакъ, у, их, суть два приближешя къ я, первое по 
избытку, второе по недостатку. Взявъ то или другое вмфсто , сдфлаемь ошибку 

меньшую 7”, —7.. Взявъ для г ариеметич. средину и", сдфлаемь ошибку, 
к 

меньшую даже ак Въ самомъ дфлЬ, пусть 

пищ, ВЕГ—аь 
тдё а, и 2 положительны; отсюда 

ры — пм АЕ : п 
2 



я Взявъ я за г, сдълаемъ ошибку, равную 

ина О, п са. <. 

Если приближене 7, недостаточно, опредфляемь два новыя приближ. зна- 
зеня, 7; и т., по формуламь 

мы: - 
Ве НЫ 

Не...) 

Изъ того, что 7;<и, очевидно, что вторая часть (4) больше второй части 
(1), о она меныше второй части (2); слфд. и, >7, >. (лёд. и, есть новое 
избыточное приближен!е числа 7, и менфе ошибочное, чфжъ х,. 

Затфиь, такъ какъ ”, >, то вторая часть (5) меньше второй части (1), 
_ вавд. и, < и; а какъ 7, <”, то вторая часть (5) больше второй части (3); 
сад. 7 > 7. 

Е Отсюда видно, что т, есть приближеше по недостатку, менфе ошибочное 
_ ЧФиь 7з; слёд. 7; >> и, причежь промежутокъ оть х; до 7, меньше про- 
_межутка отъ 7”, до 7. 

Такимь образожь, имфемъ рядъ значенй для х: 

к. 

ПАЧ, ЛИ РСЧАЕ 

поперемфнно приближенныхь по избытку (прибл. четнаго пор.) и по недостатку 
(прибл. нечетн. пор.), причемъ ихъ точность идетъ возрастая. 

Остается доказать, что числа 9, 7... ., 72» Тара... . ИМЮТЬ 06- 
щимъ предфломъ 7. Для этого достаточно доказать, что абсол. велич. разности 
между 7, и ”, при неограниченномь возрастани А, стремится къ нулю. Имфеиь 

ви = А-а 0+ 

к 

м ван) = ща р а, 

откуда 

ж(- ть) ф ва -- = Жаль. 
Но 

1+" „. 
А 

$ въ самомъ дфлЪ, приводя къ общему знаменателю. который положителень, и 
° сравнивая чяслителей: И, и ЕЕРи-ЬЮщь или (ии) 

и’— 72», заифчая, что /< 1 и х— „> 0, ияфежь /("—7з›) < * — тор 
что и требовалось доказать. Итакъ й 

ва) —фва-но < За Же, 



а слд., обозначая буквами 

9, 4, .., бар ры, .. 

абсолютныя значешя разностей между 

18 (1-7) и &(а-»), ва »),... 
имфемъ: 

<. а<ч. и даа <. 

Пережножая эти неравенства, получаемь, 

а @з-1< ру: 

Но число цфлое, 2р— число положительное, возрастающее неограниченно, 
сад. и @? возрастаеть неограниченно, а потому можно взять 2р настолько 
большим, чтобы @ор+1 было какъ угодно близко къ нулю; слфд. разность 

18 (1-Е ир-а) — в (1 >) 

стремится къ нулю, а слЬд. 71 КЪ 7: это и нужно было доказать. 

831. Примъръ. На каве проценты (сложные ) помпщень быль ка- 
питаль 7300 рУб., если в» кониь 6 лъть 5 мпсяц.'10 дней онь обра- 
тиался в5 10448 руб. 10 коп. (проценты капитализируются в» конць 
каждалб да)? 

Примфняя указанный методъ, нифемъ 

ща 15 104481 — 1478 в-и-= А в 

ии МЕ») =0,02595240-|- 025938375 — 87250. 

Первое приближене для г получим, откинувъ два послфдне члена: 

щ(1- и.) = 0,02595240, 
откуда 

7, = 0,0615791, причемь и, >”. 

Второе приближеще вычисляемь изъ ур— я 

16 (36 Е 257). щ (1-Е и.) = 0,28583615 — ВС ТИ, 

откуда, замфчая, что 36-257, —37,58947, п №9629) —0.26241485, 
имемь: 

«(1 ^) = 0,02292180, 
слфд. 

т, = 0,05419706, причемь 7, <”. 



в --7)=0.28533615 — 825, 

— зафнвя, что 36-Е 25, — 37,354926, и 98-25) — 0,56205796, нахо- 
у _ ДНМЪ; 

Ш (Е и,) = 0.02327819, 
откуда 

ы) 7; = 0,0550625, причемь ”, >". 

Четвертое приближеще. 

и!) =0,28533615 — МОЕ, 

тлф 36 25и, —37,376756, и 8-25) — 0,26213321; ств, 

ва и) —0,02320294, 
_ откуда | 

", = 0,054$797, причемь и, <”. 

ма Разность 9; — 0,0001828, слфдов. каждое изъ приближен т; и”, 
_ представляют, ” съ ошибкою, меньшею 0,0002. Итакъ 

. з р ̂ —0,0549711 

—  Шрюдставаяеть ^ съ ошибкою. меньшею 0,0001; отсюда. умножая на 100, на- 
_ хюдимь проценты: р 49711, съ ошибкою. меньшею 0,01 р. Слфд. прибли- 

Эт. 

Примъчане. Обыкновенно же на практикЪ, для вычислешя времени и 
‘процентов беруть формулу, выведенную для пфлаго числа лёть: А==а(1-|-^)', 

° подставляя въ нее вуфсто Е данное дробное число лфтъ. Примфняя эту формулу 
къ данной задач. имфемъ 

_ 104481 — №7300 __ 36 Х 015571442 
ое а 

36 

— 0,02326024; 
_ отеюдь 

1-- "= 1,0550189, ин "= 0,0550189; 
‘наконець 

р=5,50189, 

результать, мало разняцййся отъ прежде найденнаго. 

Срочные вклады. 

832. Основной вопросъ.— В» течене & льть вносятся в% банкь въ 
‘началль каждало лода посльдовательно капиталы а,, а,, а,,..., а, 
Какая сумма накопится къ концу срока, если считать сложные тро- 
центы по 9%? 
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Первый срочный вкладь.а,, находясь подъ, процентами & лфтъ, обратится 
къ концу этого срока въ а,(1--”)', или, полагая для краткости 1-- =, 
въ а, 9'. 

Второй вкладь, находясь въ банк # —1 лётъ, обратится къ концу срока 

въ @49'—1. 
Трей ваносъ къ концу того›же срока обратится въ а,4’—? ит. д. 
Послёднй вкладъ, находясь подъ процентами 1 тодъ, даеть а. 

Сложивъ эти суммы, получимъ накопивиййЙся капиталь 

Ааа, 1 аа. - Ева... (1) 
Когда вклады различны, формула (1) не допускаеть упрощен; если же 

ежегодные взносы равны, то, обозначивъ каждый изъ нихъ буквою @ и вынеся 
за скобки общй множитель а4, найдемъ: 

А=44 (1-е -*--...-ра-Е 1. 

Выражеше въ скобкахь представляеть сумиу членовъ геометрич. прогресс 
первый членъ которой =1, а знаменатель 9; по формул суммы имфемъ, 

Примъчане. Если бы сумма а была вносима 6 конць каждаго года, то 
первый вкладъ находился бы въ банкф #— 1 лётъ, второй #—2,..., послд- 
ый О лёть, и получили бы 

А’ = аа! т! ад! ..На4-а 
или - 

[72% иж © Е 

833. Ур. (2) содержить 4 количества; Л, а, ри, и позволяеть найти 
одно изъ нихь, когда остальныя три будуть даны. Отсюда 4 задачи: 

1. Для опредфлешя А непосредственно служить ур. (2). 

2. Опредфляя @, имфемъ 
а—А@-=1. 

9—1 

3. Для нахожденя &, освобождая ур. (2) отъ знаменателя, имфемъ: 

^а—1=94(9'—1), откуда 9=1- ле, 

ур— не показательное. 

4. Опредфлеше р приводится къ нахожденю 49. Изь послёдняго ур—шя 
прямо находихь 

аа" — А--ач-НА=о, 
ур—не #-|- 1-й степени относительно 4. 
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Численный примъръ. а = 2000, #=20, р=5; найти А? 

1,05 —1 А— 2000. 1,05. о ^=42000(1,05*"—1). 

Такъ какъ 15 разности 1,05% — | нельзя найти непосредственно, то пред- 
варительно вычисляемь 1,05%. 

Вспомогат. вычисл. Вычислене А. 

,05° | 16 42000 = 4,6232493 у 
1ву= 2015 1,05 —= 0,4237860 15 (1,05% — 1) =0.2183510 

26532 7700 ВА = 4,8416003 
9 — 160:164 А=69438,5. 

147.6 
7 12.4 

У— 1 = 1,653297 

834. Приводимь еще нфеколько упражненй на срочные вклады. 
1. Какой капиталь накопится чрезь п лъть, если, в конць каждало 

полузюдёя вносить по я руб., или т в» конць каждой четверти ода, 

или по 5 в» кониь кажюдию мъсяца? 

а - 
Внося 52. въ конц каждаго полугодйя, составниь капиталъ 

; =) 

если 5 означаеть прибыль на 1 р. въ полугоде. 
а 

Внося 1 ВЪ конц каждой четверти года, составимь капиталь 

г" 
тдВ т ‘овначаеть прибыль на 1 р. въ четверть года. 

'Наконець, вклады въ конц каждаго ифсяца дадут 

ен)". 
Примчане. Принимая 5 т р за полугодичные, трехивсячные и мф- 

сячные проценты, получаемь въ концф года прибыль, нфоколько большую ”. 
Чтобы годичные проценты составляли въ точности ”, надо вести вычислене такъ. 

Пусть процентныя деньги капитализируются по истечени доли В тода; чтобы 

1 руб. въ конц года обратился въ 1--*, надо, чтобы проценты были 

я=ИТ- 



АЯ 
а = 

ибо, прибавляя 1 къ *, и возвышая результать въ степень №, ифемь: 

ана» 
Такняъ образомъ, въ вышеприведенныхь задачахъ получим 

ау а, 4—1 ри (3 = о о 5 =. 
О О лее 

результаты, весьма мало разнящеся отъ прежнихъ. ‹ 

И. Какой капиталь составится в» конць п мыть, если в» кониь 
каждено 1ода вносить суммы, измьняющаяся въ армометической про- 
пресси? 

Пусть а есть первый вкладъ; а--5, а--25,..., а--(®— ПВ см- 
дующе. Искомый капиталь Х будеть 

Хак ео а-ни-.. а ®—0ь 
1 

1 ;=% имфемъ, 

ро" м-р ао е-- о --. - Не-а ие 
Выражеше въ скобкахъ можно представить въ вид 

аа-е р. Фе. 8-0, 

полагая 

вы — ТАБ. "= г 224; положивъ 

$ = 9*-|- 29° -- 39*--...-- ®— 19”, пафеяь 

$а= ее. рен, откуда 
3а-д=е--9-9-...-Р9"—@-— Пай, пан 

Ч — 9 

4—1 
па 
ат 

} 
в а" —1 
— я", откуда ВА 1 9—9 — и 

Подстановка въ формулу Х и зажфна 9 дробью г дает, 

т т 
аа в 6 

х=— [6 = 

11. Аакой капиталь накопится чрезь п ллъть, если въ конць каж- 
дало ‘ода вносить суммы, измъняющияся вь вометрической протресеви? › 

Пусть будуть а, ай, ай?,..., ай"-1 послёдовательные взносы. 

Къ концу срока они обрататся въ 

а(1-- ̂ ^, ава --®"-?,..., а®-ь 



зленовъ этой проти знаменатель которо 

Ня аи" 
. Са ВаиЕ" 

Учеть пры сложныхь процентахъ. Учетомь наз. разность между 
альною величиною долга и его дЪйствительною величиною; поэтому, фор- 
учета будеть 

а-я] 
Положивъ для краткости —=4, предыдущя формулы представихь въ 

А, = 49”, е=А(1 — 9"). 

должен» уплатить суммы А, \', \",... еоот- 
‚ {’.... лътз; черезь сколько люапь онь втолнь 

взносомь В рублей? 

сть О бйть искомое число лфтъ; цфиность въ настоящее время капи- 
В д. 6. равна сужмб цфиностей въ настоящее врея капиталов А, \’. 
‚ потому ур— ще задачи будеть: 

А А А” в 
аи Раяе Нато” аа” 

Частным случай. Если имфются только два платежа, и притожь В=2А, 
предыдущее Ур. приводится къ 

е5@--4. 

а И 

Но количество, сложенное съ своею обратною величиною, даеть веегда сужу, — 
ьшую 2; слёд. 9’> 41%; а какъ 4< 1, то необходимо 2 < #4. Е 

РИимзРъ. Уплатиь подлежать: 12500 р. чрезь 7 аъть и 12500 ь. | . 
3 зюда. Чрезь сколико лъть можно поасить домь 

м * 25000 в, полмиая сложные ‘], по 4,5 со ста? 
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Вопросъ рЪшается ур—мъ 

1\ 

2(хв) = 
при помощи логариемовъ находимъ, 

Ы 

с — 0.442744 1.646151 _ 3588569 
т 19808837 — 191163 

—18 льть 6 ибе. 

Срочныя уплаты. 

835. Опредфлене. Срочною уплатою называется постоянная сумма, 
которую слъдуеть вносить в» конць каждало зюда для помииеня долиу 
вмтеть сь сю сложными процентами. 

836. Основной вопросъ.— Занять в5 банкь капиталь а по р ‘/, в 
100% (считая сложные °/,) ма $ лъть. Какую сумму х нужно вносить въ 
конц® каждало люда, чтобы долль былу помшень? 

Долгь @ въ конц 1-го года обращается въ 44; по внесени же срочной уплаты 
< онь обращается въ а4 — 2: таковъ долгь въ начал 2-го года. 

Въ течене года эта сумма обращается въ (44— 2)4 или въ а4*— 24; 0 
уплатв же въ конц 2-го года 2 руб., долгь въ начал 3-го года будеть 
24—24 —*. 

Такимь же образомь, въ началь 4-го года долгь будет а4°— 24°—29—#, 
ит. д. 

По аналоми съ этими формулами заключаемъ, что по истечени # лёть доле 
банку будеть 

а9' — 241 — 24-2 —... —аа-—%... (А) 

По условию, черезъ # лЬть долгь д. 6. погашенъ; отсюда ур. 

44' — 24—11 —... —а4—2=0, 

а внеся. ао, ^ 
или, наконець: 
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_ Друюй сповобъ вывода. Если бы должникъ ничего не вноснль ранфе окон- 
чаня срока, то въ концф #-го года онъ долженъ бы быль внести а4*. 

Но въ кони 1-го года онъ вносить 2 руб.; если бы онъ удержаль эту 
сунну и похбстиль ве на сложные °/», то въ {—1 лёть, оставшихся до срока, 
эта сумна обратилась бы въ 29'-*. Слфд., 1-я уплата этого величиною и должна 
войти при окончательномь расчетр. Такииъ же образомъ: 

2-вя срочная уплата, при оковчат. расчет, эквивалентна 20‘? рубляжь; 
3-я > › > > » » Г ка > 
4-я > есь ‚ Е - 

Предпослфдняя уплата равновелика сужё .....- 24, . 
виосимой въ концф (-го года, 

Наконець, послфдняя, › а ЕЕ Е » 

Веф эти суммы, образуя геом. прогр. въ # чденовъ съ первымъ членамь 2 

и съ знаменателемь 0, даютъ вифст® ее —, каковая сумма и должна пога- 

мать долгь @4°; откуда урн 
9—1 

2—1. вы а4' = 1 

По прежнему имфехъ 4 задачи. 

837. Опредфленйе срочной уплаты. _Рфшая ур. (1) отн. 2, ичфемъ 

Частный случай. Если срокъ займа неограниченно великъ. то, положив 
{5 и зажфтивъ, что 9', при 9>1 и {= сх, обращается въ с, находим: 

в: Дали раскрымя неопредвленности дьлихъ числителя и знамен. на 4*; 
находим 

№ х= Ре —а(а— И =а*, 
1— т 1=> 

17—10 
Легко истолковать этоть результать, замфтивъ, что а” или Иа веть фор 

мула простыхь годовыхъ процентовъ долга а. Итакъ, предфль срочной уплаты 
при неогранич. срокф займа равенъ простымь годовымь процентамъ занятаго 
капитала, — результать, который не трудно было предвидфть заранфе. Въ са- 
момъ дфлф, очевидно, что срокъ займа м. 6. безковечно великъ только тогда, 
когда срочная уплата погашаеть одни простые проценты, оставляя капиталь 
безь измфнешя. На такихъ условяхь въ большинств® случаевъ дфлаются 106у- 
дарственные займы; государство ограничивается уплатою, въ опредфленные 

_сфоки, простыхь процевтовъ своего долга, такъ что срочныя уплаты, вносиныя 
тосударствомь, не могуть служить къ погашеню долга, которое достигается 
другими средствами, когда это дозволяеть финансовое положене страны. Сказан- 
ная уплата называется, поэтому, непрерывною рентою. 

58 



— 914 — 

Заемь, совершаемый государствомь на такихь условяхь, называется кохсо- 
лидированнымь доллюмь. 

‘Обыкновенно же срочная уплата бываеть больше непрерывной ренты, и 
. разность между ними выражается такъ: ь 

да" а 

Этотъ избытокъ срочной уплаты надъ непрерывною рентою, которую сл- 
довало бы уплачивать въ случаф неограниченнаго срока займа, и составляеть 
фонд позалиеншя. 

838. Опредфлене займа. Изъь ур я (1) прямо имфемъ 

—_#@- 1). 

8 —ча—) 

839. Опредфлене процентовъ приводится къ опредфленйю 4. Освобождая 
ур. (1) оть знаменателя и приводя въ порядокъ члены, находимь ур— не 

а — во, 
#--1-й стегени относительно 4; вообще, оно неразрёшимо обычными приемами 
элементарной алгебры. Но можно найти численную величину 4 помопию методи- 
ческихь попытокъ (значительно облегчаемыхь таблицами сложныхь °/,). Разд®- 
ливъ уравнеше (1) на а4’, можно представить его въ вид 

‚био. ® 
Заифняя ” послфдовательно числами 0,03, 0,04, 0,05, 0,06... т, 

инаиболфе употребительными процентами, смотрижь на результать подстаповокъ. 
Еели ототь результать будеть 0, ^ въ точности равно взятому числу; вообще же 
первая часть ур—вя будетъ отлична отъ нуля. Численная величина и знак этой 
разницы укажутъ степень точности испытуемаго числа и смысль приближешя, 

1. Смысль полученнаю приближенея. Если дать ” значеше, большее на- 
стоящаго, первая часть ур—вя будетъ положительна; для г слишком малало, 

она будеть отричательна. Для доказательства беремь выражеше (А): 

а! — (вета... 2), 
въ воторомь первый членъ есть долгь съ процентами, а выражене въ скобкахь 
есть сумма, необходимая для покрытя долга. Если за прибыль на 1 р. взять 
число В, большее истинной величины 7, то данная уплата будеть недостаточна 
для погашевя долга: въ саможъ дфлф, таблицы, вычисленныя при помощи фор- 
хулы $ 838, показывають, что при @ и # постоянныхь, х возрастаоть вифот 
съ 7; сад. 

в(1-- В) > = (1-51 -- 2-Е... = 

т ае- в = ЕВА, 

тли > [аз 
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Юелн же вм. ” взять меньшую величину В”, то данная уплата будеть слини- 
комъ велика для покрыт!я долга; слфд. будетъ 

[ав 

2. Выбор» первло приближеня.— ели { весьиа велико (больше 30), 

те будеть мало; пренебрегая этимъ членомъ, найдемь для ” приближенную 
”) 

по избытку величину 
Ш В: 

Но это приближене весьма грубо, когда # содержится между 15 и 30, а 
если {< 15, оно не дастъ полезнаго указаня. 

Вифсто того, чтобы пренебрегать въ ур-нм уплать членомь а за: 

эвнимь знаменателя (1-- ^)‘ биномь 1-6", женышииь (1 -|- ”)*; получим 

1 
РЗ 

и сл. 
. #_1 

т>-—-.: в М “>. -р 

Слфд. приближеше я недостаиику для " будетъ 

1 ие! 

3. Приблиоюене точное до 0,01. Сначала иепытываежь #/; затбмъ под- 
ставляемъ 

=”- 0,01; ”„=”- 0,02; я, =- 0,03; 

и первое изъ этихь чисель, которое сдфлаеть первую часть ур—шя (2) поло- 
жительною, и будетъ значешежь ”, точнымь до 0,01 по избытжу; а преды- 
дущее будет точно до 0,01 по медостатку. Такимъ образомь найдемь два 
значешя для 9: и, и 7, напр., приближенныя въ противоположномь смысл съ 
точностью до 0,01. 

4. Слъдующея приближеня, получаемыя интерполироващемь. Пусть ех 
есть величина первой части ур—ны (2) для "==7,; е; ея величина для “=; 
можно принять, съ малою погршностью, что въ интервал 7”, —*, нентя 
первой части пропорщональны приращенямь х. 

Пусть будеть у — поправка для 7;; товоримь: когда ” измвняется оть 
до г„, первая часть измфняется отъ е, до 6; на сколько ^ должно измфниться 
начиная отъ 7», чтобы разница уменьшилась отъ е, до 0? Это сводится къ 
пропорщи 

ри 
в у’ 

изъ которой 

„09 хь, 
ее: 

58* 
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въ у достаточно ограничиться цифрою тысачныхь; приближене 7, + у веда 
будеть по недостатку. Вычисляемъ разницы первой части для 

ии -Ру н ки, у-- 0,001, 

м если посл®днее значеше положительно, 

т-Ру и и, -Ру-- 0,001 

будуть два приближешя — одно по недостатку, другое по избытву, точныя 
до 0,001. 

Выходя оть этих двухь результатов, получниь такимь же путежь цифру 
десятитысячныхь, и т. д. 

Численный примтрь. Вычислить проценты, если а= 10000, х— 1202,41 р., 
= 10. 

Прежде всего находимъ: 
й 

20,1204; *—1—0.0202 (по недостатку). 
В 

'Испытане 0,03. 

(1,03) = 0,744074;5 1— (1,03) — 0,255926; 

: Х 0,255926 = 0,0307728. 

Уклонене = — 0,000772$, слфд. 0,03 есть приближеше я недостатку. 

Испыташе 0,04. 

(1,04)-ю==0,6755642; 1-— (1,04)-0 — 0,3244358; 

Ех 0,3244358 = 0,0390105; 

уклонене — -|- 0,0009895: слёд. 0,04 — приближеше ие избызтхку. 

Интернолироваше пропоритональными частями. 

Сумма абсолютныхь значенй уклоненй — 

0,0007728-- 0,0009895 =0,0017623, 

'0,0007728, У= 0,01 Хонизз = 6,004, 

и новое приближеше есть 0,034. 

з Испытаюве 0,034. 

(1,034) —0,715805; 1— (1,034) =0,284195; 

2Ж0.284195 — 0,0341719; 

уклонеше = — 0.0001719, слёд. 0,034 — прибаижеше по недостатку. 
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Это уклонеше составляеть приблизительно четверть перваго; потому увели- 
чиваемъ проценты 0,001 н испытываежь 0.035. 

Испытане 0,035. 

(1.035)-ю — 0,708919; 1— (1,035)-№ — 0,291081; 

= Х 0.291081 = 0,0349999: 

уклонеше равно нулю; сл. 0,035 есть точная прибыль на 1 рубль. 
Такимъ образомь р ==3, 5. 

840. Опредфлене времени. —Изъ ур. (1) нифемъ: 

Изсльдованте. Неизвестное { должно быть числомь д®йствительным 
положнтельнымь и цфлыхъ. 

Но формула врежени содержить “15 (2 — а%), который не всегда можеть быть 
взять, такъ какъ отрицат. число не имфетъ дЪйствительнаго логариома, Отсюда. 
необходимость различать три случая: 

1. за"; 1(5х— ау) будеть мвиный, и задача невозможна, Это легко ви- 
дать & рот, Въ самомь дВлф, аг — представляеть простые °/, долга, и как 
срочная уплата меньше этихъ проц, денегь, то ея недостаточно даже для уплаты 
прощентовь, такъ что долгь съ течешежь времени будетъ увеличиваться. 

2. —=аг. Въ этомъ случа 2 — а"==0, 15 (&— а") = — с, и (=. 
Это означаеть опять, что долгь не можеть быть погашень, Въ самом дфа\, 
 ритогЕ видно, что. когда сроч. упл. 2 равна простымь процентн, деньгамь, то 
она будеть погашать только эти деньги, и долгь всегда будеть оставаться одина- 
ковымъ. Это и есть непрерывная рента, о которой было говорено выше. 

`3. 2`>аи: обыкновенный случай возможности задачи, такъ какъ срочная 
уплата, будучи больше годовыхь процентовь на капиталь, будеть погашать не 
‘только эти послёдне, но и часть капитала; такъ что черезь нфеколько л®тЪ 
лолгь будетъ погашенъ. 

Самая формула даетъ положительное значеше для ; но еще нужно, чтобы 
это значеше было и мое. Но если для # получается число дробное, то это 
означаеть, что данною срочною уплатою долгь не м. 6. погашень, и что по 
истечеши времени, равнаго цЪлой части &, остается часть долга, меньшая сроч- 
ной уплаты. Пусть цфлая часть # будеть Т; зажфтивъ, что долгь выражается 
мервою частью уравнешя (1), заключаежь, что по истечени Т дфть остатокь 
долга будеть 

=ат 
9—1 

В" у. 
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ПРИМФРЪ. Во сколько мьытз можно пошеить долль вь 5000000 р., 
уплачивая ежеюдно по 600000, если платится по 5%/,? 

ат —250000 р. в2=5,7781513 
2 — а'—=350000 р. 1 (2 — а”) =5,5440680 

0,2340833 

#502088 = 029 —‘°.. 

Такъ какъ для @ получилось число дробное, то вычисляемь остатокъ В долга. 

1,05% —1,710339 — 185.10 —6,6989700 
1,05 —1=0,710339 — 151,05 — 0,2330822 

1= 1,0511 — 0,2330822 6,9320522 

аат = 8552700 
116.10 = 5.7781513 

15 0,710339 = 1,8514658 
доп. 180,05 = 1,3010300 

6,9306471 

= 0 = 85240Т> «= 

В = 8552700 — 8524072 — 28628 р. 

841. Займы посредствомъ облигащй. — Большя промышленных общества, напр. 
желзнодорожныя компани и т. п., дЪлаютъ зайны, пуская въ обращеше облим- 
чаи, приносяшйя опредфленный годовой или полугодовой проценть; облигащи 
погашаются, по извфстной ифнф, при помощи тиражей, въ течеше извЪфстнаго 
числа ЛЬТЪ. 

аегодно копашя отчисляеть изъ барышей предпр рота сумму 
для уплаты процентов и для погашеня возможно большаго числа облигаций. 

Пусть число выпущенныхь облигащй будеть № номинальная цтна ка- 
ждой, т.-е. цфна, по которой облигащя д. 6. выкуплена, пусть будеть У; пусть 
погашеше продолжается % лЪтъ; наконець, прибыль на 1 рубль въ 1 тодъ пусть 
будеть х. 

Такижъ образомь весь подлежащий погашеню заежь — МУ, а по истечени 
» алЬть этотъ долгь обратится въ № (1--”)”, 

Если отчисляемая ежегодно на погашеше долга сумма будеть а, то цфиность 
этихъ уплатъ къ концу срока будеть 

а(т- т) ааа. - ра". г 

Такъ какъ эта сумма должна погашать накопивнийся къ концу ® лЬть 
долгь, то 

НЕ =ма- 9)”, 
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откуда ин находимь, какова должна быть ежегодная уплата а, погашающая долгъ; 
найдемъ 

«Мао, 
> (Е) —1 

Часть этой сущиы @ идеть на уплату процентовъ на непомишенныя обли- 
лацм, а другая часть на выкушь возиожно-большаго числа, облигацщйй. 

При выпуск облигащй компашя составляеть предварительно такъ наз. таб- 
лицу помлиеня займа, т.-е. таблицу ежегодныхь уплать, @, чтобы заране 
знать, сколько облигатй должно быть ежегодно погашено. 

ПрРимзръ. Компаня выпускаеть 600.000 облилащй, по 500 р. ка- 
ждал, дающихь ежешюдно 3%], прибыли. Выкутъ должень быть окончень 
6» 92 лода. Какова д. 6. срочная уплата, помишающая долль, и по сколько 
облшашй каждый 10дь 9. 6. позашено? 

Вычисляя @, найдем 
а—9.635.083 р. 

Составимь теперь таблицу погашения. 
1-й годъ. Въ конф 1-го года общество должно уплатить по 15 р. прибыли 

на каждую облигацию, всего 9.000.000 р. На погашеше остается 9.635.088 — 

9.000.000 — 635.083 р. Этою суммою можно погасить 689.088 1.210 обли- 

тащи, и останется 83 р., которые прибавляютъ къ слфдующей срочной уплат. 
2-й годъ. Осталось 600.000 —1.270 — 598.730 облигащй. На нихъ нужно 

уплатить процентовь 598.730 Ж 15 = 8.980.950 р. Срочная уплата, съ остат- 
комь въ 83 р., составить 9.685.166 р. Вычитая отсюда проценты на облига- 
Ми, найдемь, что на погашене облигащй останется 9.635.166 — 8,980.950 = 
654.216 р., что дозволяеть погасить 

654.216 _ 500 = 1. 308 облигащйй, 

съ остаткомь въ 216 р., которые присоединяють къ третьей уплат®. 
Продолжая такимъ обр., найдемь, что въ конць 3-го года будеть погашено 

1.347 обл. и останется 469 р.; что въ конц 4-го тода погасится 1.388 обл.: 
въ конц 5-— 1.482 обл., въ концё 6-0 — 1.475, въ конц 7-о— 1.519, 
въ конц® 8-го— 1.564, въ концё 9-го—1.610, въ конц 10-го—1.660 ит. л. 
Ежегодныя срочныя уплаты, вообще, какъ видимь, изъ года въ годъ изибняются. 

842. Пожизненныя ренты. Такъ называются срочныя уплаты, выплачивае- 
мыя ежегодно вкладчику, въ течене всей его жизни, банкиромь или заечщикохь. Ка- 
миталь, отданный вкладчиком, д. 6. таковъ, чтобы, при сложныхь процентаху, 
онъ могь дать сумму, равную сумиф вефхъ выплатъ, которыя банкиръ обязуется 
выдавать вкладчику въ концф каждаго года, въ продолжеше веей его жизни. 

Пусть извфетны лфта вкладчика, внесенный имъ банкиру капиталь и норма 
процентовъ: пользуясь аблицами смертности, можно опредфлить вфроятное 
число лфть, которое осталось прожить вкладчику. 

Такимь образомь задача о пожизненныхь рентахь есть ничто иное, какъ 
частный случай задачи о срочныхь уплатахъ. 

Страховаше жизни, пожизненныя ренты, сбереательныя кассы, — 
все это основано на вфроятной продолжительности человческой жизни и на бы- 
стротв наросташи капитала, помфщеннаго на сложные проценты. 



843. Задлчл. Нюкто для покупки своей женъ ежеюдной пенсёи въ 
Ь руб., платить ежеюдно во вдовью кассу а руб. По истечени п лъьть 
‘умираеть вкладчикь, а т льть спустя — ею жена. Сколько пробръла 
или потеряла касса, если проценты считались тою и друюю стороною 
90 р 65 1005? 

Пусть плата тою и другою стороною совершается въ нача.оь каждаго года, 
а завлючене счетовь— по истечени %-|- % лёть: въ такомь случа 1-й взнось 
приносить проценты ж--# лЪть, и слЪд. достигаеть величины 44””; второй — 
тодомь меньше и достигаеть величины 24”!”-1 и т. д. Послфдий вкладъ нахо- 

дится подъ %/ т-|-1 годъ, и ибнность ео = 44” 1, Тавижь же образомь, ифи- 
ность первой пенси 6 черезь 7 лфтъ равна 69”, послфдней = 09. Ирибыль 
(положит. или отриц.) кассы будеть 

(а Раф"... ад”) бо" ат. 45) 

ат "ща" 1), 
или 

ПриифРь. Коли @=50 р., 6 ==200 р., т=8, в=20 ир=4 р, 
то касса имфеть прибыль = 202 р. 

844. ЗАДАЧА. © лице составили общество. Какой капиталь \ каждое 
‘изо низь должно дать банкиру, чтобы получать отъ нею пожизнен- 
ную ренту, равную а рублямь? 

Расчеть ведется такъ: ® лицъ, по истечены 1 тода, составять това- 
рищество изъ ®’лицъ; банкирь должень ижь выдать а®’ руб. Въ конц 2-го 
тода оставшимся въ живыхь онъ должень выплатить 45” ит, д. 

Но ренты а, которыя банкирь должень выплатить 9/, 5”, ©” остан- 
шимся въ живыхь вкладчикамь, обращаются въ кони 1-го, 2-го, 3-ю... г9- 
довь въ 

а(1--»”), а(1-т) «1+»... 

®’ вкладчиковъ, которые въ конць 1-го года должны получить ренты по 

а руб. каждый, должны бы были внести Е р. вь началв 1-го года; 

вкладчиковъ, которые въ конц 2-го тода Дочны получить по а руб., должны. 

бы были въ началь 1-го года внести а руб., ит. д. Такъ что © 

вкладчиковь должны бы были внести въ начал 1-го года сумму 

РОК: 

Такимъ образомь капиталь А, внесенный каждымъ, равенъ 

] а -+Нара+- 

или, положивь = 

ии 



Если принять типотетический законъ Моавра, что, начиная съ извфетнаго воз- 
_ раста число смертей составляеть величину постоянную, то, вазвавь это число для 
каждаго тода буквою @, можно предыдущей формул® дать видъ 

ГА [Я е— 2-5 — за... — а, ̀  

тд п — число лфть перюда. й 

Послфднюю формулу жожно написать въ вид 

А-а-а Ни амеьачЕяе НЕ > <не, 
_ наш, заюфчая, что 

о ее 
в вид: 

ХЕ Е} 

й 845. Историческое принфчане. — Ре въ 1544 г. Мизаиаз Сунифель 
даль, въ ифкоторомь родф, теорйю логарномовь; однако же изъ своего открыт 
онъ не сдфлаль, примйнени къ упрощению вычислени. Позднфе, лордь Джома 
„Неперъ, шотландекй барон, прижфниль леортю лотариомовъ къ практик® вы- 
численй, опубликоваюь свое открытю въ 1614 г. въ сочинены Мис! 105а- 
тИ вого сапой @езстро. Но онъ принять для свонхь логариомонь освова- 
ще (е=2,71828. —.), неудобное для вычислешй надъ числами десятичной 
системы нумеращи. Вл. другь Брии» (1556—1630), окефордеюй профессорь, 
устраниль этоть недостаток, взявъ за основанйе системы логариемовь число 10, 
во указанию самого Непера. Теоря и въ той фори№, какъ она изло- 
жена у насъ, дана Эйлеромь въ 1748 г. _ 



ОТДЪЬЛЪ ШЕСТОЙ. 

НЕПРЕРЫВНЫЯ ДРОБИ И ИХЪ ПРИЛОЖЕНИЯ. 

ГЛАВА ШИ. 

Непрерывныя дроби. 

Опредфаеше.—Происхождеше непрерывныхь дробей.—Свойства приближен, —Пер- 
одическя непрерывныя дроби.—Приложешя, 

846. Непрерывною дробью наз. выражене, состоящее изъ цфлаго числа 
(которое, въ частности, м. 6. нулемъ), сложеннаго съ дробью, у которой знаме- 
натель есть опать ифлое съ дробью, и т. д.; однижь словомъ, выраженше вида 

Элементарная алгебра изучаеть частный видъ такихь дробей, а именно случай, 
когда числители 6, 4,... равны --1, а знаменатели с, е,... суть цфлыя поло- 
жительныя числа; слфд., элементарная алгебра имфеть дЪло съ дробами вида 

а 
“Нат... 

Количества а, @,, а,,... наз. неполными частными; а„ называютъ п-жь 
ав частным ; а же частныхь на этой ступени называють 

1 
в„-|- те ... Дюби г ее называють членами, или звенья- 

ми непрерывной дроби. Если число членов непрерывной дроби ограниченно, дробь 
маз. хонечною; при неограниченномь чиедВ членовъ она наз. безконечною. 

Сокращенно непрерывную дробь пишуть въ видЪ: 

а; |, а)... | ни |4; а, 4... | 

ДВ а, — цлое число. 

847. Происхождене непрерывныхъ дробей.— Этого рода дроби совершенно 
натурально являютея въ анализ. Въ самомь дфлЪ, вообразижь нЪфкоторое коли- 
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чество 2, соизифримое или несоизифриное; оно необходимо содержится между 
двумя послфдовательными цбфлыми числами: а, н а, -|-1. Олд. можно положить 

в=-т.. .) 

если 2, > 1. Изъ равенства (1) выводим 

УТ 
1—0’ 

1 
Количество 2: "АКЖе содержится между двумя послфдовательными цф- 

А числами а, и а,-|-1, тдЪ а, ца меньшей жбрь равно 1, что ясно изъ (1). 
Такимъ образомь можно написать 

1 
в, 

тдё 2, > 1. Продолжая такимь образомъ, имфемъ для опредфлешя 2 формулу 

_ _^_ Это— непрерывная дробь въ вышеуказанномь тЁснохь и обычномь смысл 
слова; а, а,, @,... — числа цфлыя и положительныя; изъ них одно только 
а, м. 6. нулемь, когда 2< 1. 

848. ТкорЕмл. Всякия конечная непрерывная дробъ представляет» 
нюкоторое соизмтримое число. 

Пусть аа 
Ги. 
Ра: . + а 

аи 
1 1 

ро 2-я “Тыт. 1 ох 

Перенося а; въ лёвую часть равенства, находимь 

#—@ УИ 1 

Т-- 41 @2— а “Ра. 1 
‚> 

з 

Продолжая таким же образомъ, будемь получать въ лбвой части веотда 
частное двухь линейныхь относительно 2 выражений. Наконець, получимь 

з ав 
а — 
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откуда 
В 
ие. 

‘количество сонзмримое (не равное ни 0, ни с®, ибо 2 содержится между а, 
на, 1). 

849. ТЕОРЕМА ОБРАТНАЯ. — Всякое соизмъримое число можеть быть 
представлено подь видом» конечной непрерывной дроби. 

Пусть данное соизмёримое число будетъ т тд @ и б — цфлыя, первыя 

между собою, числа; и пусть, во-первыхь, будеть а>>Ъ. Совершая дфлене, 
указываемое дробью, получаемь въ частножь 4; и вЪ осталкф *;; такъ что 

"АК. 
совершая дфлеше > (пусть частное = 4», остатокъ ”,) находимь 

й 

Продолжая такимь же образожь далфе, самыжъ ходомь дфйстйя мы выну- 

ждены выполнять надъь @ и 6 таыя же дфйствя, кайя пришлось бы совершать, 
надъ этими числами при нахождеви ихт о. н.д.; и какъ ан — числа первыя 
между собою, то необходимо дойдемь до остатка 7„=1. Такимь образомь д®й- 
стве закончится и получится конечная непрерывная дробь 

вл» 

"о 
Кели а < В и дробь $ — правильная, то, раздфливъ оба ея числа ва а, 

ваходимть 

ь 
тд 2 развертывается, по предыдущему, въ конечную непрерывную дробь. 

850. Теорема. — Развертывание соизмтримало числа в непрерывную 
Оробь возможно единственнымь способом. 

Пусть предложенное число будеть 2, и пусть. по обращеши въ непрерыв- 
ную дробь вышеуказанныхь способомь, оно даетъ результатъ 

2 [тан вы. га, |...) 
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_Допустимь, что какняь либо инымъ способомь оказалось возножнымь найти 
для # другое разложеше въ непрерывную дробь 

Ее: (2) 

Докажемъ, что оба результата тождественны. Равенство (1) доказываетъ, что 
х содержится между двумя послфдовательныхи ифлыми числачи а, и а, |1; 
равенство (2) доказывает, что 2 заключается между ‘двумя послфдовательными 
цфлыми числами 2, на, -|-1. Сближая эти два заключены, видимъ, что а, —04 ; 

Затвмь равенства (1) и (2) можно представить такъ: 

1 х Ре 1054. -а,|, И. -6| 

Разсуждая какъ выше указано, выводимъ, что а, =,. 

Такимь же образожь найдемъ, что а; =; ит. д. 

851. Приближеня или подходящЁя дроби. — Соединене нфсколькихь чле- 
новъ непрерывной дроби 

а о со... .1 

0 включешемь всегда цфлой части, т.-е. выраженя 

1 ‚1 аа а т “+, 

продставляющия величину непрер. дроби 2 приближенно, называются ярибли- 
жемями пли подходящими дробями. Займемся изучешемъ свойствь этих 
величинъ. 

ал 

852. 1. Законь составлещя приближенгй.—Первое приближене получияь, 
сохранивъ только ифлую часть и отбросивъ дробную часть непрерывной дроби; 

такимъ образомь первое яриближеще =. 

Второе приближене найдемъ, придавъ къ а; дробь м и откинувъ все осталь- 

ное; второе приближене будеть поэтому: а, + или ЕТ, 

Третье приближеше получается‘ изъ второго прибавлешемь къ его знаме- 

‘нателю звена = поэтому 3-е приближеше будетъ 

аа) +1 и а (аз аз-- 1) | аз _ (@1 а -- 1) а, 
1 Е аа 51 . 

а; с я 

Замбчаемь, что числитель этого приближен получается умножешемь чиели- 
теля @а,-- 1 предшествующаго приближения на неполное частное а, соста- 
вляемаго, и придашемъ къ произведеню числителя а, предпредыдущаго ирибли- 
женя. Точно такъ же знаменатель 3-го приближешя получается умножешемь 
знаменателя предшествующаго прибл. на неполное частное составляемаго, и при- 



988. 

бавлешемь къ этому произведению знаженателя предыдущаго приближеня. До- 
кажемь, что законъ этоть ихфетъ мфсто для составлешя приближеня какого 
угодно порядка. Пусть будуть 

Ро Ро | РРы 
Ор бы 9, Чен 

четыре радожь столнйя приближены; а, — неполное частное, соотвфтетвующее 

приближен т? и а; 1 — соотвфтствующее приближенйю ен. Допустивъ, что. 

ия замфченный нами на третьемь приближени, справедливъ для приближе- 
р 

вы докажемъ, что онъ будеть имфть ифето и для приближешя бен" 

По допущению, имфемъ: 

Рр _ Рр-тар-| Ра 
бич" 

Для образовашя слфдующаго приближешя замфняень въ (1) а, биномомь 

а, -- ара: ИХоДИМЬ 

Р-н) Ре _ 
Ррл 7 —_ Фррар + Ро ара 4 Руа 
Чен +) 92 рта» + бары 9 = 

—_ Ррара + РР 

— Чрары 9 

Доказано, что если законъ справедливъ для какого-либо приближены, то 
онъ сираведливъ и для слфдующаго приближена. Непосредственныхь составле- 
Шемъ приближенй мы убфдились въ справедливости закона для третьяго при- 
ближеня, слЪд., по доказанному, онъ вфренъ и для четвертаго; будучи вЪренъ 
для четвертаго приближеня, онъ вфренъ ин для патаго, и т. д.; общность за- 
кона такимь образожь доказана. Итакъ: Оля составлемя приближеня 
какою улюдно порядка, нужно умножить оба члена 
приближешя на неполное частное составляемаю, и къ произведешямь 
прибавить соотвътственно члены приближешя, стоящало двумя по- 
рядками ниже. 

ПРИМЗРЪ. — Пусть ижфемъ непрерывную дробь 

&==0 | 36, 7, 1, 1,1,4,2|. 

1-е приближеше =; второе == 35: для составлены слвдующихь поступаекь 

такъ;: двлаютъ столько графъ, 

ЕЯ че 
р о $ | 15 23 107| 237 

1136) га 289542 831 38668563 
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сколько слфдуеть составить приближен, причехь въ первыхъ двухъ графахъ по- 
эфщаютьъ 1-е и 2-е приближеня, а въ заголовкахъ слфдующихь графъ — неполыя 
частныя 3-го, 4-го,. . . приближени. Для составленя какого-либо прибли- 
женя остается, слФдуя правилу, помножить числит. и знам. предыдущаго прибли- 
жешя на цифру, стоящую въ заголовк составляемой дроби, и къ произведенямь 
прибавить соотвфтственно числителя и знаменателя приближения, двумя порядками 
ниже составляемаго. Такимъ ры для ды приближешя находим 
то О 4: ТА 
Зет Ег И Э5зу дАЯ 4-го: 553-36 ШИ ов’ ит. д. 

Примьчаще. — Если данная непрерывная дробь не имфеть пфлой части, тд’ 

за первое приближене берутьт- 

853. П. Приближеня четнало порядка— боллще, а нечетнало — меньше 
величины непрерывной дроби. 

Пусть дана непрерывная дробь 

1 
и=а:--—— 
т Е 

Тм... 

Первое приближене т, очевидно, меньше х на ты В 

Второе приближеше а + больше х; ибо знаменатель а, дроби ы женьше 

1 1 1 1 
“Ра... №. дробь ыы. {г а поту а Е. >=. 

Третье приближенше а, -- Г тать меньше 2; такъ какъ дробь Г 

© 1 1 придаваемая здфсь къ знаменателю ах дроби, больше —— ; апо- 
баре”: 

тому знаменатель &-+% больше настоящаго, а дробь -- т жене вастоя- 
И 

щей, потому на,-|- Е -т<+=. Ит. д. 

3 
854. Сльдетве. — Величина непрерывной дроби содержится между 

каждыми двумя смежными приближенями. 

Въ самомь дфлф, вов приближешя четнаго порядка— больше, а нечетнаго— 
меньше величины непрерывной дроби; а какъ изъ двухъ смежныхь приближенй 
одно— четнаго, а другое— нечетнаго пор., то очевидно, что величина непрерывной 
дроби заключается между ними. 

855. 1. Разность ‚между двумя смежными приближенями всезда 
‘равна --1, раздъленной на произведен ить знаменателей. 

Пусть будуть, > с три смежныя приближешя, и а, — неполное 

частное, соотвфтетвующее послфднему. 
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По закону составлеше приближений 

р, __ Рута Ра 
= бра, Е 

Вычтя первое изъ втораго, ихбемъ 

Рры __ Ре Рут ба — Ра рт. ..@) 

бр № бр-1 бр я 

Вычтя второе изъ третьзго: 

Рут __ Рр-лар- Руа Ру Руа р — Рр-1 ба 5 = и ыы >. 
9, № ба -9 9 (рта, 9-9) Чь 

Фе 6-8 80). . (2) 
0—0» к. 

Сравнивая об разности, зажфчаемъ, что знаменатель каждой изъ нихъ есть 
произведеше знаменателей соотвфтствующихь приближен; числители же ихъ 
равны по абсолютной величин, но противоположны по знаку. Изъ равенства 
абсолютныхь величинъ числителей всфхъ разностей слфдуетъ, что для ихъ опре- 
дфлешя можно взять два кабя угодно сжежныя приближешя. Такъ, вычитая 
изъ второго первое, находинъ 

“+ 

отсюда заключаемь, что абс. велич. числителей всфхъ разностей равна 1; 
знакъ же, очевидно, будеть (--), когда изъ приближешя четнаго порядка вы- 
читаежь приближене порядка нечетнаго (ибо первое больше второго), и (—) 
въ противномь случаф. Такимъ образомъ 

Р, Рр— 1 = м 
Ор 10, 

856. Гу’. Предъль разности между непрерывною дробью и однимь изь 
приближенай. 

Такъ какъ величина на опрерыкнов дроби заключается между двумя смежными. 

приближеняхи, напр., Е и ОЕ то, очевидно, разность между величиною 2 

их дроби и однимъ изъ этихъ приближен, по абсолютной величин®, меньше 

0, орт’ ТАКЪ что, ваявъ вифсто истинной величины непрерывной дроби прибли- 

жене 0» можемъ быть увфрены, что ошибка, которую мы приэтомъ дфлаемъ, 

меньше” единицы, раздьленной на произведеме знаменателей взятаю 
приближенёя м непосредственно за нимь сльдующалю. 

` ПРимФРЪ. — Непрерывная дробь 

#=0|2, 11, 2; 1, 10| 

п, 33, 34, 363. 
53` 48’ 7Г 758° 5’ ниЪеть приближения: о, 

1 

2 
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Взявъ вифсто истинной величины р дроби, р ‚ ея третье прибли- 

` щеше, дфлаемь погрёшность, жевышую 15-05» Т.е. те 

Еели бы мы пожелали имфть предфлъ погрёшности приближеня Рь. не вы- 

числяя знаменателя рой приближеня, то достаточно взять въ сообра- 
и 

жене, > к тдВ ар > 1, такъ-что наименьшая ве- 

личина, и с ‘равна ая 1, чаще же— больше этой сужмы. В 

образомъ дробь ты а а слфдов. ошибка приближеня а, 

1 
меньшая ость И подавно меньше се у} таковъ второй, боле тру- 

бый, предфлъ погршноети приближешя д" 
й 
1 

Вели бы въ знаменателв дроби Е мы иг. слагаемое 9—1, 

то этимъ уменьшили бы знаменателя; сл$д. > +%’ Заключаемь, 

что и дробь ых можеть также служить предфломь погрёшности приближе- 
ар: 
а с. 

% 
Итакъ, для опредфленя погр®шности приближешя ть служатъ неравенства 

% 
в т ; а 
Е 3. За 

Примфняя второй предфль къ приближенйю г имфемь: 

и 1 1 
*— 3 < 303-25) а» №и 575- 

Формула для третья предфла даеть 

857. \. Всякое приближене есть дробь несократимая. Въ сахомъ 

Да, пусть числ. и знам. приближеня о иуфють общаго множителя №, от- 

личнаго отъ 1, такъ что Р1==й”, (1 ==”. Если @ есть слфдующее при- 
ближене, то’ 

Р, Ру 1 
9 Зара Е 9—9,’ откуда Ра — Ра, = 51. 

Подставляя сюда вибото Рр 1 и 0,1 соотвфтетвенно и и №’ ‚ находимъ: 
№ Р, — №9, =-Е1, и сы. "р, + т.-е. что разность двухъ цф- 
лыхь чисель равна правильной дроби: результать невозможный; сл. невозможно 
и предположене, что Р»-1 и (1 имфють общаго множителя. 

59 
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858. \1. Всякое приближене ближе подходить къ величинь непре- 

‘рывной дроби, нежели ему предшествующее. Пусть о ыы я Ре: 

будуть три, рядомъ стоящйя, приближен непрерывной дроби 

2—1; аз, в,» бы быта ‹..2] 

` и @,} 1 — неполное частное послёдняго изъ нихъ. Имфемъ 

то получимь точную величину дроби 2. Обозначивъ (1) буквою у и замфтивъ, 
что У > Т, ибо наименьшая величина а»:: есть 1, найдежь, что 

д РвУ2Е Ри—1. 
— Чу 9, 

: Ри— 
Намъ нужно доказать, что разность между х и приближещемь а по 

абсол, велич., больше разности между 2 и слфдующихь приближенемь с. ль 

”Составимь эти разности: + 

1) р Рии-ЕРи-1 _ Ри—1 — Чи — Рин), 

9 би 9-1 9-90 

а какъ Ри 1 — Ри 0, =-1, 

Ри у 

® 2 — ыы о № 
2) = Р» —_ Рыу-Е Ри Ры Ри-1 9, —Р„Он—1 1 

9: бы 9, — Ч.) — ЧФ = 
Отсюда выводимъ абсолютную величину отношешя А, : 5; именно 

А, : А, == УФ: 9.1. 

Такъ какъ у> 1, а 0, >0„-: (по закону составлешя приближен), то 
У9, > 0, а потому и А, >А,, что и требовалось доказать. 

859. Следствие. Приближеня четнаго порядка вс больше непр. дроби 
2, а нечетнато—всв менуше ея. Но каждое т прибл. подходить къ. 
величинв непр. дроби ближе предыдущаго, то 1-е, 3-е, 5-2,. . . т.е. при- 
ближешя нечетнало порядка, хотя всегда остаются. меньше х, но приближаясь, 
боле и боле къ 2, представляють рядъ возрастающиить чисель. Приближешя = 
четнато порядка (2-е, 4-е, 6-,. . .), оставаясь больше 2 и приближаясь | 
болфе и боле къ 2, составляють рядь убывающиь чиселъ. Общихь же пи- > 
ДФломъ тёхъ и другихь служить сама непр. дробь. 
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860. УП. Всякое приближешще подходит» къ величинтъ непрерывной 

Пусть г ‘будеть одно изъ приближенй непрерывной дроби 2; надо доказать, 

_ члены, чфжъ ‘9. подходила бы къ х ближе, ежели 2. 

Въ саможъ дфлЬ, допустим, что существуеть несократихая дробь г выра- 

_ дающая величину 2 точнфе, ‘чфиъ и вибсть съ тёжъ нибющая члены хень- 

ше, чфиь взятое приближение; и посмотрижь, къ чему поведеть это допущене. 

_ Во-первыхь, ясно, что дробь нех 6. ни однихь изъ приближений пред- 

ъ‘шествующихь дроби © ибо Е: по доказанному, ближе лежитъ къ 2, 

чЪиъ вов предыдунйя НИК а - ‘0 допущению, лежить къ х еще 

ближе, чфмъ ь. ЗатЪмъ, Е ̀не можеть быть ни однижъ изъ приближения, 

слфдующихь за с"; ибо эти приближеня, хотя и лежать ближе \ь 2 (п и 

_ дробь 5). чфиъ 5. но выражаются большими членами, нежели эта ий 

_ дробь (по закону составленя орт между тЪжь какъ члены ' дроби в 

_ по условшю, меньше членовъ дроби се т". Итакъ, убфждаемся, что = нем, б.п 

однижь изъ приближен. , 

Пусть, далфе, Гя есть приближеше четнаго порядка, и ны пред- 

шествующее; очевидно вез 

ра пространство для р с } 

_ Такъ какъ всякое приближеще выражаеть величину непрерывной ее: 

н\ предшествующаго, то и что на чертежь указано-тфиъ, 

что прожежутокъ СЕ (Е ифсто непрер. дроби 2) больше Е). 

Пусть в 5 выражаетъ ит Е: МЕЧ ‘нежели. Г а потому и "подавно 

точнфе, нежели = сд дробь- г должна лежать тдф-нибудь или въ и 

межуткВ жежду хи а ан" пронежутев Между хи с Ва ве: 

неба я 
Рь 9-1 —Ри-Е 9, Абж-1— ВР 
о = = при, 

что не существуеть никакой иной несократимой дроби, которая, ихфя женыше - 
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ВР, кра В>4, (40. 1 — ВР). 1 
9.> 

Выражеше въ скобкахь есть число цфлое, неравное нулю: ц%л0е — потому, 
что А, Ч», Ви Р„_1—чиела цфлыя; неравное нулю— потому, что изъ допу- 

щеня АФн—1 — ВР,_1 = 0 вышло бы: = чего, по доказанному, быть 
не можеть. Такижъ образомъ, наименьшая величина скобокъ равна 1, а потому 

В>0,. 1, ши В > (,, т.е. чтобы дробь выражала величину непрерывной 

дроби точнфе приближеня = надо, чтобы знаменатель этой дроби былъ больше 

аи разсматриваемаго приближения. 

Вели 8 заключается между а и се, т.е. Е то, раздё- 

ливъ 1 на каждую изъ этихь дробей, найдемъ и < в откуда 

< 9, Е р ВРи-1, к 
Ри ‚5 Ра Р» 

откуда А >> Р» (40-1 — ВР,-1); а какъ шйпаш скобокъ равень 1, то 
АР, . 1 наи А>Р,; это значить, что для выполневя вышесказаннаго 

ваня и числитель дроби г: долженъ быть больше числителя приближешя а. 

Такижь образомъ доказано, что не существуеть такой дроби, которая, имфя 
простЬйшИй видъ, чфиъ ифкоторое приближеше, выражала бы величину непре- 
рывной дроби точнфе этого приближен. 

Примпчаще.—Теперь становятся понятны выгоды, представляехыя обраще- 
немъ чисель въ непрерывныя дроби. Пусть, напр., рёшене нфкотораго вопроса 

привело къ несократимой дроби ‘х’, члены которой выражены большихи числами, 

затрудняющими употреблене | результата въ приложенахъ. Тогда мы обра- 

щаежь дробь хр въ непрерывную и составляехь подходяния дроби. Выбрав одну 

изъ послднихь и замфнивъ ею дробь \: хы теперь увфрены, что не существует, 

никакой иной дроби, которая имфя меныше члены, нежели взятая подходящая, 

выражала бы величину дроби ‘хх точефе. 

861. Ш. — Если а и ее суть два посльдовательныя прибли- 

жещя къ непрерывной дроби 2, то ОЕЕа бубеть больше, зибо меньше 

27, смотря по тому, будеть ли ыы больше или меньше чьмъ ы. 

Пусть 2 будеть полное частное, соотвтетвующее приближению ри 

Рё Ри— Ри, 
Я т средственно слфдующему за & Въ такомъ случа = 
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слфдовательно 

Р-Р, 
аа оо ра Рь.(60, 6-04. НРы)4 

: (арб, Ра, 019. Р, 9,5, 
и-1 9, (быз-- 9,1 

Множитель 2Р„(„ — Рн_—10»—1 положителенъ, такъ какъ Р.>Ры, 

„> 49-1 и2>> 1; а отеюда прямо слёдуеть, что, ты о. >. илн < 2, 
схотря по тому, будеть ли Ри—10» — Р»@,-1>>0, Е. а $. 1.6. смотря по 
тому, будеть ли Е. >, ши <, 

Олъдетвте.—Изъ этого доказательства, слдуеть, что разности 

Ры—19, — Р-0,-, РР, — 9, фа, Рафа, 9,222 — ря 
иУЪють одинаковый знаку. 

Пер1одическ!я непрерывныя дроби. 

862. Опредфлене.— Пусть дана непрерывная дробь 

2 = |4, 4, а, ...”., а, |. . (1): 

Положивъ, что число ® неполныхь частныхь неограниченно возрастаеть, раз 
смотримь ряды (А) и (В) 

г (А) 9 ТИВ 

Ре: Ка 
изь которыхь въ первомъ содержатся подходяя дроби нечетнаго, во второмь— 
четнаго порядка. Рядъ (А) содержить дроби, возрастающуя, но всегда меньшия 

9:; ® Потому члены этого: ряда имфють нЪкоторый предфль /. Члены ряда (В), 

п Р. 
убывая, но оставаясь всегда больше ©, ТАКжЖе стремятся, въ силу этого, къ 

ь 
нЪкоторому предфлу /". Легко м что /=Р. Въ самомъ дфлВ, пусть ыы 

веть нфкоторый членъ ряда (А); о! — црдетаваяоть въ такомь случа со- 

отвфтствующ членъ ряда (В); но 

Рим ы м 
ЧН 9, Чнг 

причень {и и (»;1 ндуть неограниченно возрастая, такъ что а т стремится 

къ нулю, по мфрБ того какъ ® приближается къ со. Такимъ ан оба. 
предфла Ги /’ равны между собою. Этотэ-то общий предъль рлдовь (А) 
и (В) и разсматривають какь величину безконечной непрерывной дроби. 
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Этоть предфль есть число несоизивримое. Въ самомь дфлф, предположивъ, 
что оно соизмфримо, мы при обращени его въ непрерывную дробь, получили бы 
конечную непрерывную дробь. 

863. Перодическая непрерывная дробь. — Когда въ безконечной непрерыв- 
ной дроби, значеше которой теперь вполнф опредфлено, неполныя частныя вос- 
производятся въ одномь и тожъ же неизибнномь порядкЪ, дробь называють 
пербюдическою. Различають два рода непрерывныхь перюдическихь дробей: 
1) простую пербодическую дробь 

т ВЕТ 
д = | 4, а, @з... 2 @ 4, 4... >. а а, 

въ которой р нервыхь неполныхь частныхь повторяются въ однохь и томь же 
порядкв; 2) смманную пертодическую дробь 

—— 
2= |6, в... 0, 4, .. в; а, 6... а... | 

въ которой перюдической части предшествуеть часть неперодическая. 

864. Теоркмл ЛлгРАНЖА. Всякй дъйствительный иррацональ- 
ный корень квадратниало уравненя съ соизмпримыми коэффишентами 
‘разлалается въ непрерывную перодическую дробь. 

1-й случай. Корни имъють противоположные знаки. 

Пусть уравнеше, имфющее таке корни, освобождено отъ дробей и приведено 
къ виду 

дай -|- ЗВ2—0=0., . (1). 

А, Ви С суть цблыя числа, а А и С — положительны. Если бы коэффи- 
щенть В не быль четнымь числомь, то, перемвнивь 2 на 2Х, могли бы раз- 
сматривать ур. въ Х. В*--А0 не есть точный квадрать, ибо въ противномъ, 
случа ур. имфло бы корни соизмфримые, которые разлагались бы въ конечную 
непрерывную дробь. 

Разложеше положительнао корня.— Полагая, что вышеуказанныя усло- 
мя относительно. коэффишентовь нибють мфсто въ урны (1), разложимь въ 
непрерывную дробь его положительный корень 

= содержится между двумя послфдовательными цфлыми числами я; и @, -|-1, 
такъ что 

1 
ЛЬ  - 8) 

тд 2, > 1. Уравнене (1) береть видъ Е 

1) [ 1 у ь Ев) -0=0 

АВ 0, =0. . (4) 



Ури (4) дает ивсто слвдующииь замбчаняиь: 

_ | Кожффищенты Ал, Ви, С, — числа цфлыя; 
(6) \ Числа А, и С, положительны. 

Ви А, = В 46... (1). 

Формулы (5) непосредственно показывають, что А,, Ви, С, суть числа ц%- 
лыя и что (, — положительно. Остается показать, что А; положительно и что 
‘равенство (7) вБрно, 

Во-первыхь, А, >0. Въ самомъ двлф, положительный корень ур—ны (1), 
заключаясь между @; и 9, - 1, заключается также между @, и -|- ©. Отеюда 
очевидно, что триномъ (1) отрицателень при 2 ==0;; и потому 

да Эва, —С<0 р 
иди А, >0. 

Во-вторых, ‘формулы (5) даютъ 

ь ВАС, = (В-Е ла, )*-- А (С — 2Ва, — Аа, 1), 

или, 10 ‚приведении: В." -- А.С, = В*-|- АС; и слФд., корни ур-ийя (4) также 
ь ирращональны. | р 

з Изъ этихъ замбчашИ и вытекаеть теорема Лагранжа. 
Въ самомъ дёлЪ, изъ Е въ 2, можно вывести ур ню въ 2, точно 

лакъ, какъ изъ ур—вя (1) выведено (4). Продолжая такимь образомь, со- 
ставимь нижеслфдующий рядъ уравненй й 

(8) 

Ань? -- 2В,з, — (,=0 
причежь 

(В,)*-Е А.С, = В 6. : 

Изъ послёднихь двухъ равенствъ имфемъ соотношен!е 

(ВЕ АЙ... (9) 

‘означая буквою № цфлое положительное число ВАС. Такъ какъ А„, 5 “ # 
и В, суть цфлыя положительныя чиела и сумма (В")*-- „А, , равна опре- 
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дфленному цфлому №, то А„, Ар: и В,, удовлетворяющия неопредфленноху 
ур-— ню (9), могуть быть взяты только въ конечном» числ значенй: въ са- 
момъ дфл, изъ этого ур— я непосредственно ясно, что должно быть: В,<й, 
А, < А, < В. Число комбиныйй изъ этихь чисель, взятыхь въ порядк 
А» В», Ант, необходимо, конечно. А потому, составляя таблицу (8), непремнно 
найдемь въ ней ур—не 4,22 -- 2Вх, — С, =0, тождественное съ уравнешемт 
Аей--2Вих, —(,=0, ранфе полученным. 

Отсюда неизбфжно слфдуеть, что вычислешя приведуть къ повторению, въ 
найденномь разъ порядкЪ, однихъ и тёхъ же неполныхь частныху, и для 2 по- 
лучится непрерывная перодическая дробь. 

Разложенае отрицательнаю корня. — Измфнивъ въ предложенномъ 
ур—ни 2 на — 2, получимь ур—н® 

Аж — 28% — 6=0. 

Разложивь въ непрерывную дробь, указаннымь премомъ, положительный 
корень этого ур—Шя и перемфнивъ знакъ въ полученномъ результат, найдем 
разложение отрицательнаго корня. 

2-й случай. — Оба корня положительны. — Пусть будеть & — болыши 
корень, и пусть онъ содержится между двумя послфдовательными ифлыми чи- 
слами а иа-|-1. Пусть, затмъ, другой корень, 8, не содержится въ этомь 
интерваляв. Положив х==а--Х, найдемъ. ур—н@ въ Х, имбющее два д®И- 
ствительныхь корня Х’и Х”; корни же @ и В вычислимь по формулам 

а=а--Х, в=а--Х”, 

тд, слёд., Х’ есть положит. количество, меньшее 1; напротивъ, Х” — отрица- 
‘тельно. Такимъ образомъ, Х’и Х” можно разложить въ непрерывныя дроби 
вышеуказаннымь пруемомъ- 

Въ томъ случа, когда оба корня 2 и В содержатся между двумя послЪдо- 
вательныхи цфлыми числами @ и а-|- 1, числа Х’и Х” — оба положительны 
и < 1. Вь этомь случаф дфлаемъ подстановку 

аа 

Ур— не въ У нифеть оба корня положительные и больше 1. Вели большй 
корень этого уравненя содержится между двумя послфдовательными цфлыми 
числами Би 6--1; а другой корень < В, то имфемь разсмотрённый уже 
случай. Въ противном случа полагаем, 

1 
у=е-; 

ит. д. Непремённо дойдежь до такого ур—вя, котораго болышй корень с0- 
держится между двумя послёдовательными цфлыми числами, а другой не заклю- 
чается въ этихъ предфлахь. Это объясняется тфиъ, что разность между кор- 
нями @ и В есть количество конечное, между тЪмь какъ разность двухъ послф- 
довательныхь подходящихъ дробей стремится къ нулю, когда число неполныхь 

частныхь неограниченно возрастаетъ. Слфд. невозможно, чтобы оба корня @ и В, 
разлагаемые въ непрерывныя дроби по формулажь 

1 аа уе... 

ихфли, неопредфленно, одни и тЪ же неполныя частныя. 



_ 3-й. а Оба корня’ отрицательны, 
я къ предыдущему заифною 2 на (—2). 

а, =4; иж =2--УТ=4- 

и начиная съ НИ неполныя частныя будуть перодически ио- 
вторяться; перюдъ будеть 1, 4, 1, Ви у 

ы ; 
т я 

а } 

Е 
ой Отрицательный корень, ни ‹ й } 

онъ выражается сфшанною перодическою дробью, и въ неперюдической части 
я — только одно неполное частное, равное 0; перюдь же =1, 1, 4, 1, т.е, 

‘равен, обращенному перюду положительнаго корня. ; 



— 938 — 

ПРиизръ 1. — Развернуть в» непрерывную дробь корни уравненгя к 
2 — 62-210. 

0ба& корня положительны и суть 

ИЕ == я 

д’ содержится между 2 и 3; слёд. а, =2, и 

1 
=; дь = 3 

что приводить къ предыдущему примфру; слёд. 

2 ева 
Я В В В ЕСИ, И РИ, 

Такъ какъ 2” < 1, 10 а, =0; затфиъ 

У= з-+-Ит; затвуъ 

з 2+7 а. = 5, ии 

и 
а,=1, и= и 

ау 
а. =1, \= и 

что снова приводить къ предыдущему примёру; сл%д. 

ЗСО а’ |0; 5.111411 14 01...1 

Это еще можно написать такъ: 

—  —ЙЩ 
Об 1, Осмо 

866. ТЕОРЕМА (ОБРАТНАЯ ЛАГРАНЖЕВОЙ). — Всякая непрерыв- 
ная перодическая дробь представляет» корень квадратнало уравненя с» 
соизмпримыми коэффищентами. 

Раземотримь два случая. 

1. Случай чистой перодической непрерывной дроби. — Пусть дана 
чистая перюдическая дробь 

АЕ Ио де 8 
у= [4, &.. а ба. с... . |. 

Назовемь Ур и \>-1 конечныя непрерывныя дроби, полученныя, если взять 
рир--1 перюдовъ; имфенъ 
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Если р приближать къ со, то Ур и Ура стремятся къ У; слбд. 

у = | 4, @,. $ а, у| 

УР Ри 
9—9, Е @н-г 

и и ы суть два приближешя ® — 1-го и ®-го порядка къ конечной 

непрерывной дроби, образуемой перлодожь. Изъ послёдняго ур. имфехъ 

. Чи РУО... 1). 
Отсюда видимъ, что чистая перюдическая дробь У есть положительный корень 

квадратнаго ур—нвя, коэффищенты котораго суть числа пфлыя, а знаки корней 
я противоположны. 

П. Данная дробь смьшанная. — Пусть дана смЪшалная перюдическая: 
г дробь 

——Щ 
2 = |, м. 2 6 6. м... |. 

ели положить 
——— д 

а, а... а» а, а, - 4, =, 
о 

= 4, 4. .-аУ|, 

откуда, 
а... (2) 

УВ: + Ви ° 

тв ды и м суть приближеня порядковъ 9 —Т и 4 къ конечной непрерыв- 

ной дроби | а, а... .9, |, образуемой неперюдическою частью. 

<Я (ъ другой стороны, у есть корень ур—шя (1). Если исключить у изъ (1) 
и (2), то получится квадратное ур. въ (2) съ соизмёримыхи коэффищентами. 

Е 867. Примъчаше. — Естественно изслфдовать, что представляет отрица- 
, тельный корень ур—шя (1), положительный корень котораго равенъ чистой пе- 

‘Июдической дроби 

Ра са вме | 

Дая этого докажень лемму: я 

Если а, а... а, | есть конечная непрерывная дробь, въ ко- 

порую развертывается число 6 большее 1; то и ; Равно непрерывной 

дроби | а, а... . ау, а; |, которая СИ если неполныя 

частныя данной паписать въ обратномь порядкъ; а ое есть пред- 

посльдняя подходящая дробь къ непрерывной ре 
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Нужно доказать равенства: 

Р, т 
ты ЖЕ“. 

—_ 
Имфемь 

Ра, Р-Р 

Ра Р-Р 

аа +: 

9, —а, 9, 

%„,= а т 

Ро =а: Р 

р = а 1 % =, 

Отеюда легко вывести требуемыя равенства. 

Жели бы было < 1, тогда было бы а, =0, и первое равенство, содержа- 

` щее дробь > не имфло бы ифста. Въ этомъ случа $ замфняютъ обратною 

дробью, которая > 1. 

Пользуясь этою леммою, можно показать, что абсолютное значеше отри- 
цательнало корня уравненя . 

9,9" (9. Р)у—Р,.=0...) 

‘равно обратному значеню чистой перфодической дроби, которая толу- 
чится, если написать въ обратномь порядкъ звенья терюда данной 

Сгруппировавъ вжбстф члены съ одинаковыхжь указателемь. можно ур. (1) 
написать въ видф 

(Чу РУ Р,-1— УЧ» 

__ Ри би 
У— 9; 

отсюда 

и это ты удовлетворяется, если У замфнить отрицательнымь корнень У’ 
ур— ня 

Положивь У’— — =, даемь этому равенству. видъ 

—_ Ре. 
Рин 

Такъ какъ теперь положительный корень ур—вя (1) представлень простою 
пертодическою дробью. то первое неполное частное а, уже не равво нулю, ибо 
во всякой непрерывной дроби вс неполных частныя, слфдующия за первымъ, 
отличны отъ нуля. : 
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При этихъ услошяхь можно примфнить нашу лемму, и это даетъ 

ре | а... . аа, |, 

а о будетъ предпослёднею подходящею дробью къ этой непрерывной дроби; 

слёдовательно 
——щщ 

О 4, ба, < - а. 

и теорема доказана. 

ПРимзръ. Пусть дана чистая дробь 

= 9.9.9...) 

Непосредственно нифемъ 

а—а-|-1 или 2—@—1=0, 

откуда 

Е 

число несонзмфримое, ибо 2-— дробь безконечная. 

Отсюда, между прочимь, слфдуетъ, что квадрать цъла числа, ‘увели- 
ченный 4-мя, не можеть быть точнымь квадратомь. 

(/трицательный корень 

равень непрерывной дроби - 

Приложен!я. 

. 868. Превращене обынновенныхъ и десятичныхъ дробей въ непрерывныя. 

Когда числитель и знаменатель обыкновенной дроби выражены въ большихъ, 
числахъ, удобнфе, для болфе яснаго суждешя о ея величинф, обратив ее въ 
непрерывную, составить приближешя. Пруемъ для обращешя просфой дроби въ 
непрерывную, указанъ въ $ 849. 

ПРимъРъ. Обратить дробь и въ непрерывную. 

Двлимъ числ. на знам., знаменателя на 1-й остатокъ, 1-й остатокъ на 2-й 
ит. д; Ист я эти располагаемь такъ 

|1 [| 15 [10515] 1[3 
7689519527 18314 1218119 23| 4 |3 |1 
18314] 1213 М9 [28 [14 [3] 310] 

] | ] 
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^ Неполныя частныя помфщены въ верхней графф. Имфемь 

Подходяния дроби суть: 

3, 4, 63, 634, 3233, 16799, 20032 76805 
ТГ 16 16°’ 82° 4266’ 5057’ 19527° 

Взявъ, напр., за истинную величину данной дроби приближение Е нашли бы, 

что погрёшность меньше вы или а ит.д. 

Приводижь прижфръ на превращене десятичныхь дробей въ непрерывныя. 

Прим р ъ.— Найти приближенёя числа т. 

Оно содержится между двумя дробями 

3141592653 3141592654 и = А=— В—=—\ 

Развертывая ихъ въ непрерывныя дроби, находимъ, что облйя обоимъ раз- 
ложешяжь неполныя частныя суть: 3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1; такъ что 

®= 18; Т, 15, 1, 292, 1,11... |. 

Отсюда нуфемъ слфдующя подходяния дроби къ т: 

Г 7’ 108’ из 33102° 

Таковы простфйшя значеня т; изъ нихъ второе приписывають Архимеду, 
третье-—Риварду, четвертое— Адрёану Меню. 

869. Обращенее несоизифримаго нвадратнаго корня въ непрерывную дробь. 

Очевидно, что несоизибримый квадратный корень нельзя превратить въ ко- 
нечную непрерывную дробь; ибо каждая такая дробь приводится въ обыкновенную 
дробь, члены которой соизибримы. Слфдовательно, несоизифримый квадратный 
корень превратихъ только въ безконечную непрерывную дробь. Докажень, что 
такая дробь необходимо будетъ перфодическою непрерывною дробью. 

Пусть № будеть положительное цЪлое число, которое не есть точный ква- 
драть; и пусть а, будеть наибольшее пфлое число, содержащееся въ ИМ. 
Очевидно 

И-ь-НИ-д-а 

тд 9; =№—а,*. 



Кам ‚ будеть. ы; по. 

: вы ее 
Ги @и-ай 

М8 %=Ы и и: =. 

Здъеь снова Ихы #1; и если В, будеть наибольшее цфлое, ме 

Х— 

® У С: в 

УХ аи __ 

Тик. 

аи `л 
те а аб, и, Аи. (лфдовательно 

УТ-а+ 

те 

непрерывная дробь. 

Для этого, во-первыхь, докажемъ, что. всф количества аи, а., а. ..; 
7; 7, 7. - - буть флыя положительныя числа. + 

Будеиъ называть УХ, Еж "На, .. : полными частными. 

Пусть буть бя а три послфдовательныя приближеня къ УХ, изъ 

_ коихъ р пусть будеть приближене, соотвфтствующее неполному застноиу 

"Полное частное на этой стад ‘процесса обращена `будетъ, Ч. 
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РА быр"-ЕР. 
Извфстно, что = вы и если сюда вифсто 6, подставить 

1 УХ-а„ 
ыы... -* ее 

то найдежь ИХ. Итакъ 

УХ-Ра, 
— "РЕР Руа р ьР. 
УХ а, 0’ ЧУ. 9-9 
м 

Освобождая отъ знаменателя и приравнивая ращональную часть рашональ- 
ной, а иррашональную ирращгональной, находимъ о 

„Р-Р, а." 4-Р, 

а, (4 — РРР — 40, , 9 — РО 
Такъ какъ РФ’ — Р'9==-Е1, то отсюда, во-первых, очевидно, что а, их, 

суть числа цфлыя; а какъ, по $ 861, Рд’— РА, РР’— 49 и м — ра 
ихфють одинаковый знакъ, то ясно, что а, и”, положительны, 

Теперь легко показать, что неподныя и подныя частный повторяются. Мы 
видфли, что 7”, = — а,1, а какъ 7, и", , положительны, то заключаем, 
что ай < М, откуда а, < ИХ, и потому а, не можеть быть больше ых 
Отсюда слфдуеть, что а, нё можеть иифть" иныхь значенй, крохё 1, 
3,..., 4. Итакъ, число различныхь значенй а, не можеть К 

ь а. 

откуда 

Затвиь, ава ==и,б, — @,, т.е. 7, ==а„-Н ани, и слфд. 7,В, не мо- 
жеть быть больше’ 2а,; а какъ Б, есть положительное цфлое, то ”„ не можеть 
быть больше 2а,. Итакъ, ”, не можеть нибть иныхъ значенй, кром 1, 2, 
3,..., 24,, т.-е. чыело различныхь значенй т, не можеть быть 
больше За,. 

Хх 
Такимъ образомъ, полное частное | Ив не можеть нифть боле 24; . ар 

различныхь значенй, т.-е. нюкоторое ионной частное, а потому и всъ по- 
слпдуюция, должны повториться. 

Такъ какъ 5, есть наибольшее цфлое, заключающееся въ —— Г" У то не- 

полныя частныя также должны повторяться, и число МЕ 
цикль не можеть быть больше За,*. 

Заключаежь, что всякй несоизифримый квадратный корень развертывается 
въ ‘перодическую непрерывную дробь. 

870. Примъръ 1.— Развернуть ИЗ в» непрерывную дробь. 

Вычисляя И13 съ точностью до 1, находниъ, что онъ содержится между 
Зи 4, такъ зто 

Ив=з+р тд6у> 1. 



этимъ ур—мъ; изъ него 

из а: 
КО (ИЗ — 3)(13 + 3) 

ы уси отр 93 ИВ-з<т, вы. ИНН а 

ие ву 1. 

4 408+ ИЕ, ВО ИВ 

_ Важбчая, что А ниежь отсюда 4<УВ-1<Ь, мл, 

УИЗЗЕТ содержится жеяду и и те. >в < 2; потому 

У! = а ИВ 

1_иИз-1 ты 

И 

этого мфета будуть . 
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‚Для повфрки результата, обратижь найденную перодическую дробь въ ир- 
тадфональность, изъ которой она возникла. Перенеся 3 въ т часть, имфемъ, 

Это есть перюдическая дробь съ пятичленнымь перодожь; къ знаменателю 
_6 пятаго члена прикладывается снова вся перюдическая дробь 2 — 3; такъ что 

Е п Е ВА МЕ —_ +3 
За З+ " (== 4-2} [= 7+ 8=` 

Е З-х. 4-х 

Я 1 18-52 _ и 32 
". ВЕ пез ВАконеь 3 бб 

(1 

Это ур— ше приводится къ квадратному 2? = 13, откуда положит. корень 
&= 13. 

ПРихзръ П.— Разложить Уа?--1 65 непрерывную дробь, а 
что а — цьлюе положительное число. 

Пусть 2 = а*--1; такъ какъ 2 содержится между а и а-- 1, то ножень 

положить 2—1, а сл5д. Иа =а- а, откуда 2, = 
г Уй-+1т—а 

_ =а-+ уа-1. 

Зазфчаемь, что 2, содержится между 2а и 2а-|- 1, такъ что 2, = 1, 

, 5 1 И 
или а-- Иа*-1 за > откуда 2, Я Отсюда видно, что 

ж;=а; а потому 

ь У-Е1= | а; 2а, 2а; 3а,.:.|. 

й 
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Полагая здфсь послёдовательно а=1; 2; 3;. . . найдежь С 

2 У =|633.:..| 
Иа И =| 2: 44...1 

. У-= | 816, 6,.-.1 

ПРимзФРь Ш. — Развернуть 5 мепрерывную дробь Уаз За, въ = 
а — цълое положительное число. и 

Е: во 
Пусть 2= Иа*-- 24; 2 содержится между а и а--1; слфл,, х==а-- > РА 

о 1 ет 
а затвиь, а: = 1-5» откуда а, = а- Иа ?а. 

"у, 

< 

__ куда, = 

Число 2, содержится между 2а и 2а--1; положивъ =, = 2а-- =, вайдень | 

й Я, =; такимь образомь 
Вы. а 

2—9; 1, 241-24. 1: 

Напр., положивъ @ =1, найдемь 

| УЕ. |. 

ПРииФРЪ 1\. — Развернуть корны ур—мя 2? — 52 —3=0 въ не- 
прерывныя дроби. р 

Имфемть, 2097, взявъ болышй корень, находимь а ЕВЕ + \ 

Е. 7-5 в вх 
о = . д. Под л 5.1, $ Я а и т. д Получаемь неполныя частныя 

ЦТ, новы я Патх ;. 

я 6 Затикь: 737-50 Затвиъ: в’ 5(УЗ 5) =0- УЕ 

МИА, Мат. 

871. Вычислеше логариемовъ. 

Прихвръ. — Найжие 151, 200? 

Вопросъ приводится къ рышению урны 10° = 200. 

Полагая 2 послёдовательно — 1, 2, 3, находимь для 10° величины 10, 
8 100, 1000,.. . Такъ какъ 200 содержится между двумя посадними чи- 
м слами, то 2 заключается между 2 и 3; слёд. можно положить 

г=э И 

причем #171. Подставляя это зыражвено вместо р въ начальное ур-не, 

=’ +” 

о иЕрожНиЙ находимь 10° — 200, или 10?10% —200, или 10% =2; а отсюда, по воз- й 
вышени въ степень %,: 

2 # | р > . з 

а 
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Податая 2, =2, 3,.4, ... находим для 2”, величины 4, 8, ЗН 
16... Такъ какъ 10 содержится между 8 и 16, то 2, находится чай Е 
Зи 4, такъ что 

1 ЕС .. (3) 

тд 2, > 1. Подставляя это значеше 2) въ урн (2): 

р. 1 1 

25 — 10, пли 23. 2% = 10 или 2% = 

отсюда, по возвышени въ степень 2: 

107 (в) 
Полагая 2, послфдовательно равнымь 2, 3, 4. , . находимь для ($) 

100 1000 10000 
Сис 64° 512” 4008 ° 

Число 2 содержится между посл®дними двумя дробями; сл®д, 2. заключается 
можду Зи 4, а потому 

2... (4) 

щаз». . (5) 

тд 2; > 1. По подст®новк® въ (4), получим 

1 

ю 10)» _ 1024 
4 (3) =—2, или (8) =1500 

откуда 
1024\=» _ 10. ие’ (ко) —в... 6) 

$ Подставляя вифсто 2, числа 2, 3,. . ., найдемъ, что 9<3 2, << 10, такъ 
_ №10 ножно положить | 
м 1 . з Ре тд а, >1. 

Оближая результаты (1), (3). . .. имфежь 

2—8: 80;.1 |. 

: 7 2 
Первыя четыре приближешя къ д будуть; ъ 5’ г зы изъ которыхь 

`послвднее точно до до 

Впрочем этоть методъ. вычисленя логариемовъ непрактиченъ, такъ какъ 
требуеть кропотливыхь вычислен!й; потому-то для вычислешя логариомовъ и 
употребляють болфе совершенный методъ безконечныхь рядовъ. 

872. Рьшен неопредфленнаго ур—н1я 2 -- у = въ цфлыхъ числахъ, 



порядка, по $ 855 нифемь 

вер откуда а 

_ Умноживь обф части на —|-159, находим 

} 83.6. 59. 8х1) = 159 

Сравнивая это тождество съ даннымь уж, заяфчиеит, т посльуное 
тождествохъ, если положить 

#—5Ж159=795; уз 3х 150—477... 

, пара цфлыхь рьшени; веб прочая цвлыя решены содержатся 

ТБ ВЕ и уж 477 — 86. 

Неудобство этого метода заключается въ томъ, что обыкноренио ое 
_ ДляФну получаются недостаточно простыя. 

_ Обобщимь этоть премъ. Если подъ а и ® разумфть абсолютныя ЕЕ 
з й коэффищентовъ, то, измфнивъ, если ото окажется нужнымь, знаки т 
жи, ыы зе дать ур—нйю видъ 42 — бу = с. у 

а (—1)*с0.,—6(—1) ив: 

Сравнеше съ даннымь ур—мъ покажеть, что данное ур—не обратится въ 
тождество, если положить 

| о 

п одна пара цблыхь рёшенй: даннаго урны. 
и ь. 
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873. Историческое примфчаше. Изобрфтеше непрерывныхъ дробей припи- 
сывалютъ лорду Брункеру (1655); онъ напаль на это открыме, пытаясь преобра- 
зовать безконечныя вы] ;йя, данныя Валлисомъ для площади круга. Затфмъ, 
Гющенсь указать, т неше непрерывныхъ дробей къ приблизительной ‘замён$® 
сложныхь отношенй простёйшими. Настоящая теор!я непрерывныхъ дробей дана, 
была -Эйлеромь и усовершенствована Лагранжемь, Гауссомь и другими. 

ГЛАВА МУ. 

Неопредфленный анализъ второй степени. 

874. Начнемь разсмотрёшемъ простёйшихъ случаевь рьшешя въ положи- 
тельныхъ цфлыхъ числахъ уравнешя второй степени съ двумя неизвЪстными Я 

ау? -- блу - са? -- ах --ву-- [=0 

тд а, 6, с,.. . суть числа цваыя. Гы 

1. =0. Въ ур—Ши недостаеть члена съ квадратомъ одного изъ неизвст- 
ныхъ; пусть, напр., с=0. Выражая 2 черезь у, найдемь 

БОЕНАЕЕЕ г те 

или, совершая хфленю: 

в умноживъ объ части на 2, получимь 

риа ЫеЗЫМ, 
у+4 

Чтобы для 692 имфть число цфлое, биномъ Бу -- 4 долженъ дфлить на цао 
— 64е -- 697. Находимъ всёхъ множителей числа а42 — 54 -- Г и приравни- ие 

ваюмъ Бу -- 4, поочередно, каждому изъ нихъ. Если получится такимъ образомъ > 
дая учисло цёлое и если соотвфтствующее значеще 2 будеть также числом цЪ-. 
лымъ, то цфль будеть достигнута. Такъ какъ число множителей—ограниченное, 
то число цфлыхь рёшенй необходимо будеть ограниченное. 

Въ частномъ случа, если числитель а4? —4е -|- 6°/ обращается въ пуль, 
ур—нве приметь видъ 

(63 -- ау — аа--%е) ву + а)=0. И 

Приравнивая нулю того`или другого множителя. найдемъ: либо опредваен- | 
ное значеше для у, при произвольномъ 2, когда 4 дфлится на 5; либо неограни- 
ченное число цлыхъ значенй ддя у их, когда можеть быть рёшено въ ых 
числахъ неопредфленное урн 635 -- ау — аа + %е=0. 

о эти рода иёшенй могуть случиться и одновременно, какъ, наприм. въ 
ур-ни. 

у -- Зву —9у— 62 -- 10=0, 

'котораго коэффищенты удовлетворяють соотношению а? — 54е -|- [6 =0, и кото- 
` рое поэтому можно представить подъ видомъ 

(Фу 32—5)(у—3)=0. . м 



с =0 па=0: въ ур—шШи недостаеть членовъ съ квадратами обоихъ не: 
стныхъ; заключешя остаются тф-же, а дробный членъ принимаеть вил ы 

) ом, 
иа 

Если числитель этой дроби обращается въ нуль, что можеть имфть мЪето 
о при соотношени \ 2 

и —ае=0, 

какъ 5-0 (ибо ур—не было бы въ такомъ случа; только 1-й ст.), урн 
о дать видъ 

Баху +54 --5ву --М-0 или бу-- 4) @= +) =0. 

_Это ур-— ше или вовсе не имфеть цфлыхь рёшенИЬ или оно можеть быть 
‘довлетворено опредфленнымъ значешемь одного неизвФотнаго и произволь-, 

величин другого; или, наконець, когда иеи @ длятся на 6, которое-ни- 
‘одно изъ нвиаветныхь остается совершенно произвольнымь, а другое по- 

деть опредфленное значеше, 

Найдя ‘цблыя рАмшен!я, остается выбрать изъ нихъ положительныя. 

. Примзры. Г. Рьшить в» положительные» цълыаь числазть ур. 

2жу — 422 -|- 122 —бу=11. < 

'Это есть ур первой степени относительно, у, Выражая у чрезь =, ва- 
и: . 

Чай — 12-1 Ви и 
и искаючая целое, имвемть: 

ЧР т" 

Чтобы у было числомъ цзлымъ, необходимо должно. быть 

2%—б==1, ж-Б=о ЖебаыЗ, 22—56. 

Изь нихъ второе и четвертое не т цвлыхъ рёшенй, а первое и 
тье дають для 2 значеня 3, 2, 4, 1. Вычисляя соотвфтствующия значеня м, 

1 $3; 2=4, у=% х=Ь у=—1,. 

_изь коихь оставляемь только положительныя ръшеня, и такихь образомь на- 
ходимь дв пары: 

=, и=11; =, 99: 

И, Рюшить въ положительныхь цълыхь числать ур— ще, 

328 Тали —22— бу —35=0. 



Исключая цфлое чисдо, для чего 06 части множимъ на 7, находимь; 
1 

. 

'Умножая об части на 7, ин снова исключая цфлое имфемъ: 

1710 = 

Приравнивая, какъ и въ предыдущем не 12 — 5 множителямь “числа, 
17, Ддемъ, что единственныя положительныя цфлыя р8ёшеня суть: 

ь &=2, 9—3 =1, у=и; 

Ш. Въ ур—нйи 3 -- Зду —4у=14, выражая у черезь х, имфемъ: 

х 32 10. мы 
ан Ты 

затфмъ З2—4==1, +2, 5, =10, 

откуда Ш=2, у=4; 2=3, у=1. 

876. Покажемъ теперь, какъ ршается въ положительныхь цфлыхъ числах 
общее ур—не второй степени съ 2 неизвЪстными, которому для удобства да- 
Димъ вихь: 

з ау? -- Эйау -- аа + З02-- Чу--е=0. 

Рьшая его какъ квадратное относительно у, найдемъ: 

ау № -- = = Ува Иа. 0). 
Чтобы у и 2 могли имЪть, положительныя цфлыя значеня, подрадикальное ^ 

выражеше, которое для краткости представимъ въ видь ве у, должно, 
‘быть точнымъ квадраломъ; пусть 

ай -|- 342 + "=. 

Рьшая это ур—не какъ квадратное въ т, имфемь 

е-+ч==УИй— р-р; 
подобно предыдущему, о, количество должно быть точнымь квад-о 
ратомъ; пусть оно =, такъ 

В — р — фри. 

Если это ур—ше не можеть быть рёшено въ цфлыхъ положительныхь чис- 
лахъ, тои ет ур—ве не можеть имфть положительныхь цфлыхъ рьшенй. 

Если а, й, 5—всф положительны, то ясно, что число рёшенй будеть огра- 
`пиченное; въ самомь дфаф, при достаточно большихь численныхь значешяхь х 

_ и у знакъ первой части зависить отъ знака: р ау -|- 2Иху- Ва, 
„, первая часть при положительныхь зиачещахь г пунв — 

_ можеть быть нулемъ. :: 
Также, если 12 — аб въ (1) отрицательно, число ршенйй будеть ограниченное. 



ИМРЪ, Рюшить 6% Цълыль положительныхь числахь Ур те. 

ЗЫ аа — 4ау-- 6 — 22 — 20,99. 

_ Рышая это ур—не какъ квадратное относительно 2, имфемъ 

5 2=2у--1=У30 -- 24у — 29. 

Г Налисавъ подрадикальное количество въ вид 102—2 (у— 6)?, замфчаемь, 
__ 0 

1 

(у— 6) не можеть быть больше 51. Попытками убЪждаемся, что подради- 
_кальное количество дфлается точнымъ квадраломъ, когда будеть (у— 6} = 
_49. Отсюда находимъ, что положительныя цфлыя значешя у суть: 5, Ти 13. 
_ Когла у=5, будеть #=21, или 1; когда у=7, тогда ш=25, или 5; когда 

13, будеть #=29, или 25. 2 

_ 877. Уравнене аай -- ау -- ША -- 202 -- 2/у-- с== можеть быть рёшено 
въ положительныхь цфлыхьъ числахъ, если лЪвая часть его можеть быть разао- 
жена, на два ращональныхь линейныхь множителя. Намр., пусть требуется р\- 

,. шить ур—не 
бай — 13лу + = 16, и 

— Первая часть разлагается въ произведен (3: — 24) (22 — 3у); и какъья ну — 
°  дДолжвы быть числами цфаыми, то оба множителя—числа цфлыя, изъ которыхь — 

одно должно равняться одному изъ множителей 16-ти, а другов— другому. Та- 
‚кимь образомъ, вопросъ приводится къ рёшенио 5 системь совмфстныхь ур-№й. — 

Отсюда находимт, что 52 должно равняться 

= (48—2), = (4—4), =(12—8), =(6—16), =(3—32), 

и са®довательно, единственныя ифлыя значеншя 2 суть 4 из, а соотвЪтетвующуя 4 
значеня у суть 2 и 4. 

{ 878. Мы нашли, что ршеше общаго ур--Шя можно привести въ зависи- 
‘мость оть решешя ур—ня вида а® == № = а, гдё М и а положительныя ц%- 
лыя числа. 

Уравнеше 2? -- № = — а, очевидно, не имфеть дЬйствительныхь р®шенйь, 
такъ какъ бра положительныхь чисель не можеть равняться отрицательному. 
Уравнеше 2% -- №№ =а иметь опредваенное число рен, которыя можно, 

найти попытками. Остается разсмотрть ур—Шя вида 22 — Му = а. 

= 879. Текоремл. Уравнеше 22 — №№ = 1 вседа можеть быть ртшено въ 
‘цълыть полоэкительныль числать. 

5.3 
'Обратимь УХ въ непрерывную дробь; пусть = Га р будуть три посзЪло- 

_ вательныя подходящя дроби, и пусть полное частное, соотвфтствующее дроби 
и 
т будеть У, 'Изъ теор непрерывныхъ дробей ($ 869) извФстно, что 

й 
7и(ам' — в'9) = №" —2... (1). > 

р / 
Но въ кояцф перюда »„==1. Въ самомъ дфаЪ, пусть * будеть полное ^ 

\ и 

а 
частное, непосредственно предшествующее второму подному частному — = 



подныя частныя; слфд. 

аа = тб, т.м =Х— а 

о Кови, В, ты. Итак, — Ма + разЕрЯ — 20, тдь #7 воть пред- — 
послфднее приближеше нфкотораго перюда. ,: 

’^. Есан чисдо частныхь въ пер!юд% — четное, то Е есть четное приближеше; 

- св, оно болыше УХ, и потому больше г такъь что р9—р’=1. Въ такомь 

_ случа, рз— №91, и сад. 

: ЕР, у=Г 

_дають рышеше урны 22 — № =1. 

Такь какъ 2, ‘есть предпослфдиее приближеше какого угодно перюда, то 

Число р\шенй неограниченно. 
Если число частныхь въ перюдь—нечетное, то предпослёднее приближе- 

118 въ порвомъ перюдф есть приближене нечемное; но предпослвднее прибли: 
жене во второмъ перюдф есть приближене четное.` Слвх., цфлыя рашеня полу- 

чался, полагая 2=р’, УЧ, тд ра есть предпосльдннее приближеше во вто- . 

ромъ, четвертомъ, шестомъ,, . . перюдахъ. Заключаемъ, что чиело рушенй-—не- 
ограниченно, 

880. Ришене въ цълыхь ноложительныхь числать ур-мщя 22 —М=-1. 

Если число частных въ пер!одф—нечетное, и ео есть нечетное пред- 

_посл®днее прибдижене въ какомъ -либо-перюд\, то. р <Ё, и слд., рч— р’ =— 1. 

Ву этомъ случа ея —1, х Цваое ый, урн 29 — №—=—1 

_ найдемъ, положивъ 2 =р', у=а’, гдь г: есть преднослднее приближение въ пер- 

вомъ, трётьемь, пятомъ,... перодахъ. 

ы Петь Римиить в5 цълыть положительныхь числать’ уравнеше 

Имфемъ: У13 = |3; и ь 6... 1. 
Число частныхъ въ перюдЪ—нечетное, предпослфднее приближеше въ пер- 

вомъ перюдЪ и слВд., х==18, у==5 представляеть одно изъ рфшеня ур—ня 

— = 1. 

Предпосл®днее приближеше во второмъ пар!од® = слЪдоват. == 649, 

у /=180 даеть еще пару рёшенй урн 22 — 13/2 м 
Составляя послфдовательныя приближешя перодовъ, можно и путем 

получить сколько угодно цёлыхъ рёшенй предложенныхъ ур—нй. ,. 

а Кода импется одна пара цтлыть положительныхь рьшенй ур—мщя 
+ 1,- можно получить сколько упдно такить ръшенй слъдующимь _ 

мъ. 
А с 1=а, у=} одна пара цфлыхь положительныхь рёшенй 

урн 22 в - 1; въ такомъ случаз при всякомъ цфломъ диаг 
и будеть (— 2)" = 1, Сльдовательно, 22 — Му? —= (а? — №)" или 

45 . аж ИХ) (= — УХ) = (а УМ) а—ВУ№)". 



_ о" а ни 
2 

аченшя 8 и у, ян те хошь ть суть ей положи- 

у 

аъ -- 1ОМа -- БМ 
= 5Мыр + ом №®, = = 9-ой --бУЫф ит. а. 

одобно этому, если 2 = есть одна пара цвлыхь подожительныхь 
р ур-ня и р ы 5 

м —№М- (№), 
_ откуда, найдемь Е чо формы ши у, что и вышенайденныя, но п нужно по-_ 

атать = только 1 

Е 883. Положи 2=а:, у- ал, мы приведемь уравнеше а2 — М = къ = 
виду а Ма, ФВ с г 

884. Мы пихли, что 

2— №" = — "9—0 ==",. 
„Отсюда видио, что есди @ есть знаменатель нёкотораго полнаго частваго, 

вотрёчающахося при обращени УХ въ непрерывную дробь, и если а’ °СТЬ при- “ 
ближенше, какъ разъ предшествующее этому полному частному, то одно изъ о у 
вневй 28 — — № = ==а удовлетворяется значешями 2 == р’, у=9’. 

'Нечетныя приближешя всё меньше УХ, четныя — вс® больше УХ; эыЗей № 

5й вели 7 есть четное приближене, то 2=у’, у=Ч’ есть рёшеше уравненя 3 

4, 
№ -+ а; если же # ‘есть нечетное приближеше, то #=р’, у=4’ есть 

еше ур—шШя 18 — № = —а. 
Такимъ путемь мы можемъ найти р8шеня одного изъ ур—нйй 2°— М ==а 

въ томъ случа\, когда @& есть одинъ изъ знаменателей, встрьчающихея. 

при обращении УХ въ непрерывную дробь. ТГакъ, обращая въ вепрерывяую лробь 
УТ, пайдемь: 

Полныя частныя 
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й Послфдовательныя приближен я суть: 

2, 3,5, 8, 31, 45, 82, 127, 
о И аа 

и если взять циклъ уравненй 

22-1 =—3, То, ар 3, а 11, 

то найдемь, что они удовлетворяются значенями 

# =2, 3, 6, 8, 31, 45, 82; 121,... 
Я 0: 9. 3; ЛА 11; В 148. 

Иногда можно найти пару положительныхь цфлыхъ рьшен! уравнены 
27 — № ==а, когда а не есть одинъ изъ вышеуказанныхь знаменателей, пу- 
темъ попытокъ. 

Такъ, легко убфдиться, что ур-ше 28 — 72 = 53 У если по- 
дожить 2=9, у=?. Имфя одну пару ифлыхь рышенй, можемь найти сколько 
‘угодно такихъ рёшенй, 

885. До сихъ поръ мы предполагали, что М не воть точный квадраль; когда, 
< М будеть точнымь квадраломъ, урн будеть 22 — ду = а, и рЪшается легко. 

Пусть а=6.с, гд№ 6 и с суть цфлыя положительныя числа и 5>с; ур—не 
можно написать такъ: х 

(#-+пу)(®—пу/)=5.с. 

Положивъ 2 -- яу=6, «—пу=с, рЬшаемъ эту систему. 
Если найденныя приэтомь значешя т и у будуть цфлыя, то найдемь одну 

пару рёшенй; приписывая би с веб допустимыя значеня, найдемь други, 

Примтръ, Найти два цюлыя положительныя числа, если разность изъ 
‘равна 602 

Назвавъ искомыя числа буквами: 2 и у, имфемь ур—Ше 42 — у = 60, или 
#-уе-у=6. 

60 разлагается на слфдуюция пары сомножитедей: 

1х 60, 2Ж30, 3Х20, 4.15, 5Х12, 6х1. 

Искомыя значешя получатся изъ урн 

#--у=30. в—у=2; ж-—у=10, =- у=6. 

Эти значеня суть; 16 и 14; Ви 2. 
Остальныя системы дадуть дробныя значеня для т и у. 

ц. 
КОНЕЦЪ. 










